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COMPOSITION  MATIIÉMATIQIE  POlIl  L'ADM1SSI0\,  m  1879, 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQIE.  REMARQUES  GEOMÉTRIQIES; 

Pab  un  ancien  Élèvk  de  Mathématiques  spéciales. 


On  donne  une  conique,  rapportée  à  ses  axes 

a+"b  =  ' 

et  un  point  M  sur  cette  conique.  Par  les  extrémités 
d'un  diamètre  quelconque  de  la  courbe  et  le 
point  M^  on  fait  passer  un  cercle.  Proui'er  que  le  lieu 
décrit  par  le  centre  de  ce  cercle  est  une  conique  (K) 
passant  par  V origine  O  des  axes. 

Occupons-nous  d'abord  de  celte  première  paitîe  de  la 
question  proposée. 

Désignons  par  (M)  la  conique  donnée.  Prenons  k' 
point  M',  symétrique  de  M  par  rapport  à  l'axe  des  x,  et 
le  point  JNI",  symétrique  de  IM  par  rapport  à  l'axe  des  >  . 
La  circonférence  circonscrite  au  triangle  MM' INI"  a  pour 
centre  le  point  O.  Ce  point  appartient  alors  à  la 
courbu  (  K  j . 

Le  diamètre  iNl'M"  étant  le  seul  qui  conduise  à  ce 
point  du  lieu,  le  point  O  est  un  point  simple  de  la 
courbe  (K). 


{^  ) 

Sur  une  droite  quelconque  issue  du  point  O,  et  eu 
outre  de  ce  point,  on  a  encore  un  point  du  lieu  :  on 
l'obtient  au  moyeu  du  diamètre  perpendiculaire  à 
(  ette  droite.  Une  droite  issue  du  point  O  rencontre  donc 
la  courbe  (K)  enO  et  en  un  autre  point  :  donc  (K)  est 
une  conique  passant  par  O. 

Au  diamètre  infiniment  voisin  de  M' M"  correspond  un 
point  de  (K),  infiniment  voisin  de  O  et  situé  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  en  O  à  ce  diamètre.  Donc  : 

La  tangente  en  O  à  la  conique  (K)  est  perpendicu- 
laire à  OM',  ou  encore  OM' est  la  normale  en  O  à  la 
conique  (K). 

Prenons  un  diamètre  quelconque  CC  de  (M)  et  éle- 
vons en  O  une  perpendiculaire  à  ce  diamètre.  Appe- 
lons c  le  point  de  la  conique  (K)  qui  est  situé  sur  celte 
perpendiculaire  :  ce  point  c  est  à  la  rencontre  de  cette 
droite  et  de  la  perpendiculaire  élevée  à  MC  par  le 
point  y,  milieu  de  cette  corde. 

Cherchons  quel  est  sur  yc  l'autre  point  de  la  co- 
nique (K-). 

Menons  le  diamètre  EE',  tel  que  OE  et  MC  soient 
également  inclinées  sur  les  axes  de  (M).  En  vertu  d'un 
théorème  bien  connu,  la  circonférence,  qui  contient  les 
points  M,  E,  E',  contient  aussi  le  point  C.  Le  centre  e 
de  cette  circonférence  est  le  point  cherché.  Les  droites 
oe,  yc,  respectivement  perpendiculaires  à  OE  et  MC, 
sont  aussi  également  inclinées  sur  les  axes  de  (M).  Il  ré- 
sulte de  là  que  : 

Le  point  c,  oit  la  droite  yc  i'encontr'e[K.),  est  le  milieu 
du  segment  intercepte  sur  cette  droite  par  les  axes 
de  [M). 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  cette  deuxième  généra- 
tion de  (K)  : 

La    conique  (K)    est    le  lieu    des  /ni/icux  des    seg- 


(  7  ) 
me/its,  interceptés  par  les  axes  de  (M),  sur  les  perpen- 
diculaires élevées  aux  milieux  des  cordes  de  cette  co- 
nique qui  partent  du  point  M. 

Lorsque  l'extrémité  de  la  corde  issue  du  point  M  vient 
se  confondre  avec  M,  alors  la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  de  cette  corde  est  la  normale  en  M  à  (M).  Le 
milieu  n  du  segment  intercepté  par  les  axes  sur  cette 
normale  est  alors  un  point  de  (K). 

Le  point  y,  milieu  de  la  corde  MC,  est  aussi  le  milieu 
du  segment  intercepté  sur  cette  droite  par  les  asymptotes 
de  (M).  On  a  alors  cette  troisième  génération  de  (K)  : 

La  conique  (K)  est  le  lieu  des  inilieux  des  segments 
interceptés  par  les  axes  de  (M)  sur  les  perpendiculaires 
élevées  aux  milieux  des  segments,  déterminés  par  les 
asyniptotes  de  cette  courbe,  sur  les  droites  issues  de  ]M. 

On  peut  remarquer  ([ue  cette  troisième  génération 
peut  être  énoncée  en  n'employant  que  des  droites  et  le 
point  INI,  sans  faire  intervenir  la  conique  (M). 

Cherclions  les  points  de  rencontre  de  (K)  avec  les 
axes.  Nous  n'avons  pour  cela,  en  employant  la  première 
génération  de  (K),  qu'à  construire  les  points  qui  cor- 
respondent aux  axes  au  moyen  de  ce  théorème  : 

La  circonférence,  qui  passe  par  les  extrémités  d'un 
axe  d'une  conique  (iM)  et  par  un  point  M  de  cette 
courbe,  passe  aussi  par  le  pied.  P  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  O  de  (M)  sur  la  taîigente  en 
M  à  (M)  {'). 


(' )  J'ai  déjà  employé  ce  théorème  raiinée  dernière,  à  |)ropos  de  la 
composition  d'admission  à  l'École  Polytechnique  (voir  Noiu'elles  An- 
nales de  Mathématiques,  1878,  p.  4'3)'  ^^  théorème  peut  être  considéré 
comme  un  cas  particulier  du  théorème  suivant,  dû  à  M.  Laguerre  : 
La  circonférence  passant  par  les  pieds  A,,  A.,  A,  des  trois  normales 
abaissées  d'an  point  P  sur  une  conique  de  centre  Or/ui,  d'après  le  tliéo- 
rème  de  Joachimslalil,  passe  par   le  point   i\\   de    la    coni'iue   thnmétt ii- 
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Le  ceiilre  de  cette  circonférence  est  sur  l'un  des  axes 
et  sur  la  perpendiculaire  à  PM,  élevée  du  milieu  de  ce 
segment.  On  a  donc  les  points  b  et  «  de  (K),  situés  sur 
les  axes  Ox  et  Or,  en  prenant  les  points  de  rencontre  de 
ces  axes  avec  la  perpendiculaire  à  PM,  élevée  au  milieu 
de  ce  segment.  Remarquons  tout  de  suite  que  cette  per- 
pendiculaire passe  par  le  point  H,  milieu  de  OM. 

Il  résulte  de  la  construction  de  rtetdeZ>  que  ces  points 
sont  les  milieux  des  segments  compris  entre  O  et  les 
points  où  la  normale  M^i  rencontre  les  axes. 

Les  points  o,rt,  «,  b  sont  alors  les  sommets  d'un  rec- 
tangle inscrit  dans  (K);  donc  : 

Les  axes  de  la  conique  (K)  sont  parallèles  aux  axes 
(le  la  conique  (M),  eL  le  centre  de  (K)  est  le  milieu  du 


segment  ab. 


On  déduit  de  là  que,  si  l'on  prend  les  segments  com- 
pris entre  M  et  deux  sommets  opposés  de  (M),  les  per- 
pendiculaires élevées  aux  milieux  de  ces  segments,  les 
jiarties  de  ces  droites  interceptées  par  les  axes  ont  pour 
points  milieux  des  sommets  de  (K). 

On  voit  facilement  de  là  que  : 

Après  avoir  tourné  d'un  angle  droit  sur  son  plan,  la 
conique  (K)  est  homothétique  à  (M). 

Les  longueurs  des  axes  de  la  conique  (K)  sont  indé- 
pendantes de  la  position  de  M  sur  (M),  ou  encore  les 
coniques  (K)  relatii^es  aux  différents  points  de  (M) 
sont  égales  entre  elles,  c'est-à-dire  que,  lorsque  M  dé- 
crit (M),  la  conique  (K),  invariable  de  grandeur,  se 

leinrnt  opposé  au  pied  A^  de  la  quatrième  normale,  qu'on  peut  abaisser 
de  P.  passe  aussi  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  la 
lunifcnte  à  la  conique  au  point  X\  [Sur  la  développée  de  l'ellipse  {^Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  29  janvier  1877).  f'oir  aussi  dans  la 
youvelle  Correspondance  mathématique,  t.  IV,  septembre  1878,  un  ar- 
ticle de  M.  Gohicrrc  de  I.onfychanips]. 
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transporte  parallèlement  à  elle-même  sans  cesser  de 
passer  par  le  point  O. 

Pour  construire  un  point  de  (K),  au  moyen  de  la 
première  génération  de  cette  courbe,  prenons  une 
asymptote  de  (M).  A  cette  droite  correspond  un  point 
de  (K),  situé  sur  une  perpendiculaire  à  cette  asym- 
ptote ;  donc  : 

Les  asymptotes  de  (K)  sont  perpendiculaires  aux 
asymptotes  de  [M). 

Comme  conséquence,  nous  voyons  que  : 

Les  coniques  (K)  et  (M)  sont  de  la  même  nature  et, 
si  (M)  est  une  hyperbole  cquilatère,  (K)  est  aussi  une 
hjperhole  équilatère. 

Nous  connaissons  maintenant  la  conique  (K)  de  forme 
et  de  position  -,  nous  pouvons  alors  prendre  la  suite  de  la 
question  proposée. 

Si  autour  du  point  O  on  fait  tourner  deux  droites 
rectangulaires,  elles  rencontrent  la  conique  (K)  en 
deux  points  :  prou^>er  que  le  lieu  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  menées  en  ces  points  est  la  droite  per- 
pendiculaire au  segment  OM  et  passant  par  le  milieu 
de  ce  segment. 

Le  lieu  dont  il  est  question  dans  cette  partie  de  l'é- 
noncé n'est  autre  que  la  polaire  d'un  point  F  par  lequel 
passent,  en  vertu  du  théorème  de  Frégier,  les  hypoté- 
nuses des  triangles  rectangles  inscrits  dans  (R)  et  qui 
ont  O  pour  sommet  commun  de  leur  angle  droit. 

Ce  point  F  est  le  point  de  rencontre  de  l'hypoténuse  ab 
du  triangle  aOZ»  et  de  OM',  qui  est  normale  en  O  à  (K). 
Cherchons  alors  la  polaire  du  point  F. 

Les  droites  OM,  OM',  étant  également  inclinées  sur  les 
côtés  de  l'angle  droit  aob,  déterminent,  avec  les  cô- 
tés oa,  ob  de  cet  angle,  quatre  droites  qui  forment  un 
faisceau  harmonique.  Ces  quatre  droites  donnent,  sur  la 


(  ^o  ) 

transversale  û&,  les  quatre  points  a,  F,  b,  H  qui  forment 
une  division  harmonique.  Le  point  H  est  conjugué  liar- 
moniquo  de  F,  par  rapport  aux  points  a  el  b\  donc  : 

La  polaire  du  point  F  passe  par  le  point  H,  milieu 
de  OM. 

Le  point  F  étant  sur  le  diamètre  ab^  sa  polaire  est 
parallèle  à  la  tangente  en  Z>  à  la  conique  (K).  Celle 
tangente  et  la  tangente  en  O  à  celte  conique  sont 
également  inclinées  sur  les  axes  et,  comme  la  tangente 
en  O  est  perpendiculaire  à  OM',  la  tangente  en  b  est 
perpendiculaire  à  OM. 

La  polaire  du  point  F  est  donc  la  perpendiculaire 

à  OM  au  milieu  H  de  ce  sesrment. 

o 

Prenons  la  fin  de  l'énoncé  de  la  question  : 

Parle  point  O,  on  peut  mener,  indépendamment  de 
la  normale  qui  a  son  pied  au  point  O,  trois  autres 
droites  normales  à  la  conique  {  K  ;. 

i**  Dans  le  cas  particulier  oii  la  conique  donnée  es/ 
une  hyperbole  équilatère  et  où  l'on  a  A  =  i  et\^=  i, 
montrer  qu'une  seule  normale  est  réelle  et  calculer  les 
coordonnées  de  son  pied. 

1^  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois 
normales. 

Je  laisse  de  côté  cette  dernière  partie,  purement  ana- 
lyti(|ue,  que  1  on  résout  généralement  dans  les  cours,  et 
je  vais  simplement  dire  un  mot  relatif  au  cas  où  (M)  est 
une  hyperbole  équilatère. 

D'après  ce  que  nous  avons  démontré,  (K)  est  alors 
aussi  une  hyperboleéquilalère,  et  il  est  facile  de  construire 
les  axes  de  celle  courbe  et  de  calculer  leurs  longueurs. 

Joignons  le  poinl  O  au  centre  I  de  l'hyperbole  (K). 
Sur  01  comnu;  diamètre  décrivons  une  circonférence  de 
cercle.  Celle  courbe   rencontre  (R)  au   point  L^  appe- 


(  ^'  ) 

Jons  L'  le  poiul  qui  sur  (K)  est  diamétralement  opposé 
à  L. 

Le  triangle  L'LO,  inscrit  dans  l'hyperbole  (K),  est 
rectangle  en  L  ;  son  hypoténuse,  en  vertu  du  théorème 
de  Frégier,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage,  est  paral- 
lèle à  la  normale  en  L  à  (K).  Mais  les  normales  en  L 
et  L'  à  cette  courbe  sont  parallèles  entre  elles  :  donc  la 
droite  OL'  est  normale  à  l'hyperbole  (K). 

Le  calcul  des  coordonnées  du  pied  de  cette  normale  est 
ainsi  ramené  au  calcul  des  coordonnées  du  point  de 
rencontre  L  de  (K)  et  de  la  circonférence  décrite  sur  01 
comme  diamètre  ;  car,  connaissant  les  coordonnées  de  L, 
on  a  tout  de  suite  les  coordonnées  de  L'. 

Pour  terminer,  je  vais  indiquer,  sans  démonstration, 
encore  quelques  remarques  : 

La  tangente  en  n  à  la  conique  (K)  passe  par  le  mi- 
lieu du  segment  intercepté  par  les  axes  sur  la  tangente 
en  M  à  la  conique  (M). 

Lorsque  la  corde  JN'IC  tourne  autour  de  M,  les  droites 
telles  que  yc  enveloppent  une  courbe  (S). 

Le  point  de  contact  s  de  [S)  et  de  y c  est  sur  la  nor- 
male en  C  à  la  courbe  (M). 

La  courbe  (S)  louche  la  normale  M//  au  point  ^,  qui 
est  le  centre  de  courbure  de  (M)  sur  cette  droite. 

Les  axes  interceptent  sur  yc  un  segment  dont  le  mi- 
lieu est  le  point  e  de  (K).  Pour  construire  la  tangente 
en  e  à  cette  courbe,  on  opère  ainsi  : 

On  mène  la  droite  os.  On  joint  le  point  e  au  milieu 
de  o.v,  la  svmétrique  de  cette  droite,  par  rapport  à  la 
bissectrice  de  l'angle  Seo,  est  la  tangente  demandée. 

Cette  construclion,  appliquée  au  point//,  établit  une 
liaison  entre  le  centre  de  courbure  [j.  et  la  tangente  en  n 
à(K). 

Puisque   nous  connaissons  celte  tangente,  Jious  pou- 


(  1^  ) 

vons  déterminer  y..  On  arrive  ainsi  à  la  construction  sui- 
vante : 

Le pointO  et  les  points  où  la  normale  M/i  rencontre 
les  axes  sont  les  trois  sommets  cV un  rectangle  ;  du  qua- 
trième sommet  de  ce  rectangle,  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  Oyi  :  cette  droite  coupe  M/i  au  centre  de 
courbure  u.. 


Sm  LA  RÉDICTION  DES  POLWOMES  DU  SECOND  DEGRÉ 
HOiMOGÈ^ES  A  DES  SOMMES  DE  CARRÉS^ 

Par  m.   h.  LAURENT. 


Le  but  de  celle  Note  est  surtout  Télude  d'une  équa- 
tion remarquable  que  l'on  rencontre  dans  un  grand 
nombre  de  questions  d'Analyse,  et  principalement  en 
Géométrie  analytique,  dans  la  recherche  des  axes  des 
courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre,  dans  la  recherche 
de  leurs  diamètres  conjugués  parallèles,  dans  la  re- 
cherche de  leurs  interseolions,  etc.  Cette  étude  est  plus 
simple  et  plus  complète  que  celles  qui  ont  été  faites 
jusqu'ici. 

Pour  l'intelligence  des  questions  qui  vont  suivre,  il 
faut  savoir  que  l'on  appelle  substitution  orthogonale 
tout  changement  de  variable  de  la  forme 

(«)  {   a.'j=:  Vji.'i  -t-  -/r^r.  -i-  .  .  .-7-  y-in  >',.. 


dans  lequel  les  coefficients  y,,  satisfont  aux  relations 

l7/^.7/v=-0,       ::7,.,7y^=l. 

Quand  on  remplace  jri,  r. .r„  par  leurs  valeurs    r), 


(    .3  ) 
la  ftjnclLon.r;-+-x^  -i-...-j-xlde\icnty\-hyl  -f- . . . -h j ', . 
Tel  est  le  caractère  des  substitutions  orthogonales. 

Les  cliangements  de  coordonnées  dans  lesquels  les 
anciens  et  les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires  sont  des 
substitutions  orthogonales. 

Rl^.DUCTION      d'un      POLYNOME     DU     SECOND      DEGRÉ     A     UNE 
SOMME  DE  CAKUÉS  PAR.  UNE  SUBSTITUTION  ORTHOGONALE. 

On  peut  ramener  le  polynôme  f=lla,jXiXfk  n  va- 
riables à  une  somme  de  n  carrés,  au  moyen  d'une  sub- 
stitution orthogonale.  Effectuons,  en  effet,  la  substitution 
orlhogonale  à  coefficients  indéterminés 


.Tj  =  7j,J>-,  -h  7:j.)"2-r-  •   •    •  +  TnTn', 


où  nous  supposons 

(  2  hh)  'ivx'h'  -i-  V^i^V^v  -t-  .  .  .  -t-  7„^  7„v  =  o, 

la  fonction  y"  prendra  la  forme 

/—  •^aij^ii.y,  +  7,o,v,  + . . .  +7,>ru 4- ...  ;  ^/y,  r ,  4- ...  H-  7y., y.,  + . . . 
ou  bien 

/=  -^  i«,y7,>7,vj,.rv  + .  •  •  -^  -"iHi^'tr'.yi  +  — 

Si  Ton  pose  alors 

(3 )  laii'^i.,'fj,  =  o     pour  p. >. V, 

(4)  2«y7.>7y(.=  Aj,, 

la  fonctionyprendra  la  forme  d'une  somme  de  carrés 

(5)  /=A,j;  -i-A,;::+...4-A„j=. 


(  i4  ) 

Il  rcsle  à  prouver  que  l'on  peut  satisfaire  aux  équations 

(2)  et  (3),  qui  sont  au  nombre  de 

] 


Il  /un  —  I 

-i  -\-  n  -\ - 


comme  les  inconnues  7/,.  Or,  si  l'on  appelle/,  (a:,,X2. ...), 
/j(x,,  oTj,  . .  .  ),  ...  les  clemi-dénvéesde2a./.r,.r,  prises 
par  rapport  k  Xi,  x^_,  .  .  .  ■,  en  sorte  que 

fi{xi,X2,  .  .  .]  =  ^,/.ri+  a^i-T^-i- .  .  .  +  rt„,-x„, 

les  formules  (3)  pourront  s'écrire 

7ii*(«ii7iv+  «i27i'+-  •  •  +  «ih7«v 
H-  72;*(  «21 7iv-4-  rt'jjy,.,  -h  .  .  .  -f-  «2n7«v 


ou 

7:;./.  (7.-  7-^v,   .  .  .  )  +  l^M"/'-'^  73V.  .  .  .  )  ^ .  •  •  =  o. 

La  comparaison  de  ces  équations,  où  l'on  peut  supposer  v 
fixe,  avec  les  équations  (2  bis),  où  l'on  supposera  aussi 
V  fixe,  donnera 

7>v  7-^v  ■  '  *  7"' 

Ces  équations  sont  plus  faciles  à  traiter  que  les  équa- 
tions (3)  et  (2  his),  et  pour  les  résoudre  nous  suppose- 
rons vfixe;  omettant  alors  pour  le  moment  cet  indice,  qui 
complique  la  notation,  et  introduisant  l'inconnue  auxi- 
liaire s,  nous  poserons 

_ /  (7i.7^>  ••  -.7»)  _ /2(7i>7''  •  •'>7"]  _ 

_/.(7'»73>  •  •  -r/Zl 

— 5 

7" 
d'où  nous  déduirons 

/.  —  Vi-^  =  05     /:— 72-^  =  o,       ...,     /,— 7„.ï=0, 


(  '-^  ) 

ou  bien,  en  remplaçai! l/i,/",,   .  .  .  par  leurs  valeurs 


(«,,  —  -^^7,  +  «1272- 
«J17,  -i-  ['■'j-.-  —  s)y-.- 


-H  '7ih7«=  o, 
+  «2«7h^  o, 


«„i7. 


«,o7-> 


j  I  7,,=  o. 


7" 


A  ces  formules  il  laul  adjoindre,  pour  achever  de  déter- 
miner les  y/v,  l'équation  (2).  qui,  en  omettant  l'indice  v, 
devient 

(8)  7Ï  -f-7^  -f-...  +  7^=:I. 

Si  nous  éliminons  les  y  entre  les  équations  (7),  nous 
aurons 


^9; 


ou,  en  appelant  F  [s]  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion 

9  bis)  F(*)  =0. 

L'équation  F  {s)  =  o  est  du  degré  n  ;  si  elle  a  ses  «  racines 
distinctes,  en  les  appelant  5i,  .Va,  .  .  . ,  5,^,  .  .  . ,  5„,  chacune 
de  ces  racines,  portée  dans  le  système  (7),  (8),  fera  con- 
naître un  système  de  valeurs  des  quantités  71,  y.2,.  ..,  y„, 
et  le  problème  que  nous  avons  en  vue  sera  résolu.  Mais 
il  convient  de  soumettre  cette  solution  à  une  discussion 
approfondie.  L'équation  F  (5)  =0  est  ce  que  l'on  appelle 
V équation  en  s. 


DISCUSSION    DE    L  ÉQUATION     EN    S. 

(Nous  continuerons  le  numérotage  des  formules  com. 
mencé  au  paragraphe  précédcnl.) 


(  ^<>  ) 

Le  polynôme  S r/,yjr/.r,  sera  suppose'  à  coefficients  réels. 
Cela  posé  : 

Théorème  I.  —  L'équalioii  en  a  a  toutes  ses  racines 
réelles. 

Voici  la  première  et  la  meilleure  démonstration  qui 
ait  été  donnée  de  ce  théorème;  elle  est  extraite  de  la 
Mécanique  analytique  àe  Lagrange,  qui  a  rencontré  pour 
la  première  fois  l'équation  en  s  dans  l'étude  du  mouve- 
ment de  rotation  des  solides. 

Si  l'équation  F(  5)  =  o  avait  des  racines  imaginaires, 
elle  en  aurait  au  moins  deux  conjuguées  s.^  et  s.,^  les  va- 
leurs de-/i,  y»,  ...  correspondantes,  tirées  de  (7)  et  (8), 
étant  désignées  par  y^,,,  y^.,^  .  .  . ,  y,,,,  et  -/i,,  72,,  •  ■  •  1  '/«.i 
on  aurait,  en  vertu  de  ces  formules  (7), 

«1.    —  •*V)7ljii-t-  «1272;x+  •   •  .  +«ln7„;x=  O, 
ïjlVlii  -t-    («22 .y.ijVjiA-i-  .   •   .  -f-«2H7«;i=  O, 


««.7l;i.  +  ««27v;i.-+-  •   •   ■  +  (  Onn  —  S.^]  'j/n;i.=  O  ; 

multipliant  la  première  par  yi,,  la  seconde  par  y,,,  ... 
et  ajoutant,  on  a 

'/n7in7>v"+"  ■'^21  Î72n7iv-+-  72vVi,x)  -^  .  ■  . 
=  .V(7.-7.v  +  ---+7«i^7'.v); 

ou  trouverait  d'une  façon  analogue 

«ii7ia7,v-)-  «2i(7:.,j.7iv-4-  72v7iiii  •  -*-... 
=  ^v;7i-7i'+-  •  •-^7"-7"v;> 
d'où,  par  soustraction, 

mais  s.,,  et  s-,  étant  conjugués  sont  dilVérenls  l'un  de 
l'autre;  de  plus,  yy,  et  yiv,ysï^  (^t  y»,.  •  •  •  sont  des  imagi- 
naires conjuguées  :  donc  ni  s^  —  s,,  ni  l'autre  facteur 
7i;AyivH-.  .  '-f-ynii/nv,  ne  peuvent  être  nuls  [  en  eil'el,  y,. 


(  '7  ) 
el  yi,  élaiit  (conjugués,  leur  prodiiil  esl  le  carré  du  mo- 
dule de  yi.j.,  elc.  Pour  que  '^yi.^y^.,  fût  nul,  il  faudrait  que 
yiix,  ya,,  .  .  . .  7„ui  le  fussent,  ce  qui  est  absurde,  puisque, 
en  vertu  de  (8),  Sy^.^=  ij. 

On  arrive  donc  à  une  conclusion  absurde  en  supposant 
que  l'équation  en  ^,  F(5)  =;  o,  a  une  racine  imaginaire, 
ce  qui  établit  le  lliéorème  énoncé. 

Théorème  II.  —  6"/ F  (5)  =  0  n'a  pas  de  racines  égales, 
les  n  valeurs  de  s  fourniront  pour  yi^  72?  -  •  •  •,  "/ni  '^  sys- 
lènies  de  valeurs  bien  déterminées. 

En  effet,  les  valeurs  des  rapports  yj  '.  y i '..-.'.  yn  ne 
pourraient  êlie  mal  déterminées  et  les  valeuis  de  yi, 
72?  •  •  «1  7n  Mial  déterminées  à  l'aide  de  (8),  que  si  tous 
les  mineurs  du  déterminant  F  (5)  étaient  nuls.  Or  ('), 
F  (.v)  est  la  somme  des  mineurs  de  F(.t)  au  sign(i  près, 
relatifs  aux  éléments  («u — s)^  (i^,, —  s),  ...;  donc, 
si  yi  '.  y2  '.  •  ■  ■  '.  7„  étaient  mal  déterminés,  F  (5)  etF'(5) 
seraient  nuls  à  la  fois,  et  F  (5)  aurait  des  racines  mul- 
tiples. 

II  résulte  de  là  que,  si  l'équation  F  [s]  =^  o  n'a  pas  de 
racines  égales,  la  substitution  orthogonale  (i),  dans  la- 
quelle les  coefficients  auront  élé  calculés  au  moyen  des 
formules  7)  ou  (10),  ramènera  le  polynôme y"=  2 rt,y,r,x,- 
à  une  somme  de  n  carrés:  les  coefficients  Aj,  A»,  ...  de 
.T'iiTIi  •  •  •  se  calculeront  comme  il  suit  :  si  l'on  mul- 
tiplie la  première  formule  (10)  par  y,.^,  la  seconde  par 
yîj^,  etc.,  et  si  l'on  ajoute,  on  a 

2^,/7,> v/v  —  >v ( 7'-  -*-  7';^ -^  •  •  •  -^  7«i^)  =0' 

(')  En  elTet,  pour  prendre  la  dérivée  de  F(i),  on  peut  considérer 
cette  fonction  comme  composée  de  a,,  • —  s,  a^,  —  s,  . .  . ,  «„„ —  s  et  l'on  a 

les  diverses  parties  de  cette  somme  sont  des  mineurs  de  F. 
yénn.  de  Matli/inial .,  ■2'^  iér'ic  ,  t.  XIX.  (Janvier  1880.)  2 


(   i8  ) 
on,  en  verlu  de  (4)  ^^  Je  (8), 

A^— .?.x=o; 
aiii.sl  le  polvnônu' y"so  réduit  n 

/-.  .y,jj  -!-  s,  ri  4-  •  .  .  H-  x„ru. 


DÉMONSTRATION    U  tN     LEÀIME    POUR    L  EXAMEN    DU     CVS 

OU  l'équatiG-V  en  s  a  des  racines  multiples. 

Pour  étudier  le  cas  où  l'équalion  en  s  a  des  racines 
égales,  nous  serons  obligé  de  nous  appuyer  sur  un 
leniine  que  nous  allons  établir. 

Cf)nsidérons  le  déterniinanl 


fl,, 

(1:2         ■ 

.  «,„i 

«21 

a,-, 

f'2n 

(',n 

(l,.2          ■ 

■    .        ('un    1 

Soit,  en  général,  a,y  le  coefficient  de  a^j  dans  ce  détet- 
niinant  A^  si  l'on  multiplie  la  forni'ale  précédenle  par 

l'cllc-ci  : 

a,,      a,,       ...       a,„  ! 


«21  =^22 


en  ayant  égard  aux  relations 

(a)  <7|;a,y+  n-^iO-ij-'r-  .  .  .  -r-  /7„,a„y 

on  ania 


A     o 
<)      A 


o 


A', 


\  o  si  /J/ 
I   A  si   i=  i 


AV 


ou 


A"  — AA'  ; 


(   19 


(*: 


A': 


Pour  représenter  !e  coefficient  de  «,^  dans  A,  on  peut 
considérer  tous  les  éléments  de  A  comme  des  vaiiables 
indépendantes,  et  alors  A  sera  une  fonction  du  premier 
degré,  par  rapport  à  chaque  élément  pris  individuel- 
lement. Le  coeîficient  de  a^  sera  alors  la  df-rivée  de  A, 
prise  par  rapport  à  a^  ^  ainsi 


a,yrzT  Aa,., 


que  nous  écrirons  aussi 


pour  éviter  les  superpositions  d'indices  ;  de  même  le  coef- 
ficient de  a,Yi  ^lii  poi^iira  être  représenté  par  la  dérivée 
de  A  prise  par  rapport  à  a^  et  a^.  Ce  coefficient  sera 
donc 

et  ainsi  de  suite. 
Ceci  posé,  on  a 


«11 

3t,2         . 

«m 

a., 

«22 

a-i,, 

y-n\ 

y-ni 

•   •         ««>: 

I 

O 

o 

o 

o 

I 

o 

.  .  .      o 

"m 

fi\l 

«3S 

.    .    .          «34 

(Inx 

dnl 

tfn3 

•   •        (Inn 

=  A"  !//ii»  <^ri\ 


Multiplions  ces  formules  membre  à   membre,  en  vertu 


(    20    ) 

des  foniiulcs  (rt),  nous  aurons 

Il  ^-31  ^-51 


I 

««5     i 

o 


]À''    -y  [a,,,  rt„). 


o        ()        <)       ...       o 
c'esi-à-dire 

(an a,,—  an7.3,)  A""' =  A"  (a,,,  «u  j  A""', 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  vertu  de  (^)  et  (cj, 

A'  («,,'  a'  (a,j)  —  A\«.,    A'  (0,2)  =  AA"(fl,,,rt,j)  ; 

(Ml  permutant  les  lignes  et  les  colonnes  de  A  de  manière 
que  la  i"'""^  et  la  /x'^'oe  ligne  deviennent  la  première  et  l.i 
seconde,  et  de  manière  que  lay'^'"^  colonne  et  la  /"""®  de- 
viennent la  première  et  la  seconde,  on  a 

(11)       A'(o//)  A';«*/)  —  a' ((7//':  A'  [ai..j]  =  AA"(<7//,  r7jf/\ 

En  multipliant  eulrcî  eux  les  déterminants 


et 


I  f)        o      o 

o  100 
0010 
fj,,      a,. 


on  trouve 


X|;  Kjj  «32 

^13  '^•23  ^3.1 


|=A'A"' >,;,«,,„«„), 


(     21     ) 


OU  plus  généralement 


i31 


■^'7     "'V      ^pj 
y-ii    y-hi     'J-pi 

^-iq        ^kq        '■^■pq 


=  ^'A"'(/'7,y.<7^/,  a^n). 


On  volt  facileinenl  coninient  on  généraliserait, 


CAS  ou   lY.quaiion  en  s  a   des   racines  égales. 

Théouème.  —  Si  l'équalion  en  s  a  une  racine  double 
5,^,  tous  les  mineurs  de  F  (5)  ont  la  racine  s^.  En  gé- 
néral, si  l'équation  en  s  a  une  racine  s.^^  d'ordre  de.  inul- 
tiplicilé  M,  tons  les  mineurs  de  F(,s)  jusquà  l'ordre 
IM  —  I  sont  nuls  pour  s  =  s.^. 

En  edet,  si  F  (5)  =  o  a  une  lacine  double  5^,  on  aura 
à  la  fois  Y  [s)  =  G  et  F'(^)  =0.  Or,  en  vertu  du  théo- 
rème des  fonctions  composées,  si  l'on  regarde  F(5)  comme 
une  fonction  composée  de  «n  —  5,  rt^j —  v, .  .  . ,  rt„„ —  5, 
l'équation  F'(,v}  =  o  s'écrira 

-F'f«„-.v)-F'f.'ï.,-.ri-. 


F' ( «»«  —  s)  =  o  ; 


en  muliipliant  parF'(('/ii  —  s)^  on  a 

(i31 


ir  [a,,-  s)J  +r  [a,,—  s)¥'  [a,,—  s)  +... 

Or,  en  vertu  de  (1  t),  on  a 

F .  F"  (  a. ,  -  ^,  «,7  -  .<!  =  F'  ;  a„  -  .v  )  F'  (  au  -  -v  )  -  [  F'  (  «,-; )]-• , 
cl,  si  l'on  suppose  F=  o, 

F'(«M-^)F';;^,-,— .0  =  [F'(«„-)p; 
l'équalion  (i3)  peut  alors  s'écrire 

(i4)     [F' («„-..)p+ [F' («.,)?  +  ... -l-[F'(«,„)?=o, 


(l'oLi  Ton  coiicliU  F'(rti,  —  ^)  =  O:  F'(«i2  )  =  "î- • -^  et 
l'on  vt:rrall  d'une  façon  analogue  que  tous  les  mineurs 
de  premier  ordre  de  F  sont  nuls. 

D'ailleuis,  si  F(s)  admet  le  facteur  .<  —  5.^  trois  fois, 
le  preiuier  membre  de  (i3)  l'admettra  au  moins  trois 
fois  aussi,  ainsi  que  le  premier  membre  de  (i4);  on 
pourra  donc  le  supprimer  deux  fois,  et  Ton  voit  (|ue 

s)        F'ffl-,,) 


F'(«„- 


s  —  s.^ 


s'annuleront  encore  pour  s  =.  s.^.  On  verrait  de  même 
que,  si  F  [s]  admet  M  fois  le  facteur  .v  —  y,^,  ses  njineurs 
l'admettront  M  —  i  fois. 

Ceci  posé,  en  représentant,  pour  abréger,  F'(<7,y)  par 
a.y,  on  a,  en  vertu  de  (n), 


;'5) 


y-u—  y.iiy-i.j=  F. F" («/y,  au); 


or,  si  F  admet  trois  fois  le  facteur  s  —  s.^.,  les  a^y  l'ad- 
mettront chacun  deux  fois  :  le  premier  membre  de  cette 
formule  l'admettra  donc  au  moins  quatre  fois  et,  par 
suite,  F"[(Jij,  a^i)  l'admettra  au  moins  une  fois. 

Donc,  si  F(5)  a  une  racine  triple  5.j^,ses  mineurs  d'ordre 
un  et  deux  s'annuleront  pour  s  =  s.^. 

Si  F  admet  s.j.  pour  racine  quadruple,  ses  mineurs 
seront  divisibles  par  (5  —  s.j.f  et,  en  vertu  de  (i5),  ses 
mineurs  du  second  ordre  seront  divisibles  par  [s  —  -v)"- 
INIais  la  formule  (12)  appliquée  à  F  donne 


«j7 


«*y 

y-pj 

a« 

'J-pl 

'■^kq 

"■PI 

le   premier   membre 
F*  admet    le  facteur 


F=F"'(«,y.  i/«,  rt/,y); 


admet   alors  le  fadeur  (5  —  *>)'• 
\s  —  •»';t)^:  donc  F"  admet  le  fac- 


teur 5  —  Aa,  el  ainsi  dc^  .'uilc 


(  ^3  ) 

i>ous  pouvons  maintenant  prouver  dune  manière 
généi'ale  que  le  polynômej^  est  réductible  en  tout  cas  à 
une  somme  de  n  carrés  par  le  moyen  d'une  substitution 
ortiiogonale. 

En  effet,  supposons  que  l'équation  Ff^v)  --=  o  admette  s.,, 
pour  racine  d'ordre  de  multiplicité  ]M  :  les  équations  (lo) 
se  réduii'ont  à  n —  iM  équations  distinctes,  puisque  tous 
les  mineurs  de  F,  jusqu'à  Tordre  M — -i  inclusivement, 
sont  nuls,  et  ([ue  ceux  de  Tordre  M  ne  le  sont  pas  tous. 
On  peut  donc  assujettir  les  y..^  à  IM  —  i  nouvelles  rela- 
tions-, il  V  aura  alors  une  infinité  de  manières  de  réduire/ 
à  une  somme  de  carrés,  et  à  la  racine  s^.  correspon- 
dront M  coeiFicients  A.j.  égaux  entre  eux.  En  résumé, 
on  peut  énoncer  le  lliéorèmo  suivant  : 

On  peut  toujours  ramener  «';?  pol)  nônie 

f[T,,X,,   .    .   .,.7-„) 

à  la  forme 

au  moyen  cVuiie  substitution  orfliogofialc ^  Si,  s.,.  .  .  . ,  *„ 
sont  alors  les  racines  de  V équation  en  s\Y  [s]  =  o. 


L'TILITE    DE    LA    THE01UE    PUECEDEiNTE . 

D'après  ce  que  Ton  vient  de  voir,  pour  découvrir, 
pour  ainsi  dire  sans  cilcul,en  combien  de  carrés  posi- 
tifs, négatifs  (lu  nuls  on  peut  décomposer  le  polynôme 
f=--lLaijXiXj.  on  formera  Téquation  en  s-^  le  nombre 
de  ses  racines  positives,  négatives  ou  nulles  sera  le 
nombre  des  carrés  positifs,  négatifs  ou  nuls  dans  les- 
quels/pourra  se  décomposer^  d'ailleurs,  comme  Téqua- 
liou  en  s  a  toutes  ses  racines  réelles,  le  lliéorènu;  de 
Descartes  nous  montre  «pie  les  racines  positives  sont 
en  nombre  égal  à  celui  de  ses  variations  :  donc  le  pol)  - 


(  ^4  ) 

tiônie  f  esL  décoinposablc  en  autant  de.   carres  fjosilijs 
(lue  F  (s)  présente  de  •variations. 
iMais  voici  d'autres  applications  : 

Pour  que  le  po/ynôme  f  soit  un  produit  de  deux  fac- 
teurs li/iéaijes,  d  faut  que  l'cquation  en  s  ait  n  —  2  ra- 
cines nulles  ;  en  elfet,  alors  le  polynôme^  se  ramenant  à 
la  forme  Kif]  -(-  A,  j'j  pourra  aussi  s'écrire 

Pour  que  le  pol)  7iôine  f  soit  un  carré  parfait,  il  jaut 
que  tous  les  coefficients  de  V équation  en  s  soient  nuls,  à 
l'exception  des  deux  prenne/s. 


QUELQUES    JIOTS    SVR     LA    UÉDUCTIOJV   sniL'LTAXÉE    DE  DELX 
POLYNOMES    A     Ui^E    SOMME    DE    CATVKÉS, 

Une  substitution  orthogonal  en' a  Itéra  ut  j)as  une  somme 
de  n  carrés,  en  d'auties  tomes,  :r^  H-  a'^  -f- .  .  .  +  xl  de- 
vcnautj^  H-  yl  + .  .  .  -f-  }  '  par  une  substitution  ortho- 
gouale,  il  en  résulte  que  l'ou  peut  toujours,  au  moyeu 
de  deux  substitutions  orthogonales  successives,  ramener 
simultanément  deux  fonctions  du  second  degré  à  des 
sommes  de  carrés.  Eu  ell'et,  considérons  les  deux  fonc- 
tions à  n  variables 

elfectuons  la  substitution  orthogonale  qui  ramène^  à  la 
lorme  s^y\  -+-... 4- .v„ y,-,,  en  posant)',  =-^z,j)'2=  —-•»•..•, 

la  fonction /sera  ramenée  à  la  forme  z\  -^  z\-\-..-t-  z^., 
et  la  foncliou  g  pourra  être  représentée  par  2c,y2,:;,.  Si 
niainlenaut  ou  elïcctue  une  nouvelle  substitution  or- 
thogonale, celle   qui   ramène  2c,,r:j3,à  une    somme  de 


(  ^^  ) 

carrés  Aj/^  -{-...  -[-  A,,/,'. /prendra  la  forme 

puisque  la  dclluitioii  même  delà  sul^slitutiot)  orlhogonale 
est  de  conseiver  leur  forme  aux  foncîions 


La  mélliode  que  nous  venons  diiidiquer  tombera  eu 
défaut  quand /et  g  seront  à  la  fois  des  sommes  de  moins 

de  n  carrés,  parce  qu'alors  la  substitulion  y  =  —-=■>  .  .  . 

sera  illusoire,  lune  des  quanlilés  s^  s'annulanl.  Mais 
alors  /'et  g  ne  sont  plus,  h  proprement  parler,  des  foue 
lions  de  n  variables,  et  c'est  sur  les  variables  eliectives, 
c'est-a-dire  réduites  à  K-ur  minimum,  que  1  on  effec- 
tuera les  substitutions  orthogonales  dont  il  a  été  question. 
Comme  oji  le  voit,  la  subslituli(ni  unique  qui  revient 
aux  deux  substitutions  ortlio,>5onales  que  Ton  est  obligé 
de  faire   ne  sera   pas  toujours    réelle,  puisque  l'on  doit 

remplacer  n  par -^5  . .  .  et  que  Sj.s.,,  .  .  •  peuvent  être 

négatifs;  mais  on  voit  qu'elle  sera  réelle  si  Vuiie  des 
j ormes  J  ou  g  est  une  somme  de  carrés  tous  positijs  ou 
tous  négatijs. 

La  possibilité  de  réduire  deux  formes  à  des  sommes 
de  carrés  étant  établie,  voici  comment  il  conviendra  de 
procéder  dans  la  pratique. 

On  eifec tuera  sur/ et  sur  ^' la  substitulion  (i)  sans  la 
supposer  ottliogonale,  c'est-à-dire  sans  supposer  les 
relations  (2)  el,  pour  ramener  /"et  g  à  des  sommes  de 
carrés,  on  posera,  comme  on  a  fait  plus  haut  pour/' 
seul, 

(16)  -a^j-^i.^-ij.^z^   o,       lb,j/i^yj.,:^o, 

(17)  1  ciij y,:,,  y, y  =s  A ,,,     i:  bi,  7,-.^ '/j,,  r=  B,,  ; 


(  26  ) 

en  appelant  alors /i,/!-,  ...  les  tlcmi-dcTivét's  de 

prises  par  rapport  à  yj,,,  y,;^,  .  .  .,  et  gi,  g-i,  .  .  .  celles 
de  i'f'/iij.,  7î;t,  •  •  •  )  p^r  rapport  aux  jnêmes  variables  7,.^, 
y,.^,  .  .  .,  les  foriDules  (16)  et  (17)  s'écriront 


(>8) 


/  /;  y.v  4-/.7.V  -r  .  .      H-/,7„,  =  O, 


(19)       /'V';"  7-^;^'  .  .  .  )  =  A;,,     g'i;  7,,,.  7,.,,  .  .  .  )  =  B,,. 
Des  équations  (18)  on  lire 


et,  si  l'on  désigne  par  X  cetle  suiti'  de  rapports  égaux,  on 
aura,  pour  déterminer  7i;i.,  72^,  .  •  ■ ,  y,,;^)  li-s  érpiations 

/  —  g-, >•  =  o,    /.  —  s^jÀ  =  o,      .  .  . ,    /,  —  g„l  —  o, 

(jue  l'on  peut  écrire 

[«„,  —  I0,„)j,.^ 

-F-   ('■'h3  —  >.  ^,,2  '  7:';..  -I-      .      —    I  '^«„  —  )>  ''-'.v,,;  7,,;,.  =  O. 

Pour  les  résoudre,  on  formera  l'écjualion  en  À 

I  «Il  —  Xi,,      /7|j  —  lb,j      ...      <■/,, —  ).i,„ 


"m  —  ^.  bn\      "1,1  —  A  l',n 


"„„  —  /  i>„ 


(■-7  ) 

Celle  équalion  a  n  racines  Âi,  /j,  .  .  . ,  À.^^,  ....  },„.  Ces 
racines  portées  dans  les  équations  (20)  feront  connailre 
les  rapports  des  quantités  yi^,  y, ai  ...  à  lune  d'elles:  on 
achèvera  de  les  déterminer,  si  l'on  vent, en  se  donnant  Aj, 
As,  •  •  •  1  A„. 

Chaque  racine  de  l'équation  en  À  faisant  connaître  un 
i^roupe  des  quantités  y^.^.  yj,,,  .  .  .,  le  problème  sera  ré- 
solu. 

Si  l'on  multiplie  les  écjuations  (20)  par  yj.j.,  y.vi,  .  .  . 
respectivement  el  si  on  les  ajoute,  on  trouve,  en  rempla- 
çant À  par  /..i, 

/(7.;x,  7'-.  •  •  •  )  —  \s[yv^,  7r.,  :..)  =0, 
ou 

Ainsi,  en  résumé,  fjoiir  ramener  simultanément   deux 
formes  à  des  sommes  de  carrés,  on  peut  se  donner  arhi- 
traij'ement  la  forme  réduite  de  l'une 

B,J;-hB,;i-^...+  B,J'^, 

et  l'autre  sera  alors 

B,).,j)-;  -4-  B/z-oi  4-  ...  4-  B„/„r=, 

Xi,  z^,  .  .  . ,  À„  étant  les  racines  de  V équation  obtenue  en 
égalant  h  zéro  le  déterminant  dont  les  éléments  sont 
les  coefficients  des  déri\^ées  de  f —  \g. 


(     28    ) 


SIR   LA  CO^STRICTION  DE   LA   TANGE!ÏTE  A   LA   COIRBE 

p^^L^a}^  fh„)  u  ^{r^)  i)ÉS!(j\An  des  foxc- 

TIO^S  RATIONNELLES  DiiS  LIGNES  TRIGOXOllÉTRIQLES 
DE  L'ANGLE  (o,  DE  SES  MULTIPLES  011  DE  SES  PARTIES 
ALIQUOTES  ; 

Par    m.   g.   FOURET, 
Répétiteur  à  l'Écolo  Polytechnique. 


1.  La  seule  hypotlièse  ([ue  nous  feious  loul  (.l'aLoid 
sur  la  iialuie  des  ronclions  /"(o))  et  ^['f'»)-,  (jui  figurent 
dans  l'é([tiatif)n 


sera  de  supposer  que  l'angle  w  n'y  entre  que  par  ses  lignes 
uigonoinétricjues  et  par  celles  de  ses  multiples,  sous- 
niulliples  ou  parties  alicjuoîes  quclcon(|ues.  ISous  allons, 
dans  celle  hypothèse,  fornuu-  une  expression  de  langN 
(]ui  )ie  eonlienne  que  p  et  des  fondions  li  igononiélriques 
de  w,  V  désignant  l'angle  de  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur. 

Dans  ce  but,  écrivons  ré([uation  (i)  de  la  manière  sui- 
vante : 

p[w  -^^(w]]— /(w;  =0, 

puis  prenons  les  dérivées;  nous  obtenons 

p'[w  4-«p(wj]  -I-  p[l  +çp'(w)]— /'(w)  =0, 

En  éliuiinant  0) -h  i('w)  outre  ces  deux  équaiions,  on 


(  5.9  ) 

en  dt^duit 

» 

L  —  . 

f» 

fi    ,..                      r.[  .      ^          '       ,.    \\ 

En  posant 


ei  observant  que  l'on  a 

^  =tan^'V, 

P 

on  tire  de  l'équation  (2)  la  rclaiion 

(4)  --       * 

2.  Remarque.  —  Les  relations  (2),  (3)  et  (4)  ne 
changent  pas,  lorsque  l'on  considère,  au  lieu  de  l'équa- 
tion (i),  l'équation  plus  générale 


a  H-  o  I  w 


dans  laquelle  a  désigne  une  constante  arbitraire.  L'équa- 
tion (2)  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que  l'équalion  diffé- 
lentielle  commune  à  toutes  les  coui'bes  obtenues  en  fai- 
sant varier  a.  Comme,  en  vertu  de  l'hypotlièse  faite  sur 
/(œ)  et(i}(ot)),  cette  équation  différentielle  écrite  en  coor- 
données cartésiennes  serait  algébrique,  les  courbes 
qu'elle  définit  forment  un  système,  c'est-à-dire  qu'il  y 
en  a  un  nombre  déterminé,  dans  le  plan,  qui  passentpar 
un  point  quelconque,  et  uiî  nombre  déterminé  qui  sont 
tangentes  à  une  droite  quelconque  [  Mémoire  sur  les  sys- 
tèmes généraux  de  courhes  planes  (  Bulletin  de  la  So- 
ciété mathématique  de  France,  t.  II,  p.  72-83)]. 


;  3o  ) 

3.  L'cxpiession  (4  j  an  tangV  fournil  la  conslruclioii 
siiivaiHedo  la  taiigcutc  m  un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  (i). 

Sur  le  rayon  vccteurOM,  et  àpailirdu  pôle  O,  portons 
une  longueur  OP  ==  h  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe 
de/i.  Au  point  P  élevons  uiîe  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur, et  j)renons  sur  cette  pt-rpendicidaire  une  longueur 
PI=/,-,  dans  le  sens  des  o)  croissants  si  k  est  positif,  et 
dans  le  sens  contraire  s'il  est  négatif.  Le  point  I  est  un 
point  de  la  tangente  cherchée,  qu'on  obtient  par  suite  en 
joignant  le  point  M  au  point  I. 

i)ans  les  cas  où  h;s  expressions  de  Ji  et  de  A  se  ])iète- 
ront  à  une  construction  suflisaniment  simple  du  pointi, 
on  aura  une  construction  de  la  tangente.  jNous  en  don- 
nerons plus  loin  des  exemples. 

4.  Supposons  niaintenantquey(v)  et  o(o))  soient  des 
fonctions  rationnelles  des  lignes  trigonométriques  de 
l'angle  oi,  de  ses  multiples  ou  parties  aliquoles  quel- 
conques. On  sait  cjue  toutes  ces  lignes  trigonoméiriques 
peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  du  sinus  et 

du  cosinus  d'un   même  sous-raullinle  de  o)  :  soit  -   le 

*  n 

plus  grand  des  sous-multiples   de  oi  jouissant  de  cette 

.   .     ,        g^  .0)  M 

proiinele.  Comme  sin  -  et  cos-  n(!  prennent  que  ii  va- 

leurs  distinctes  lorsqu'on  remplace  w  par  O)  H- 2  iTî,  i  dé- 
signant un  nombre  entier  quelconque,  il  en  sera  de  même 
de  f{'^^)i  de  '■•j'(w),  et  par  suite  aussi  de  f  {'j^)  et 
de  (f'(w). 

Il  résulte  de  là,  en  vertu  des  expressions  (3)  de  h  et 
de  A,  que,  pour  chaque  rayon  vecteur,  on  construira,  à 
l'aide  des  relations  (3),  n  points  I;  et  la  tangente  à  la 
courbe,  en  l'un  quelconque  de  ses  points  situés  sur  le 
rayon  vecteur  considéré,  ira  passer  par  l'un  de  ces  poiutsi. 


J 


oï 


5.  Le  rayon  vecteur  auquel  correspondent  les  n 
points  I  dont  il  vient  d'être  question  est  envisagé  avec 
le  sens  qui  lui  est  assigné  par  la  valeur  de  oi.  Comme 
il  V  a  de  même  n  poinls  I  pour  le  rayon  vecteur  de 
sens  directement  coiilraiie  au  précédent,  on  a  généra- 
lement en  tout  2 /i  poinls  I  pour  chaque  droite  issue  du 
point  O.  Ce  nombre  se  réduiia  tonlelbis  à  ji  lorsque, 
pour  deux  valeurs  de  oo  difléiant  d'un  multiple  impair 
de  t:  convenablement  choisi, /(w)  prendra  des  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  o(w)  des  valeurs  égales  et 
de  même  signe.  Dans  ce  cas,  en  eifet,  h  et  A  changeront 
de  signe  lorsqu'on  échangeia  entre  elles  ces  deux  va- 
leurs de  w,  et, par  suite,  la  coiistruction  indiquée  plus 
haut  (3)  doîinera,  pour  ces  deux  valeurs,  le  même 
point  I. 

6.  Il  est  facile  de  former  l'équation  du  lieu  des 
poinls  I.  Désignons  par  p^  et  Wi  les  coordonnées  polaires 
d'un  quelconque  de  ces  points  correspondant  à  une  droite 
inclinée  d'un  angle  w  sur  l'axe  polaire.  On  a  évidem- 
ment, eu  égard  aux  relations  (3), 

/,■  /fw] 

i,  =  w  -f-  arctani:  -  =  a  -h  arciang    ,        ? 


(  p.  =  \//'' 


s//n"i-i-/'^(": 


1   -f-  Ç   I  ( 


Si  l'on  rapporte  ce  même  lieu  à  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires composé  de  l'axe  polaire  Ox  et  de  la  pei- 
pendiculaire  0}  à  cette  droite  menée  par  le  pôle,  on  a, 
pour  les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  I  quelconque, 

X  =  /i  cesw  —  k  siii  w, 
j  =  /i  sinw  -i-  />  cosw, 

ou  bien,  en  remplaçant/?,  et  A  par  leurs  valeurs  (3)  en 


(  3^ 

foMclioii  '1<'  W, 


/             /'  '  w  )  a >s c»  —  /'  o>    si n  &> 
.    j;  — -  • . 

y  '  (  &j  ^  si  n  oj  -i-  /^(  6)  )  cns  w 

7=  -       ■ 


I  -I-  çp  (w) 

Ces  formules  nous  serviront  plus  loin. 

Al'PLICATIOSS. 

7.   Spirale  hyp.erholigue.  —  Parmi  les  équalioiis  qui 

renirenl  clans   le  type  de  Téqualion  (i),  la  plus  simple 

est 

û 

0)  —  a 

fjui  défini  1,   (!omme  ou    sait,  la  courLe    appelée  spirale 
hyperbolique. 

Les  formules  (3)  donnent,  dans  ce  cas, 

h  rr  o,      f,  ^=i  a. 

On  voit  par  là  que  les  tangentes,  aux  divers  points  de 
la  spirale  correspondant  aux  angles  polaires  compris 
dans  la  formule  2i~  +  o),  concourent  en  un  point  I,  qui 
s'obiienl  en  élevant  en  O  à  la  direction  commune  du 
rayon  vecteur  une  perpendiculaire,  et  portant  un  segment 
égal  à  a  sur  la  portion  de  cette  perpendiculaire  inclinée 

de  -  sur  la  partie  positive  du  rayon  vecteur.  On  retrouve 

ainsi  la  propriété  caractéristique  de  cette  courbe,  consis- 
tant en  ce  que  sa  sous-tau i^ente  est  constante. 

Quant  aux  points  de  la  spirale  correspondant  aux 
angles  [ii-\-  1)7:  -\-  o),  dont  les  rayons  vecteurs  sont  si- 
tués sur  la  même  droite  que  les  rayons  vecteurs  corres- 
pondant à   217: -f-w,  les  tangentes   on   ces   points  con- 


(  y-^  ) 

courent  également  en  un  même  point  ;  mais  ce  point  est 
distinct  du  pointi  :  il  lui  est  diamétralement  opposé  par 
rapport  au  pôle. 

8.  Courbe  d^ ombre  de  la  surface  de  vis  àjilet  carré, 
éclairée  par  des  rayons  Unnineux  converî^ents. 

Cherchons  tout  d'abord  l'équation  polaire  de  la  pro- 
jection de  cette  courbe  d'ombi  e  sur  un  plan  periiendicu- 
laire  à  l'axe  de  la  surface  de  vis  et  passant  par  le  point 
lumineux  A.  Nous  considérerons  ce  plan  comme  plan 
horizontal  de  projection.  Prenons  pour  pôle  le  pied  O  de 
l'axedela  surface  de  vis  et  pour  axe  polaire  la  droite  OA. 
Posons  OA  =  a,  et  désignons  par  a  Pangle  que  fait 
avec  OA  la  génératrice  de  la  surface  de  vis  située  dans  le 
plan  horizontal.  En  appelant  H  le  pas  de  la  surface  de 
vis,  et /7  le  paramètre  de  distribution  commun  à  toutes  les 

...                                            .                ti 
génératrices,  on  a,  comme  on  sait,  p  = 

Cela  posé,  considérons  une  génératrice  quelconque  G 
dont  laprojection  horizontale  O^  fait  avec  Oo:  l'angle  &), 
et  évaluons  le  rayon  vecteur  Om  =  p,  m  étant  la  pro- 
jection horizontale  du  point  Mde  la  courbe  d'ombresitué 
sur  G.  Le  point  M  n'est  autre  chose  que  le  point  de  la  gé- 
nératrice G,  en  lequel  le  plan  passantpar  cette  droiteet  le 
point  lumineux  A  est  tangent  à  la  surface.  En  désignant 
par  ip  l'angle  de  ce  plan  avec  le  plan  projetant  horizonta- 
lement la  génératrice  G,  lequel  n'est  autre  que  le  plan 
central  de  cette  génératrice,  et  en  remarquant  que  le 
point  central  est  situé  sur  l'axe,  on  a  la  relation  bien 
connue  ^     , 

(7 )  ?  ^^^ P  t<*f'g?« 

Evaluons  laugo:  pour  cela,  soient  /  la  distance  du  point 
A  à  Og  et  d  la  hauteur  de  G  au-dessus  du  plan  horizon- 
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lal  do  projection.  On  a  évidemment 

/ 

Mais  on  a  aussi,  d'antre  patt. 

H 

/  =  «  SI  n  W .        (7  rm  w  —  a    . 

2.TZ' 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  et  substituant  à  /? 
clà  laiigcpleur  valeur  dans  la  relation   [y),  on  obtient 

(8) 

équation  polairede  la  projection  horizontale  delà  courbe 
d'ombre. 

9.  Celte  équation,  qui  rentre  dans  le  type  de  l'équa- 
tion (i),  vanous  pern>ettredeconstriiire£;éojnélriquement 
la  tangente  à  la  projection  borizonlale  de  la  courbe 
d'ombre  de  la  surface  de  vis.  Les  formules  (3),  appliquées 
à  l'équation  (S),  donnent 

/i  =r  rt  coS(.),      A  =1  a  sinw. 

Par  suite,  on  obtient  0P= //  (3),  en  abaissant  du 
point  A  une  perpendiculaire  sui-  le  ravon  vecteur  O///, 
et  on  a  le  point  I  en  prolongeant  AP  (l'une  longueur 
égale  PI.  On  a  bien,  eu  olîet,  PI  ^=i  AP--  a  siu'-j  =:  h.  Il 
résulte  de  là  que,  pour  avoir  la  tangente  en  un  point 
queIcon([ue  m  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
d'ombre,  il  suffit  de  joludrcî  ce  poin.t  au  point  I.  svmé- 
tri(|ue  de  A  par  rapport  à  0/n. 

On  retrouve  ainsi  tiès  simplement,  comme  on  le  voit, 
une  construction  déjà  connue,  que  M.  de  la  Gournerie 
obtient,    dans    son    Traite   tic    (W-oviètrie    descriptive 


(  35  ) 
^111'"  Punie,  p,  148)5  ^lî  se  servant  du  paiaboloïde  oscu- 
lalcur  de  la  surface  de  vis  (M. 

îO.  La  longueur  01  est  évidemment  constante  et  égale 
à  OA  :  d'où  il  résulte  que  le  lieu  du  point  1  est  le  cercle 
déciit  du  point  O  comme  centre  avec  OA  pour  rayon. 
C'est  ce  qu'indique  aussi  tout  naturellement  la  seconde 
des  formules  (5),  appliquée  à  l'équation  (8). 

La  consti'uction  du  point  I  montre  que  ce  point  est  le 
même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  situés  sur  une 
même  droite  Oni.  On  arrive  à  la  même  conclusion  en 
remarquant,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus 
(4),  que  y(rj))  =  rt  sino)  ne  vaiie  pas  quand  on 
change  co  en  27:  -j-  oj,et  cbangiî  de  signe  en  conservant  la 
même  valeur  absolue,  quand  on  remplace  w  par  '.  H-  00, 
g(o!))  =:=  ^ —  X  étant  une  constante. 

Remarque .  —  Dans  le  cas  où  «est  nui,  c'est-à-direoù 

le  point  lumineux  est  sur  la  surface  de  vis,  l'érjuation  (8'i 

se  réduit  à 

«  si  n  t.) 

Elle  est  vérifiée,  quel  que  soit  p,  pour  '>•>  =^  o,  ce  qui 
signifie  que  l'axe  polaiie  lait  partie  de  la  courbe.  En 
d'autres  termes,  dans  l'espace,  la  génératrice  qui  con- 
tient le  point  lumineux  fait  partie  de  la  ligne  d'ombre 
propre  :  c'est  d'ailleurs  évident  géométriquement. 

LJ .  Courbe  dont  la  discussion  a  fait  le  sujet  de  la 
composition  de  Mathématiques  pour  l'admissibilité  à 
r Ecole  Polytechnique  en  1879.  —  Cette  courbe  a  pour 


(*)  Nous  sommes  également  airivp,  par  une  autre  voie,  aux  résultats 
précédents,  dans  un  Mémoire  Sur  les  fcihieniix  punctiirls  [niilletin  de 
la  Sociétc  mnthemntiqxir,  t.  VII,  p.  ■'n,'-!). 


(  ^^^>  ) 

éqtialioli  en  cooi'iloniiées  polaires 


2w  —  3  COS( 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


1 

—  smo) 

2 


3 

C.J COS  0> 

2 


luette  écjualion  n  est  ([u'un  cas  particulier   de  la    sui- 
vante, 

a  sinw 


lo 


w  —  a  —  m  COS  6) 


tlans  laquelle  «,  a  et  ni  désignent  des  constantes  arbi- 
traires. Nous  allons  construire  la  tangente  de  la  courbe 
qu'elle  définit. 

L'équation  (lo)  rentre  dans  le  type  de  l'équation  (i): 
il  n'y  a  qu'à  faire  dans  cette  dernière 

y  0)    =:  .'/  sin  w,      î;  w  j  =  —  y.  —  m  cosf.), 

et  par  suite 

y  '  o)    r=  a  COS  w,      'J  [  w    =  m  si  n  on 

On  en  conclut 

,     .  a  ces  6>  a  sin  w 

(il  !'=■ ■■ »      '«  = -■ ' 

I  -f-  ///  sm  w  \  -X-  m  sin  oj 

d  où 

/ 

y  =  tarn;w. 

Or,  -j  n'est  autre  cliosequela  tangen le  de  1  angle  formé 
par  01  a\ec  le  ravou  vecteur  OM.  Il  résulte  de  là  que  le 
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poinl  I  cherché   est  situé  sur  la  droile  symétrique   de 
Taxe  polaire  par   rapport    au   rayon   vecteur. 


12.   D'autre  part,  on  a 
PI 


01 


sinPOl 


sin  0) 


Décrivons  du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  rt,  une  circonférence  qui  coupe  en  A  la  partie  po- 
sitive de  l'axe  polaire  et  en  N  le  prolongement  de  01. 

Des  égalités  (12)  on  tire 

(i3)  Ol  +  wOIsinw -ON, 

ou  bien,  à  cause  de  01  sino)  =  IP, 

(14  )  /«ip  =  ON  —  oi=:irs. 

Sur  le  prolongement  de  IP,  prenons  un  point  S  tel  que 

IS 

—  =///;  traçons  la  droile  A^,  qui  est  évidemment  per- 
pendiculaire sur  le  lavon  vecteur  OM  en  un  certain 
point  V,  et  prolongeons  OS  jusqu'à  sa  rencontre  en  R 
avec  AN.  Les  droites  ON,  OV,  OR  inlerceptenl  sur  les 
deux  parallèles  IS  et  iSR  des  segments  piopoi  lionnels, 
de  sorte  (jue  1  on  a 

]NR        I.S  _ 
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A  laide  dj'  celle  relation,   on    construiia  imniédiale- 
nieiit  le  point  Pi,  cl  1  on  aura,  j)ar  suite,  la  droite  OS. 
Des  égalités  (i3)  el(i4)  on  conclut,  d'autie  part, 

IS  =  IN, 

par  suite 

/'N       y^.       /x 
INS  =:  ISIN  =  SNR. 

Il  suit  do  là  que  JNS  est  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  ONA.  On  aura  donc  le  point  S  en  prenant  l'in- 
tersection de  cette  bissectrice  avec  la  droite  OR,  et  le 
point  I  en  abaissant  du  point  S  une  perpendiculaire  sur 
le  rayon  vecteur  et  prolongeant  cette  perpendiculaii  e 
jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  la  droite  ON. 

13.  Considérons  les  points  situés  sur  un  même  rayon 
vecteur  qui  correspondent  aux  divers  angles  compris 
dans  la  formule  2.17: -j-'»^  i  désignant  un  entier  quel- 
conque. Les  valeurs  de  h  et  de  A  données  par  les  rela- 
tions (11)  sont  les  mêmes  j^our  tous  ces  points.  On 
en  conclut  qut;  les  tangenies  à  la  courbe  aux  divers 
points  d  un  même  rayon  vecleur  qui  correspondent  aux 
angles  compris  dans  la  formule  2/7:  -f-  w  concourent  en 
un  menu;  point  I,  construit  comme  nous  l'avons  vu  plus 
haut  (il  et  12). 

Si  l'on  considèremaintenanlles  points  dumème  rayon 
vecteur  qui  correspondent  aux  angles  compris  dans  la 
formule  (  2i -h  i  j 7: -f- «, /désignant  toujours  un  entier 
(juelconque,  les  tangentes  en  ces  nouveaux  points  sont 
aussi  concourantes,  mais  ce  i)oint  de  concours  J  est  dis- 
tinct du  point  I  détermiiu^  plus  haut  :  pour  qu'il  en  fût 
autrement,  il  faudrait  en  effet  qu'eu  lemplaçant  m  par 
(  ■?.i  4-  i)  -  H-  M  dans  les  forniules  (1  i  ),  les  valeurs  de  h  et 
de  A  ne  fissent  cpie  changer  de  signe,  ce  qui  n'a  pas 
lieu. 
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14.  Nous  allons  obtenir  le  point  J  par  une  construc- 
tion analogue  à  celle  nui  nous  a  donné  le  poinJ  1.  On 
voit  d'abord  ininiédiatenient  que  bî  point  J  e%t  situé  sui' 
la  droite  01.  En  effet,  en  appliquant  ce  (jue  Jious  avons 
déjà  dit  plus  haut  pour  le  point  I,  on  sait  que  la  droite  OJ 
fait  avec  Ox  un  angle  double  de  l'angle  formé  par  le 
rayon  vecteur  correspondant  avec  le  même  axe,  c'est-à- 
dire  un  angle  égal  à  27:-r-  2'j>>  5  il  en  résulte  que  la  droite 
OJ  coïncide  avec  01,  puisque  01  est  inclinée  sur  l'axe 
polaire  de  l'angle  aw. 

La  position  du  point  J  sur  la  droite  01  est  déterminée 
par  la  relation  (i3),  dans  laquelle  il  n'y  a  qu'à  rem- 
placer 0)  par  7:  -f-  6),  ce  qui  donne 

(i5)  OJ  — /.vOJsinw  =^-0N. 

Cette  relation  nous  montre  que  le  point  J  est  situé  au 
delà  de  IN  par  rapport  à  O.  Du  point  J,  supposé  connu, 
abaissons  JQ  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  OM, 
et  prolongeons  cette  dernière  droite  jusqu'à  son  pointde 
rencontre  T  avec  OS  prolongée.  On  a 

OJ  sinw  =  JQ, 

et  l'on  peut  écrire,  pai'  suite,  la  relation  (i  j) 

///JQ  — J.\. 

D'autre  part,  on  a  évidemment 

JT        IS 
JQ=ÏP  =  '"' 
d'où 

JT-^/«JQ, 
et  par  suite 

JT  =  JN. 

Le  triangle  JiNT  étant  isoscèle,  on  en  conclut 

JNf--:rJTNr:^TNR, 
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ce  qui  indiqiie  que  PsT  est  la  bissectrice  de  l'angle  AINJ. 
De  là  résulte  la  détermination  du  point  T,  et  par  suite 
celle  du  point  J. 

\o.  En  lésunié,  voici  la  construction  des  deux  points  I 
et  J  aux(jnels  aboutissentrespectivementlestangentesaux 
divers  points  de  la  courbe  (lo)  situés  sur  un  même 
rayon    vecteur  et    correspondant    aux    angles    polaires 

2  î ~  +  w  et  (  2  i'  -h  I )  ~  -!-  'j»  : 

Du  pô/f^  comme  centre  on  décrit  un  cercle  d  un 
T'oyon  égal  à  a  :  K  étant  le  point  d'intersection  de  ce 
cercle  avec  la  partie  positive  de  l'axe  polaire,  on  prend 
le  point  ]N  sj  métrique  de  A  par  rapport  au  rayon  vec- 
teur OM  que  Von  considère.  \  étant  le  point  d' intersec- 
tion de  O.M  et  de  AN,  on  porte  sur  jNA,   à  partir  du 

point  N,  ////  sesment  ISR  tel  nue  =  m.  On  trace  les 

r  ■>  r,  '         INV 

bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  V angle  OjN  A,  qui 
rencontrent  OR  respectivement  aux  points  S  etT.  Des 
points  S  ef  T  on  abaisse  SP  et  TQ  perpendiculaires 
5«rOM  :  ces  perpendiculaires  prolon  gées  vont  couper  ON 
aux.  points  \  et  S  cherchés. 

\Qt.  Les  points  I  et  J  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  O  et  JN.  Cela  résulte  de  ce  que, 
en  vertu  d'une  propriété  bien  coiinue  des  bissectrices 
d'un  angle  d'un  triangle,  S  et  T  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  à  O  et  à  R,  cl  de  ce  que  les  droites  ST, 
RIN  et  TJ  sont  parallèles. 

La  partie  de  la  droite  ON  prolongée  au  delà  du  point  O 
contient  deux  points  analogues  à  I  et  à  J,  qui  corres- 
pondent respectivement  aux  angles  compris  dans  les  for- 


mules 'iir.  H-  -   H-  ',)  et  (u'-h  i)~ 


La    courbe 
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lieu  des  points  I  et  J  a  donc  quatre  points  sur  une  droite 
quelconque  passant  par  le  point  O.  Les  égalités  (i3)  et 
(i5)  indiquent  d'ailleurs  que  les  points  I  et  J  ne  se  con- 
fondent jamais  avec  le  point  O-  Le  lieu  des  points  I  et  J 
est,  par  suite,  du  quatrième  ordre. 

L'applicaiion  des  formules  (5)  ou  (6)  fournit  immé- 
diatement l'équation  polaire  de  ce  lieu,  qui  est 


m  sm—  w 


Si  Ton  considère  les  deux  valeurs  pi  etp^,  données  par 
cette  équation  pour  deux  valeurs  de  «  différant  de  27:, 
on  vérifie  aisément  la  relation 

I  1    2 

pi        pj        " 

On  retrouve  ainsi  la  proportion  harmonique  qui  lie  les 
quatre  points  O,  ^,  I  et  J. 

17.    En   appliquant   les  résultais    que    nous    venons 

d'exposer  (  il  à  16)  au  cas  particulier  de  a  r=:  -   vi  i=  -i 

on  obtient  la  construction  de  la  tangente  à  la  courbe 
qui  a  été  donnée,  comme  sujet  de  composition,  pour 
l'admissibilité  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1879. 

En  faisant  ///  =  o,  on  retombe  sur  le  cas  de  la  projec- 
tion de  la  courbe  d'ombre  de  la  surface  de  vis  à  lilet 
carré,  que  nous  avons  traité  directement  (8  à  40),  et, 
en  appliquant  à  ce  cas  particulier  la  construction  de 
la  tangente  à  la  courbe  (10),  on  vérifie  facilement  que 
les  points  I  et  J  se  confotjdcnt  dans  ce  cas  tous  les  deux 
avec  le  point  ]N'. 
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18.  On  peut  géiii-raliser  la  coiisuiiclion  déciile  plus 
liant  (  lo)  di;  façon  à  la  rendre  applicable  aux  courbes 
déllnios  pai-  une  équalion  de  la  foirne 


P  = 


w  —  a  —  m  cos  n  w 


//  désignant  un  nombre  quelconque. 

Nous  n'insisleions  pas  sur  celte  construelion. 

On  peut  aussi  construire,  par  un  procédé  analogue,  la 


tangente  à  la  courbe 


ou,  plus  généialenicnt, 

a 

oj  - —  a  —  /n  cos  /t  w 

/idésignanlloujours  unnonibrequeleonfjue.  Les  exemples 
que  nous  avons  traités  suffisent  pour  metlrele  lecteur  sur 
la  voie  de  la  méibode  à  suivre. 


SUR  LA  MACHINE  PXEIIMATIQIE -, 

Par   m.   Eugène  ROUCHÉ. 


11  s  agit  de  calculer  la  loi  de  décroissemenl  de  la  torce 
élastique  de  l'air  contenu  dans  le  récipient  d'une  machine 
pneumatique,  en  tenant  compte  de  l'espace  nuisible. 

Soient 

V  le  volume  du  récipient  el  des  conduits; 

t'  celui  du  corps  de  pompe  (juand  le  piston  est  au  h.iul  de 

sa  course  ; 
//  le  volume  de  l'espace  nnislhle; 
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H  la  pression  atmospliérique  : 
Ho  la  pression  initiale  dans  le  ri'cipient  : 
H/,  en  général,  la  pression  après  le  A'*^""^'  coup  de  piston. 

Quand  le  pislon  est  au  bas  de  sa  course,  après  le 
(A"  —  lyèine  (.Q^p^  l'ail-  occupe  à  la  fois  le  volume  \'  sous 
la  pression  H/,_i  et  le  volume  u  sovis  la  pression  H  5  lorscpie 
le  pislon  est  soulevé,  le  mélange  de  ces  deux  masses  d'air 
occupe  le  volume  ^  H-  i-  sous  la  pression  H^-,  la  loi  du 
mélaniredcs  £;a2  donne  donc  la  formule 


'o 


(i)  (V +r^H/,=--=  VH^._,-T- «H. 

Celte  relation  n'est  pas  simple,  et  c'est  ce  qui  expli(jue 
le  calcul  assez  lourd  et  peu  accessible  aux  commençants  au 
moyen  duquel  on  en  déduit  l'expression  générale  de  H„. 

INlais,  si  l'on  pose 

(2)  H,-"h  =  h„ 

la  relation  (i)  prend  la  l'orme  expressive 

(3)  e^  =  — — -   £;_,  . 


On  voit  que  1  on  obtient  chaque  quantité  £  de  la  précé- 

V 

dente  en  la  multipliant  par •>  et,   par   suite,    qu'en 

V  -t-  ('  ^ 

faisant  successivement  A  :=  i,  2,  .  .  .  ,  «,  on  a 


(4) 

C'est  la  fornjule  connue 


V      \" 


H„  _  -  H  =  (  —^     ]    (  H„  -  -  H 


Ajoulons  qu'il  est  logique  de  substituer  les  quantités  -i 
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aux  quaniiiés  H/,.  En  eflet,  dès  qu'on  a  expliqué  le  jeu  de 
ia  machine,  on  montre  liabituellement,  par  un  jaison- 
nement  fort  simple,  que  la  force  élasli(jue  de  l'air  du  réci- 
pient ne  saurait,  à  cause  de  l'espace  nuisible,   devenir 

inférieure  à  -  H,  et  le  calcul  de  H„.  (fue  l'on  fait  après, 

i' 

est  surtout  destiné  à  prouver  que  cette  force  élastique 

limite  -  H  exigerait,  pour  être  atteinte,  un  nombre  infini 

de  coups  de  piston.  Quoi  de  plus  naturel  alors  que  de 
chercher,  au  lieu  de  H„,  son  excès  sur  la  pression  limite, 
et  par  suite  de  substituer  à  la  relation  (i)  entre  deux 
forces  élastiques  consécutives  H/,_i  et  H^  la  relation  (2) 
entre  deux  excès  consécutifs  £/_i  et  e^?  Ce  choix,  ainsi 
indiqué,  est  justifié  après  coup  par  la  simplicité  de  la 
relation  (3),  qui  est  aisée  à  retenir  et  qui  conduit  à  un 
calcul  déjà  fait,  puisque  le  rapport  de  deux  excès  consé- 
cutifs a  la  même  valeur  que  le  rapport  de  deux  pressions 
consécutives  dans  le  cas  déjà  considéré,  où  l'on  fait  abs- 
traction de  l'espace  nuisible. 

Des  observations  analogues  s'appliquent  au  calcul  rela- 
tif à  la  machine  de  compression. 


REMUOIE  SliR  m   PROBLÈME  D'WALISE  COMBIXVTOÎRE; 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE, 
Élève  en  Mathomaliqiies  spéciales  au  Lycée  Fonlaiies. 


Lorsqu'on  se  propose  de  trouver  le  nombre  N„,  des 
points  d'intersection  des  diagonales  dun  polygone  coii- 
\exe  de  ni  côtés,  intérieurs  à  ce  polygone,  on  cherche  à 
lier  ce  nondire  à  celui  (|ui  lui  correspond  N,„_,  pour  un 
polygone  de  /;/  —  1  eôtes. 
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Si  lOii  clierclie  le  rapport   ,   '"  ^  on  sait  que  l'on  liouve 

-^— ^  =  ^ -f,  d'où  I  oa   déduit  facilement   la  formule 

N,„_,        m  —  4 

connue  ]N,„=  C,*,. 

Mais  il  est  plus  facile  de  trouver  ladifférencoy,,, — ^,„_i 


que  le  quotient -^'    :  on  obtient  alors 


> 


N„— N, 


-:-  3  m  —  5   -;- . . 


Je  me  propose  de  faire  voir  comment,  à  laide  de  ce 
résultat,  on  peut  très  facilement  arriver  à  la  formule 
obtenue  par  la  première  méthode. 

La  différence  peut  s  écrire 


N,„  -  N,„_,  = 


I  H-2  +  3-4-...-^    ni  —  4 
1   -.-  7.  -~  3   -^  .  .  .  -r-     ni  —  4 


-3) 


ou 


IV™-,  = 


3 


3;  ', 


4: 


I  .2 

4 

3 

3.? 

■2 

T 

I 

2 

I  .  7. 

1 

2 

Cette  différence  est  donc  égale  à  la  somme  des  m  — '^ 
premiers  nombres  fii;urés  du  deuxième  ordre  du  triangle 
arithmétique  de  Pascal^  elle  est.  par  suite,  égale  au 
ifji  —  3jitme  ,, ombre  figuré  du  troisième  ordre  de  ce 
triangle.  Ainsi, 

m  —  ï  )  (  "'  —  2  ]  (  /«  —  3  ) 


JNm Nm^i  = 


I  .  9.  .  3 


:») 
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Ni«-i=  Cm 


Or,  pour  m  =  4,  nous  avons  le  (jiiadrilalère,  dans  lequel 
les  diagonales  ne  donnent  qu'un  point  d'iuierseclion  : 
done 

Il  nie  suffit  niainlenant  de  faire  voir  que,  si  la  formule 
est  vrai(;  pour  un  polygone  de  ut  —  i  côtés,  elle  est 
eneore  vraie  pour  un  polygone  de  m  côtés,  c'est-à-dire 
(|u'en  supposant  jN,»_i  =  C,^^  j  j'ai  ^m=  C,^,  ce  qui  a 
lien  en  effet,  car,  d"a])rès  la  foruuile  (i),  j'ai 

Je  retrouve  donc  bien  ainsi  la  formule  qu'avait  donnée 
1  autre  méthode. 
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PRÉFACE. 

Après  quinze  années  de  professoral,  pendant  lesquelles  je  me 
suis  elVorcé  sans  cesse  d'améliorer  et  de  compléter  mon  enseigne- 
ment, je  me  décide  à  publier  ce  Livre. 

Il  contient  les  Leçons  que  j  ai  laites  à  l'École  Polytechnique  pen- 
dant l'hiver  1878-1H79. 

Ln  les  reproduisant  pour  ainsi  dire  sans  modification,  jai  l'espoir 
de  leur  laisser  une  torme  plus  vivante  que  si  j'avais  recherché  une 
rédaction  concise. 
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On  sait  que  les  élines  admis  à  TÉrole  Polytechnique  sont  déjà 
familiarisés  avec  les  Éléments  de  la  Géométrie  descripiive.  Il  est 
d(inc  nécessaire  de  posséder  ces  Éléments  en  commençant  la  lecture 
de  cet  Ouvrai!;e,  de  même  que.  pour  la  suite,  il  faut  se  reporter  aux 
notions  que  les  élèves  acquièrent  dans  le  Cours  d'Analyse. 

Cet  Ouvrage  est  divisé  en  deux  Parties. 

La  preuiière  contient  l'étude  des  diiïérents  mtides  employés  pour 
la  représentation  des  cor[)S.  Ceux-ci  sont  supposés  terminés  par  les 
surfaces  les  plus  simples,  cest-à-dire  les  surfaces  planes,  cylin- 
driques, coniques,  sphériques  ou  les  surfaces  du  second  ordre. 

Après  une  Leçon  sur  les  ombres  et  une  autre  sur  les  projections 
cotées,  commence  l'étude  des  diflérentes  perspectives. 

J'ai  conservé  sans  aucun  changement  le  trait  de  perxpevti^'c  que 
M.  delà  Gournerie,  auquel  j'ai  eu  l'honneur  de  succéfler  à  l'École, 
avait  adopté  pour  la  perspective  conique  et  qu'il  a  exposé  dans  son 
excellent  Traité  de  perspective iinêaiic  ('). 

Pour  profiter  de  cette  première  Partie  du  Cours,  une  simple 
lecture  ne  saurait  suffire  :  il  est  indispensable  d'y  joindre  le  tracé 
de  nombreuses  épures. 

Les  surfaces  que  l'on  rencontre  le  plus  fréquemment  dans  la  pra- 
tique, telles  que  les  surfaces  réglées,  les  surfaces  de  révolution  et 
les  surfaces  hélicoïdales,  sont  traitées  dans  la  deuxième  Partie. 

C'est  aussi danscette deuxième  Partie  que  se  trouvent  leséléinenls 
de  la  Géométrie  cinématique,  exposés  didactiquement  pour  la  pre- 
mière fois. 

Voici  comment  j'ai  été  amené  à  entrer  dans  cette  voie  nouvelle. 

En  i8(3; ,  le  Conseil  de  perfectionnement  de  l'École  Poly- 
technique, sur  la  proposition  éclairée  et  libérale  du  général  F.ivé. 
qui  commandait  alors  l'École,  accorda  aux  professeurs  la  faculté  de 
modifier  leur  enseignement. 

Profitant  de  cette  latitude,  j'ai  commencé,  dès  celte  époque,  à 
faire  usage  de  plusieurs  propriétés  relatives  aux  déplacements  des 
figures;  j'en  ai  successivement  ajouté  d'autres. 

Ce  sont  des  propriétés  de  cette  nature  que  j'ai  groupées  dans  mon 
Cours  sous  le  nom  de  Géométrie  cinéiua'.ifjue. 
_.  Dans  des  iMémoires  divers  et  de  nombreuses  Notes,  présentés  à 
r.-\cadémie  des  Sciences,  j'avais  préparé,  depuis  longtemps,  les  ma- 
tériaux de  cette  branche  [larticidière  de  la  Géométrie.  La  plupart 
de  ces  travaux  sont  coordonnés  dans  cet  Ouvrage;  ainsi  réunis  ils 
forment,  à  proprement  parler,  un  corps  de  doctrine. 

Tandis  que  la  Ciiicmati(jiie  a  pour  objet  l'étude  du  mouvement 
indépendamment  des  forces,  la  Géométrie  cinématique  a  i)0ur 
objet  l'élude  du  mouvement  indé[iendamment  des  forces  et  du 
temps. 

Il  s'agit  bien  là  du  déplacement  des  figures  et  non  du  mouve- 
ment tel  qu'il  est  considéré  en  Mécanique,  car  à  ce  dernier  point  de 

'  (' )  Je  saisis  celte  occasion  pour  cxprimei'  publiquement  toute  ma 
gratitude  à  M.  de  la  Gournerie,  qui,  avec  la  plus  [rrande  bienveillance. 
m'a  beaucoup  aidé  au  début  de  mon  enseif;nement  eu  voulant  bien  me 
coDUMunifiucr  ses  programmes  détaillés  et  ses  notes. 
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vue  <(  ...  il  n'y  a  réellement  iwmveint'iit  que  quand,  l'idée  du  temp.- 
pendant  leque"!  a  lieu  le  déplacement  étant  jointe  à  celle  du  dépla- 
cement lui-même,  il  en  résulte  la  notion  de  vitesse  plus  ou  moins 
grande  avec  laquelle  il  s'opère...  ». 

En  em|)lovant  d'une  manière  systématique  des  propriétés  qui 
concernent  les  déplacements  des  figures,  comme  procédé  très 
simple  de  démonstration,  je  suis  arrivé  à  constituer  une  nouvelle 
méthode  géométri(]ue  au  moyen  de  laquelle  j'ai  pu  résoudre  des 
problèmesjusqu'ici  réservés  à  l'Analyse  infinitésimale. 

Ces  propriétés,  d'ailleurs  intéressantes  en  elles-mêmes,  et  qui  sont 
d'une  application  immédiate  en  iliecw^/r/^*',  m'ont  également  permis 
de  faire  une  Leçon  d'Optique  géométrique,  .lai  ainsi  cherché  à 
réunir  tout  ce  qui,  dans  les  Cours  de  Mécanique  et  de  Physique,  est 
relatif  à  la  Géométrie; car  ce  n'est  que  par  une  liaison  bien  entendue 
des  différents  Cours  de  l'École  que  l'enseignement  général  de  cette 
grande  Institution  peut  présenter  une  certaine  unité. 

Les  Applications  de  la  Géométrie  cinématique  à  la  Géométrie 
descriptive  concernent  le  raccordement  des  surfaces  réglées,  la 
théorie  de  la  courbure  des  surfaces,  l'étude  des  surfaces  de  vis  à 
lilet  triangulaire  ou  carré  et  enfin  certains  problèmes  relatifs  aux 
surfaces  réglées  générales. 

Toutes  ces  Applications,  ainsi  que  celles  dont  il  est  question  plus 
loin,  sont  le  fruit  de  mes  recherches  personnelles;  elles  sont  pré- 
sentées dans  cet  Ouvrage  sous  une  forme  appropriée  à  l'enseigne- 
ment. 

J'ai  ajouté  à  plusieurs  Leçons  des  Suppléments  qui  renferment 
quelques  développements  relatifs  à  la  théorie  des  surfaces  et 
montrent  l'utilité  des  surfaces  que  j'ai  appelées  nnrmnlies. 

Dans  d'autres  Suppléments,  j'ai  donné  diverses  Applications  de 
Géométrie  cinématique,  afin  de  faire  mieux  connaître  et  de  propa- 
ger une  méthode  féconde  qui  me  semble  digne  de  l'attention  (ïa^ 
géomètres. 

La  dernière  Leçon  est  consacrée  aux  surfaces  topographiques  et 
à  leur  emploi  pour  la  représentation  des  Tables. 

Tout  en  me  conformant  au  dernier  programme  arrêté  par  le 
Conseil  de  perfectionnement,  j'ai  donc  agrandi  ma  lâche,  et  mon 
Cours  comprend  non  seulement  VAi-t  dit  trait.,  mais  tout  \ Ensei- 
gnement géoniètriniœ  de  1  Ecoie. 

La  partie  théorique  est  ainsi  plus  développée;  mais  je  me  suis 
rappelé  ce  que  disait  l'illustre  Lamé  en  1840  dans  la  Préface  de  la 
deuxième  édition  de  son  Cours  de  Physique  :  «  Les  études  suivies  à 
l'Ecole  Polytechnique  sont  loin  d'être  uniquement  destinées  à  faire 
connaître  une  suite  de  calculs,  de  formules,  de  figures,  de  phéno- 
mènes physiques  et  chimiques.  Leur  utilité  principale  est  d'exercer 
cette  faculté  de  l'intelligence  à  laquelle  on  donne  ie  nom  de  raison- 
nement. » 
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SIR  LA  DÉTERMIMTION  mm  LIMITE  SIPÉRIEIRE  DES 
RACIXES  D  LNE  ÉQIATI0\  ET  SIR  LA  SÉPARATION  DES 
RACINES; 

Par  m.  LAGUERRE. 


I. 

1.  Etant  dounée  une  équation  du  dei^ré  m 

dans  laquelle  le  coefficient  de  x'"  est  supposé  positif, 
Newton  a  fait  connaître  une  méthode  très  élégante  pour 
déterminer  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  cette  équation  ;  elle  consiste,  comme  on  le  sait,  à 
déterminer  une  quantité  a  qui  rende  positives  toutes  les 
fonctions 

/(x),/(a;),/'>^   ...,,/">-' (a;),  /»(^]. 

L'application  de  la  méthode  de  Newton  ne  laisse  pas 
que  d'être  assez  longue  dans  la  pratique,  le  calcul  nu- 
mérique des  termes  de  la  suite 

(2)  /^a],/'^a],  ...,/"'-(«),/"■(«) 

étant  d'autant  plus  pénihle  que  la  connaissance  de  quel- 
ques-uns des  termes  de  cette  suite  ne  facilite  en  aucune 
façon  le  calcul  des  autres  termes. 

2.  En  posant 


/{a:)  =  AoJ:"'  +  A.o:"— '  +  A;x"— '  +  .  .  .  +  A,„_,x  -h- 
Ann.  de  \laihémai.,  2«  série,  t.  XIX.  (Février  i88o.)  ^ 


'm  > 


je  considérerai  la  suite  des  polynÔMies 

/„_,(x)  =  AoJ:  -^  a,, 
fm-i'\x)  ~  A„x=  —  A,.r  -4-  A;, 


(3) 


/;  (:c)  —  Ao-r"-'  +  A,.z-'"-'  -1-  ...  -1-  A„_,  , 
f[x)  =:  Ao--^  +  Aix"'  •+-...  -f-  A„_,x  H-  A„, 

dont  le  deinier  est  précisément  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée. 

Les  valeurs  que  prennent  ces  polynômes  pour  une 
valeur  donnée  de  la  variable  égale  à  a  se  calculent  aisé- 
ment par  voie  récurrente;  on  a,  en  ellet,  la  relation  bien 
connue 

fi  a)  =  a/i_,  («]  +  A„_,, 

et  les  quantités 

fm[a),  f„,^i{<i],  .  .  .,/,[n),/'a) 

se  rencontrent  delles-mêmes  quand  on  veut  obtenir  le 
résultat  de  la  substitution  de  a  dans  J~[x). 

Cela  posé,  si  un  nombre  positif  a  rend  positifs  tons 
les  polynômes  de  la  suite  (3),  ce  nombre  est  une  limite 
supérieure  des  racines  de  V équation  f[x)  =  o. 

On  a  en  efl'et,  identiquement, 

/(.r)  =  ix  —a)[fja)x"'-' 

H-/;„_,>)x"'-=^  .  .  .  -4-/ ;«)]-+-/:«), 

et  il  est  bien  clair  que,  sous  les  conditions  énoncées  ci- 
<lessus ,  le  polvnôme  y(ar)  a  une  valeur  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  a\  on  peut  même 
ajouter  que, pour  ces  valeurs, ^(x)  va  toujours  en  crois- 
sant avec  .T,  d'où  il  résulte  que  a  est  une  limite  supé- 
rieure des  lacines  de  l'équationy(.r)  =  o  et  de  l'équa- 
tion f'(  x)  =  o. 


(  ^'  ) 

3.  Pour  trouver  une  limite  supérieure  des  racines  de 
l'équation  (i),  on  essayera  donc  d'abord  la  racine  a  de 
l'équation 

_/)„_,  (x)  =:  AoJr  +  A,  =r  o, 

et  l'on  calculera  de  proche  en  proche  les  diverses  expres- 
sions 

/,,_j(a  I,  /,„_-( al,    ...  ; 

ce  sont,  du  reste,  les  nombres  que  l'on  a  à  calculer  quand 
on  veut  trouver  la  valeur  dey(a). 

Si  tous  ces  nombres  sont  positifs,  a  est  une  limite  des 
racines  de  l'équation  proposée;  sinon,  on  essayera  le 
nombre  entier  consécutif  et  l'on  poursuivra  les  opéra- 
lions  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  nombre  [3  tel  que  tous 
les  nombres  intermédiaires  qui  se  présentent  dans  le 
calcul  de  J\f:j)  soient  tous  positifs. 

4.  Comme  application,  considérons  l'équation 

/{a:)  =zx^  —  lox*—  32. î-^  H-  'J.r'  —  5oo  a:  —  120  =0, 

à   laquelle  est  appliquée  la   méthode  de  Newton  dans 
VJlgèbredeM.  Briol  ('). 

En  cherchant  le  résultat  delà  substitution  de  10  dans 
y(x),  on  rencontre  le  nombre  suivant 

—  32; 

10  est  donc  trop  faible. 

En  siibslituanl  11,  ou  obtient  les  nombres 

-M,   +  î,   —  21  ; 
ce  dernier  nombre  étant  négatif,  1 1  esl  trop  laible. 


(')  Leçons  d'Algèbre,  8"  édition,  ]).  uç^S. 
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Eli  substituant,  12,  on  obtient  les  nombres 


12  est  donc  trop  faible. 
En  substituant  i3,  on  obtient  les  nombres 

4-1,  +3,  +7,  Il 83  —  5oo,   i3(ii83  —  5oo)  —  120; 

tous  ces  nombres  étant  positifs,  on  en  conclut  que  i3  est 
une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équation  propo- 
sée. C'est  précisément  la  limite  entière  à  laquelle  con- 
duit l'application  de  îa  métliode  de  JNewton, 


IL 

5.  Les  signes  des  termes  de  la  suite  (3),  dont  les  va- 
leurs se  présentent  d'elles-mêmes  quand  on  calcule  la 
valeur  numérique  àefi^a),  peuvent  servir  à  déterminer 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion supérieures  au  nombre  «,  ce  nombre  étant  d'ail- 
leurs supposé  positif. 

On  a  ,  en  effet,  la  proposition  suivante  : 

Si  a  est  un  jiombre  positif,  le  nombre  des  variations 
de  la  suite  (3)  est  au  plus  égal  au  tioinbre  des  racines 
de  V équation  (i)  qui  sont  supérieures  à  a,  et,  s^il  est 
plus  grand,  la  diff'èrence  de  ces  deux  nombres  est  un 
no  mbre  pair. 

Pour  la  démontrer,  je  considère  Tidentité 


jc  —  a 


pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  «,  le  second  membre 
<.'st  développable  en   une   série   convergente    procédant 


(  o3  ) 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  el  l'oli  a 

l  /^  =Ma)  .r-'  -f-  /._,  f  a  )  .r— '  -^  .  .  . 

Comme  je  l'ai  démontré  dans  une  Noie  antérieure, 
Siu-  la  règle  des  signes  de  Descartes  {^),  le  nombre  des 
racines  de  l'équation  (i)  qui  sont  supérieures  à  a  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  série  qui 
compose  le  second  membre  de  la  relation  (4).  Ce  nombre 
est  d'ailleurs  le  même  que  le  nombre  des  variations  de 
la  suite  (3)-,  la  proposition  est  donc  démontrée. 

6.   Comme  application  ,  je  considérerai  Téqualion 

f5)  ^^— 3x'-f-.r^ — 8.r  —  io=^o, 

étudiée    par    INI.    Briot    dans    ses     Leçons    d'Algèbre 
(p.   326). 

En  calculant  successivement  le  résultat  de  la  substi- 
tution dans  le  j)remîer  membre  de  l'équation  (i)  des 
nombres  o,  i ,  2  et  3,  on  forme  le  Tableau  suivant  : 

/s(.0-      /^C-O-       /.(-O-        /.(-r)-  /(^). 

o         4-1         — 3         -f-    I         —    8         —    lo 
-l-i         +1         —  2         —    I         "~9         — ^'9 

-r-2  H-i  H-l  -f-3  —     2  —     i4 

+  3        4-1         -t- 6        +19        +49        -4-137 

Tous  les  nombres  relatifs  à  -f-  3  étant  positifs,  on  en 
conclut  d'abord  que  +  3  est  une  limite  supérieure  des 
racines  de  l'équation  (5)  ;  c'est  le  résultat  auquel  arrive 
M.  Briot  en  groupant  les  termes  du  premier  membre  de 

(')  I^onvelles:  JiinaJcs  Hc  Mal'icriialiqucs.  'j' série,   l.  XVIII,  ji.  3. 


(  ^4  ) 

l'(^qualion  d-e  la  faço^  suivante  : 

(x* —  3x' —  8.r —  lo)  -!- J"'. 

De  plus,  les  nombres  relatifs  à  -h  2  présentant  une 
seule  variation,  on  est  certain  qu'il  y  a  une  racine  entre 
H-  2  et  4-  3,  et  qu'il  n'y  en  a  qu'une;  M.  Briol  arrive 
aussi  à  cette  conclusion  en  étudiant  la  dérivée  de  l'équa- 
tion proposée. 

D'ailleurs,  les  nombres  relatifs  à  -h  i  ne  présentant 
non  plus  qu'une  seule  variation  ,  on  en  conclut  qu'il 
n'y  a  aucune  racine  entre  -+-  i  et  -f-  2 ,  et,  comme  il  est 
presque  évident  que,  quand  x  varie  entre  o  et  H-  i,  le 
premier  membre  de  l'équation  (5)  demeure  négatif,  on 
voit  que  cette  équation  a  une  seule  racine  positive  com- 
prise entre  -i-  2  et  H-  3. 

m. 

7.  Des  considérations  semblables  permettent  de  dé- 
terminer une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
comprises  entre  deux  nombres  positifs  a  et  b. 

Soit,  en  effet,  l'équation 

(i)  /(.r)=0. 

Supposons  a  <^  ^  et  effectuons  la  division  àe.f[x)  par 
le  trinôme  [x  —  a)  [x  —  b)  -,  en  désignant  par  Mx-+-  N 
le  reste  de  la  division,  nous  obtiendrons  un  résultat  de 
la  forme  suivante  : 

fi  xi  ,    .  Mx  +  N 

—  y^j:)  -1- 


[x  —  « )  1  -r  —  b]        ^  ^     '        [X  —  « )  I  •^'  —  b 
Al  1       r  •  Mr-f-N  ,      c 

.Mettons   la   tiaclion —  sous  la  torme 

^  .f  —  (i  .  [.!•  —  b  j 

A  B 


(  55  ) 
où,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 


fa  f  h\ 

A==.  — -f et     B 


b  —  a  il  —  a 

la  relation  précédente  devient 


f[x\  ,    ,    .        A  B 


a]  [x  —  b]  X  —  a        x  —  b 


Ai  b       I 


(j,i.rj 


X  a         b  X 

X  b 


Pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  «  et  ^,  la 

fraction   ■ •  est   développable  suivant   les  puissances 

a  ^  ^  ^ 

I 

a; 

décroissantes  de  x,  et  la  fraction suivant  les  puis- 

X  ^ 

I  —  — 

b 

sauces  croissantes  de  x.  Si  l'on  effectue  ces  deux  déve- 
loppements, le  nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  com- 
prises entre  a  ei  b  est,  comme  je  Tai  montré  dans  ma 
INote  déjà  citée,  au  plus  égal  au  nombre  des  variations 
présentées  par  la  série  ainsi  obtetiue;  on  peut  d'ailleurs 
remarquer  que  tous  les  termes  dans  lesquels  x  a  un  ex- 
posant négatif  ont  le  même  signe  que  -5  et  que  tous  les 

termes  dans  lesquels  x  a  un  exposant  supérieur  à  [jn —  i) 
ont  le  même  signe  que  —  B. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  a  el  h  deux  nombres  positifs  dont 
le  plus  grand  soit  b^  effectuons  la  division  def[x)  par 
[x  —  a)  [x — b)\  soient  '^[x]  le  polynôme  du  degré 
[m —  2)  qui  constitue  la  partie  entière  du  quotient,  et 


(56  ) 
Mx  -+-  r*<  A.'  rasle  de  la  dmsion.  Décomposons  la  frac- 


lion 


en  élérnenls  simples^  en  sorte  que  l'on  ait 
Mx-h'N  A  B 


[x-a)[x  —  b) 


Soit  ^(oc)  r ensemble  des  termes  dont  le  degré  est 

B 

.r—b 


B 
inférieur  à  ni  dans  le  déueloppement  de suivant 


les  puissances  croissantes  de  x. 

Cela  posé,  si  V on  ordonne  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X  le  polynôme 

(p(.r)+^!>) 

A 

et  si  Von  ajoute  à  la  suite  de  ce  poly/iome  le  terme  -  ^ 

le  nombre  des  variations  que  présente  la  suite  ainsi 
obtenue  est  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  de 
l'équation  (i)  qui  sojit  comprises  entre  a  et  b,  et,  si  ces 
deux  nombres  sont  différents,  ils  diffèrent  d'un  Jiombie 
pair. 

8.  L'application   de    la  proposition   précédente,  qui 
n'exige  guère  que  la  division  (\ef{x)  par  [x  —  a)  [x  —  Z>), 
me  parait  devoir  être  plus  facile  que  celle  de  la  méthode 
due  à  Budan  et  à  Fourier,  laquelle  exige   le  calcul  pé-        I 
nible  des  nombres 

fa],  f'[a),f"[a\    ... 
et 

f[b),f\b\f"[b) 

Comme  application,  je  considérerai  l'équation 

f[x)  =  •'T' 3^:^  +  .r-  —  8.r  —  10  ^:::  O, 

que  j'ai  déjà  traitée  plus  haut. 
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Pour  avoir  une  limite  du  nombre  des  racines  com- 
prises entre  -h  i  et  -h  ti,  je  divisey(a:)  para;'  —  '5x-h  i. 
On  a 

f[.r.\  „  ,  5jr  —  2^ 

^  — :a:M- 3.r' -4- 4^:  +  7     ' 


X- — 3ar -f- 2  x' — '6x-\--2. 

r.            ,                       iq               i/i 
—  x^-^  3.r=  +  4  J7  -h  7  H ^' ^î—  • 

X  I  X  2 

En  développant suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X,  l'ensemble  des  termes  du  quatrième  degré 
dans  le  développement  est 

".x        7.r'         7,r^         7.7.'' 
7  -f-  ~ h- h  ~ 1-  -^—  • 

'      1       4       it)       82 

Si  nous  considérons  maintenant  la  suite  des  termes  de 
l'expression 

comme  elle  ne  présente  aucune  variation,  nous  en  con- 
cluons que  l'équation  proposée  ne  renferme  aucune  ra- 
cine entre  +1  et  +  2. 


THEORÈHE  Slil  LES  POLYGONES  L\SCR1TS  ET  CIRCONSCRITS 
A  LA  FOIS  A  DEIX  CIRCONFÉRENCES  5 

Pau  m.    WEILL. 


Théorème.  —  Lorsqà un  polygone  convexe  se  dé- 
place en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  circonfé- 
renceSf  sa  surface  reste  proportionnelle  à  celle  du  po- 
lygone ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  des 
cotés  du  premier  avec  la  circonférence  intérieure. 


Lorsque  le  polygone  ABC.  .  .  se  déplace  cii  reslaiii 
inscrit  à  une  circonférence  fixe  et  circonscrit  à  une  se- 
conde circonférence  fixe  ayant  O  pour  centre  et  R  pour 
rayon,  les  points  de  contact  a,  h^  c,  .  .  .  de  ses  côtés  avec 
la  circonférence  O  sont  les  sommets  d'un  polygone  dont 
les  côtés  sont  langenis  à  njie  ellipse  ayant  le  point  O 
pour  foyer.  Soit  F  le  deuxième  foyer  de  cette  ellipse. 
Joignons  le  point  O  à  deux  sommets  consécutifs  A  et  B 
du  polygone  5  ces  deux  droites  rencontrent  respecti- 
vement en  K  et  L  les  côtés  ah^  bc  du  polygone  des 
points  de  contact. 

Abaissons  du  point  F  les  perpendiculaires  FN,  FM 
sur  ah^  hc.  Les  produits  OKx  OA  et  OK  X  FJN  restent 
constants  pendant  le  déplacement  du  polygone.  Donc   le 

rapport  -—  est  constant,  et  le  polygone  des  points  M, 

N,  .  .  .  est  homolhétiquc  du  polygone  ABC.  .  . . 

Le  théorème  énoncé  sera  démontré,  si  nous  prouvons 
(jue  le  rapport  des  surfaces  des  polygones  iSM  ...  et 
abc...  est  constant.  Cela  revient  à  démontrer  que  le 
lapport  entre  la  somme  des  triangles  FNM  et  la  somme 
des  triangles  Ne  M  est  constant. 

Désignons  par  R'  la  distance  constante  du  point  F  au 
côté  NM,  et  par  a  l'angle  de  la  droite  fixe  OF  avec  la 
droite  0/>».  Nous  aurons 

surface  FMN  — |NM.R', 

surface  N^M  =1:  j  NM  (  R  —  R' —  OF.cosa) 

—  •  NM  (  R  —  R'  )  —  i  OF .  NM  .  cosa, 

R' 
surface  ( MN ...)  =  —  2NM, 
2 

surface  (N^M  +  McS-f-...]= vNM sNM.cosa. 

2  2 

Or  l'expression  IN^L  cos  a  est  égale  à  zéro^  donc  le 
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R  ' 
rapport  d(îs  deux  surfaces  considérées  est  égal  à — -,  • 

On  en  déduit  que  le  rapport  des  surfaces  des  deux  poly- 
gones (NM.  .  .)  et  [abc.  .  ,)  est  égal  à  — ■  • 

Or,  le  rapport  des  surfaces  des  polygones  (NM...) 
et  (ABC.  .  .)  est  égal  à  -— •  Donc  enfin,  le  rapport  des 
surfaces  des  deux  polygones  {abc.  .  .)  et  (ABC.  .  .)  est 
égal  a  —  • 

On  peut  remarquer  que  la  surface  du  polygone 
(abc.  .  .)  est  moyenne  proportionnelle  entre  celle  du 
polygone  (ABC.  .  .)  et  celle  du  polygone  (NM.  .  .). 

Dans  le  cas  particulier  du  triangle,  le  rapport  des 
surfaces  est  égal  au  rapport  entre  le  rayon  du  cercle  in- 
scrit et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit.  On  en  déduit 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème.  —  La  surface  d' un  triangle  est  moyenne 
proportionnelle  entre  celle  du  triangle  ayant  pour 
sommets  les  centres  ries  cercles  exinscrits  et  celle  du 
triangle  ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  du 
cercle  itisciit  au  premier  avec  ses  côtés. 

Théorème.  —  Étant  donné  un  triangle  T,  on  con- 
sidère le  triangle  Tj,  dont  les  sommets  sont  les  points 
de  contact  des  côtés  du  premier  avec  le  cercle  inscrit, 
et  le  triangle  Tj,  dont  les  sommets  sont  les  pieds  des 
hauteurs  du  deuxième  ;  on  opère  sur  ce  troisième  triangle 
comme  sur  le  premier,  et  ainsi  de  suite;  on  a,  par  celte 
construction,  une  suite  de  triangles  tels  que  la  surface 
de  l'un  deux  est  moyenne  proportionnelle  entre  celles 
des  deux  triangles  qui  le  précèdent  et  le  suivent  immé- 
diatement. 


6o  ) 


Slll  LE  CERCLE  QUI  TASSE  PAR  LES  PIEDS  DES  TROIS 
NORMALES  ABAISSEES  D  IJ^  POII^T  DE  L'ELLIPSE  SLR  LA 
COIRBE; 

Par  m.  WEILL. 


Appelons  cT],  Yi  les  coordonnées  du  point  considéré 
A  de  Tellipse.  L'équation  de  l'ellipse  étant 

b''x^ -+-  rt'r'  —  a" b'  =  o, 

et  celle  de  l'hyperbole  éqiiilatère  passant  par  les  pieds 
des  normales  abaissées  du  point  A  étant 

(a' —  b-]xj  4-  b-j',x  —  a^x^y  =  o, 

si  l'on  élimine  x  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 
une  équation  en  y  du  quatrième  degré,  qui  donne  les 
ordonnées  du  point  A  et  des  pieds  des  trois  normales. 
Cette  équation  est 

(i]      j'{a'—  b']'-+-lb'j,[a^~  b-)Y^ -\- .  .  .—  ¥r\  =  o. 

Considérons  un  cercle  quelconque,  dont  l'équation 
sera 

J.2  _|_  j^j  —  'i  'J-X  —  2  fi_7  —  C  =  O, 

et  éliminons  x  entre  l'équation  de  l'ellipse  et  celle  du 
cercle;  nous  aurons  l'équation 

[-1]  y^\y—b^Y    _(_4p,^5_  ^2)iîj3_^_  _ 

Cela  posé,  rappelons  que  le  cercle  qui  passe  par  les 
pieds  des  trois  normales  passe  par  le  point  diamétra- 
lement opposé  au  point  A.  Donc,  si  le  cercle  considéré 
passe  par  les  pieds  des  trois  normales,  les  équations  (i) 
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et  (  2)  auront  respectivement  les  solutions 
et 

y  If    J^'î»    J>'3>    ./'<» 

en  désignant  par  ^'2,  1 3,  ji  les  ordonnées  des  pieds  des 
trois  normales. 

Dès  lors,  en  formant  les  sommes  des  racines  dans  les 
équations  (i)  et  (2),  et  retranchant  ces  deux  sommes,  on 
aura  la  relation 

+      ^         ,..   =—2}-,, 


a"" —- h^        u'—b- 
d'où  l'on  tire 

It>- 

et,  par  symétrie, 

b' 

a.  =  a?|. 

?.  rt- 

Considérons  maintenant  les  produits  des  racines  dans 
les  équations  (i)  et  (2),  et  faisons  le  quotient  de  ces  deux 
produits  ;  nous  aurons 

=  —  i, 


d'où  l'on  lire 

C  =  —{a'-hb'). 
Léquation  du  cercle  est  donc 

b^  a' 

•^  a-  b^^ 

On  voit  que   son  centre  décrit  une  ellipse  quand   le 
point  A  se  ment  sur  l'ellipsi^  donnée,  et  qu'il  rencontre 
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suivant  un  diamètre  le  cercle  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse. 

Hemarque.  —  Cherchons  les  coordonnées  du  centre  G 
des  moyennes  distances  des  pieds  des  trois  normales. 

L'équation  (i)  nous  donne 

d'où  l'on  tire 

y  7  -!-  r^  -T- J«  —  —  ~2  3r"^3  ■>''  • 
Les  coordonnées  du  point  G  sont  donc 

^  ~        3   a'—b'' 
,  jr,  fl-  H-  b"^ 

On  voit  que  le  symétrique  de  ce  point  par  rapport  au 
grand  axe  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  point  A  au 
centre  de  l'ellipse. 

Quand  le  point  A  se  meut  sur  lellipse,  le  point  G 
décrit  une  ellipse  concentrique  et  homothélique. 

En  désignant  par  X,  Y  les  coordonnées  du  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  pieds  des 
trois  normales,  on  a 


-  9.  a  =  .r, 

a'' 

-\-b^ 

b^- 

a'' 

-b' 

o? 

n*^  b* 

Y  =: Y   ■ - 

J'  b-ya"—  b') 

On  a  donc  facilement  l'équation  de  l'ellipse   décrite 
par  ce  point. 
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SIR  LES  QIESTION'S  699,  799,  800,  932  ET  1316, 
CONCERNANT  LES  CYCLOIDES  ET  ÉPICÏCLOIDES; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Les  questions  que  je  viens  de  rappeler  ont  entre  elles 
un  lien  très  intime  qu'il  m'a  paru  intéressant  de  si- 
gnaler. 

L'énoncé  de  la  question  1316  (2"  série,  t.  X\II, 
p.  336)  est  le  suivant  ; 

On  prend  sur  la  tangente  à  une  cycîoïdefixe,  à  partir 
(lu  point  de  contact,  une  longueur  proportionnelle  au 
rayon  de  courbure  en  ce  point  :  trouver  le  lieu  de  l'ex- 
trémité de  cette  longueur,  quand  la  tangente  se  déplace. 

(Babbakin.) 

Le  lieu,  comme  l'a  trouvé  ]\L  Lez  (2*^  série,  t.  XVIII, 
p.  47^)?  ^st  une  cycloïde;  on  voit  en  outre  aisément  que 
c'est  toujours  une  cycloïde  allongée.  Mais  il  y  a  plus  : 
le  même  lieu,  pour  une  épicycloïde  ordinaire,  est  aussi 
une  épicycloïde  allongée.  Cette  propriété,  ainsi  généra- 
lisée, n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  du  théorème 
suivant,  qui  a  fait  l'objet  de  la  question  932  (2^  série, 
t.  Mil,  p.  192): 

Le  lieu  des  sommets  des  triangles  semblables  à  un 
triangle  donné,  construits  sur  les  rayons  de  cowbure 
d\ine  épicycloïde  [cycloïde)  ordinaire  et  d'un  même 
côté  de  ces  rayons  de  courbure,  est  une  épicycloïde 
[cycloïde)  allongée  ou  raccourcie. 

M.    iMoret-Blanc  a  donné  de   ce   tliéoièine   unv.    dé- 
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monslraiion  géométrique  simple  et  ingénieuse  (  i"  série, 
t.  XIV,  p.  71),  dont  on  peut  tirer  c|uelques  consé- 
quences intéressantes.  En  conservant  les  notations  de 
M.  Moret-Blanc  (^),  on  peut  se  proposer  de  trouver, 
pour  chaque  position  du  cercle  mobile  qui  engendre 
l'épicycloïde  donnée  E,  sur  (juel  lieu  doivent  se  trouver 
les  centres  c'  des  cercles  mobiles  engendrant  les  épicy- 
cloïdes  qui  s'en  déduisent  d'après  l'énoncé  du  théorème, 
pour  que  ces  épicycloïdes  soient  semblables  entre  elles, 
c'est-à-dire  allongées  ou  raccourcies  dans  le  même  rap- 
port. 

On  trouve  aisément  Téqualion  polaire  du  lieu  des 
points  c',  en  prenant  pour  pôle  le  point  n  de  contact 
des  deux  cercles  générateurs  de  l'épicvcloïdc  E  et  pour 
axe  polaire  la  droite  ne  joignant  ce  point  de  contact  au 
centre  du  cercle  mobile.  On  obtient  ainsi.  Téquation 

I  )    p-  —  1 p  cos  w  —  , ^/  —,  =  o, 

dans  laquelle  p  et  o)  désignent  les  coordonnées  polaires 
d'un  point  quelconque  du  lieu,  a  et  ;•  les  rayons  respec- 
tifs 07i  et  en  des  cercles  mobile  et  fixe  servant  à  engen- 
drer l'épicycloïde  E,  X  un  paramètre  positif  qui  définit 
le  degré  d'allongement   on  de  raccourcissement    de  la 


c  m 


nouvelle    épicycloïde,   et  qui  est  égal  au  rapport 

de  la  distance  du  point  décrivant  au  centre  du  cercle 
mobile  divisé  par  le  rayon  de  ce  cercle,  de  telle  sorte 
que  l'épicycloïde  est  ordinaire,  allongée  ou  raccourcie 
suivant  que  l'on  a  X  =  I ,   X^i,   X<^i. 

On  voit  immédiatement  que  l'équation  (i)  est  celle 

C)  1.0  Icoti^ur  est  prié  dp    sp  reporter  à  l'artirle  de  M.  ^loi'et-HIaiic. 
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1,                 11»                        '      1    ^       y^nria  -^  r)  , 

d  un  cercle  d  un  rayon  eqal  a  : — ■ ,  et  dont  le 

"  ^  [a  -T-  r f  —  t.- (i- 

centre  est  situé  sur  nc^    à   une    distance    du    ^point    n 

éiïalc  à  : ^ ^ Les   cercles    correspondant  aux 

"  [a  -+-  r)'—  /-'«-  ^ 

diverses  valeurs  de  À  ont  pour  axe  radical  commun  l.i 
perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  du  rayon  on. 

De  la  similitude  des  triangles  innin' ,  eue',  on  conclut 
immédiatement  que,  pour  chaque  position  de  la  figure^ 
mobile,  le  lieu  des    points  m'  cjui  décrivent  des  épicy- 
cloïdes  semblables  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur  la 
normale  à  l'épicycloïde  E.  Les  divers  cercles  ainsi  ob- 
tenus  pour  diverses  valeurs  de  1   ont  pour  axe  radical 
commun  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o  sur  la 
normale  à  répicycloïde  E.  Les  points  de  cet  axe  radical, 
considérés   comme  sommets   de   triangles  conslammeni 
semblables  à  eux-mêmes  et  construits  sur  les  rayons  de 
courbure  de  répicycloïde  E,  décrivent  des  épicycloïdes 
ayant  un  point  multiple  en  O.  Le  cercle  dont  les  points 
décrivent  des    épicycloïdes  ordinaires    est   le  cercle  il 
décrit  sur  le  rayon  de  courbure  de  l'épicycloïde  E  comme 
diamètre,   car  les  deux  extrémités  de  ce  rayon  de  cour- 
bure décrivent,  l'un  répicycloïde  E,  l'autre  sa  dévelop- 
pée, qui,  comme  on  le  sait,  est  une  épicycloïde  sem- 
blable. Un  point  quelconque,  pris  comme  sommet  d'un 
triangle  constamment  semblable  à  un  triangle  donné  ei 
ayant  pour  base  le  rayon  de  courbure  de  l'épicycloïde  E, 
décrira  une  épicycloïde  allongée  ou  raccourcie,   suivant 
qu'il  sera  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  du  cercle  O  (*). 
Cherchons  maintenant  l'enveloppe  des  droites  menées 
par  les  divers  points  de  l'épicycloïde  E,  de  manière  à 


(')  Ceci  explique  pourquoi  le  lieu  faisant  l'objot  de  la  question  131G 
est  une  cycloïde  allongée. 

y^/m.  (le  Mathéinat.,  -x'  série,  t.  XIX.  (Février  18F0.)  5 
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faire  un  angle  consLaul,  dans  un  sens  déterniiné,  avec 
les  langenles  con"\spondantes  de  l'épicycloïde.  D'après 
une  construction  bien  cotmue,  due  à  Réauniur,  le  point 
de  contact  d'une  pareille  droite  avec  son  enveloppe  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  droite  du 
centre  de  courbure  de  la  courbe  donnée.  En  appliquar)t 
cette  construction  à  l'épicycloïde  E,  on  voit  que  les 
points  de  l'enveloppe  considérée  sont  les  sommets  de 
triangles  rectangles  constamment  semblables  à  eux- 
mêmes  et  ayant  pour  hypoténuses  respectives  les 
rayons  de  courbure  de  celte  épicycloïde  :  ces  points, 
pour  chaque  position  du  cercle  mobile,  sont,  par  con- 
séquent, situés  sur  le  cercle  11,  et  l'on  en  conclut  que  le 
lieu  qu'ils  forment,  c'est-à-dire  l'enveloppe  définie  plus 
haut,  est  une  épicycloïde  ordinaire  seniblable  à  Fépicy- 
cloïde  E.  La  même  propriété  subsiste  pour  la  cycloïde, 
dont  on  déduit  de  cette  manière  v\ne  cvcloïtle  égale,  et 
l'on  a  ainsi  démontré  les  deux  théorèmes  suivants,  qui 
ont  fait  l'objet  des  questions  799  et  800  (  '2^  série,  t.  ^  I, 

P-96)(M-- 

L'enveloppe  des  droites  coupant  une  cycloïde  sous 
un  angle  constant  est  une  cycloïde  égale. 

L' enveloppe  des  droites  coupant  une  épicycloïde  sous 
un   angle  constant  est  une  é/ticycloïde  semblable  i^-  j. 

Le  théorème  énoncé  dans  la  question  932  comprend, 
comme  cas  particulier,  le  suivant  : 


(')  P'oir  également  le  Bulletin  de  la  Société philomathique,  6'  série. 
t.  V,  p.  91  (année  i865). 

(')  M.  Konquet  a  douiié  une  démonslralioii  de  ces  théorèmes 
(2*  série,  t.  VI,  p.  38o).  Elle  est  exacte  en  ce  qui  concerne  la  cycloïde, 
mais  elle  ne  l'est  pas  pour  l'épicycloïde;  en  se  reportant  à  la  ligure,  il 
est  facile  de  voir,  en  cfTet.  que  l'égalité  des  angles  OGM  et  fK'-P.  sur  la- 
quelle elle  s'appuie,  n'a  généialcnient  pas  lieu. 
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Le  lieu  des  points  qui  divisent  dans  uîi  rapport  con- 
stant  les  rajons  de  courbure  rfune  êpicycloïde  ordi- 
naire, est  une  êpicycloïde  allongée  ou  raccourcie. 

Ce  dernier  énoncé  peut  se  transformer,  en  remarquant 
qu'il  y  a  proporiionnaliié  entre  le  rayon  de  courbure 
d'une  épicvcloïde  ordinaire  et  la  portion  de  la  normale 
à  cette  êpicycloïde  comprise  entre  son  pied  sur  la  courbe 
et  l'un  de  ses  points  de  rencontre  avec  le  cercle  généra- 
teur fixe.  On  obtient  ainsi  un  nouveau  iliéorème  qui 
s'étend,  comme  je  l'ai  déjà  montré  ailleurs  ('),  à  une 
êpicycloïde  quelconque,  allongée  ou  raccourcie^  et  qui 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

Le  lieu  des  points  qui  divisent  dans  un  rapport 
constant  les  portions  des  normales  d'une  êpicycloïde 
[ordinaire^  allongée  ou  raccourcie)  comprises  entre 
leur  pied  sur  la  courbe  et  Van  de  leurs  points  de  ren- 
contre avec  le  cercle  générateur  fixe  est  uncêpicjcloïde. 

Dans  le  cas  de  la  cycloïde,  le  théorème  est  le  suivant  : 

Le  lieu  des  points  qui  divisent  dans  un  rapport 
constant  les  normales  d'une  cycloïde  (^ordinaire,  al- 
longée ou  raccourcie)  est  une  cycloïde  [allongée  ou 
raccourcie). 

Comme  on  sait  que  les  cycloïdes  et  épicycloïdes,  al- 
longées ou  raccourcies,  ont  leurs  arcs  exprimables  en 
arcs  d'ellipse,  le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer 
explique  et  démontre  le  suivant  (question  699,  a*"  série, 
t.  111,  p.  i4i)  : 

En  partageant  dans  un  rapport  constant  les  nor- 
males d'une  cycloïde  quelconque  [ordinaire,  allongée 

(')  Bîillptin  fie  ta  Snciété  philomathiqiif,  fi"  sérip,  t.  V,  p.  88. 


{  (^^  ) 

ou  raccourcie),  on  obtient  une  courbe  dont  les  arcs  sont 
exprimables  en  arcs  (V ellipse. 

(Mannheim.  ) 

Une  démoiislratioM  analytique  direcie  el  1res  simple 
de  cette  dernière  propriété  a  été  donnée  il  y  a  quelques 
années  (a*"  série,  t.  IV,  p.  i55).  Oti  peut  l'étendre  faci- 
lement à  la  propriété  analogue  de  l'épicycloïde. 


Slin  LE  CEMRE  El  LE  RAYÔ\  DE  COIRBIRE 
E\  U  POÎM  DIXE  COMQIE; 

Par    m.    g.    de   LONGCHAMPS, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charlemagne. 

On  sait  que,  si  o  désigne  la  longueur  du  ravon  de  cour- 
bure en  un  point  d'une  conique,  n  celle  de  la  noiniale  en 
ce  point,  on  a 

p  désignant  le  paramètre  de  la  courbe.  On  déduit  de 
cette  formule  une  conslruciion  du  centre  de  courbure: 
mais  ou  peut,  par  les  considéialious  très  élémentaires 
et  peut-être  nouvelles  que;  nous  allons  donner,  arrivei' 
à  déterminer  très  simplement  le  centre  et  le  ravon  de 
courbure  en  nu  point  d'une  conique. 

1.  Soient  M  le  point  de  la  courbe,  AB  la  tangente  en 
/•e  point:  b;  cercle  osculateur  au  point  AI  rencontre  la 
conique  eu  un  point  L,  et  la  droite  AIL,  par  une  propriété 
connue,  est  symétrique  de  la  tangente  AB  par  rapport 
aux  parallèles  aux  axes  menées  par  AI.  Soit  M' le  point 
sYméiri(|ue  de  I\I  par  rapport  .î  Oy  ;  la  tangente  en  M' 
sera  ilonc  symétrique  de  ABpar  rapport  à  Oi  ,  et  parsuile 


(  ^9  ) 
))arallèle  à  ML  :  le  diamètre  OM'  passe  donc  par  le  milieu 
K  de  ML.  De  cette  lemaïque  on  déduit  la  construction 
suivante  : 

SoitM  un  point  d'une  conigue  à  centre;  la  tangente 
en  ce  point  rencontre  V axe  Ox  en  un  point  A  -,  ayant 
abaissé  du  point  M  sur  Ox  la  perpendiculaire  I\1P,  on 
prend  P A'  =  PA  ;  la  droite  MA'  rencontre  la  droite  sjmé- 
tri(pie  deOM,  par  rapport  à  Ox,  en  un  point  K,  et  le 
centre  de  courbure  est  à  V intersection  de  la  normale 
m  M  avec  la  perpendicidaire  élevée  au  point  K  à  la 
droite  MA'. 

Celte  remarque  est  en  défaut  quand  le  point  M  est 
nu  des  sommets  de  la  courbe;  mais  il  existe,  pour  ces 
points  particuliers,  une  construction  simple  et  trop 
connue  pour  qu'il  soit  nécessaire  de  la  rappeler  ici. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  modifie  la  règle  précé- 
dente en  prenant  le  point  l\\'  sYniélrique  du  point  donné 
.M  j)ar  rappoil  à  l'axi;  Ox,  et  en  menant  pai' ce  point  une 
paiallèle  à  Taxe;  la  construction  s'achève  comme  pour 
les  coniques  à  centre. 

!2.  Nous  allons  maintenant  donner  une  expression  du 
layon  de  courbure  qui  permet  de  construire  celte  ligne 
par  une  quatrième  proportionnelle.  Nous  supposerons  que 
la  conique  pioposée  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
nous  réservant  de  iaire  au  sujet  de  la  parabole  une  re- 
marque particulière. 

Appelons  a  Pangle  aigu  que  fait  avec  Ox  la  tangente 
la  point  M;  w  étant  le  centre  de  courbure,  le  triangle 
rectangle  MKoj  donne 

MK  =;  p  sinsa, 
c  étant   le    iavon  de  couibure.    D'ailleurs,  le    irlanyle 


MM'Kdonne(') 

MK  ix' 

sinp       sin  (a  -i-  p) 
|3  étant  l'angle  MOx.  Cette  relation  peut  s'écrire 


MK: 


sii)  a  cot  jï  H-  losa 
et,  comme 

COtB=:^, 

J 
on  a 

P  = 


■TT  sm  a  -i-J'  coba  sni2a 

Abaissons  du  point  O  la  perpendiculaire  OH  sur  AB  ; 

on  aura 

OH  ^-  x'sina  --  y'  cosa, 

et,  si  l'on  remarque  enfin  que 

t'  r' 

MA  =  -^— ,      ]MB  = , 

Sina  COSa 

on  arrive  à  cette  expression   remarquable   du   rayijn   de 

courbure 

M  A.  MB 

expression  qui  peut  se  traduire  par  1  énoncé  suivant  : 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
conique  à  centre  est  une  (juairiènie  [)roi)orlionneUe  aux 
segments  comptés  sur  la  tangente  depuis  le  point  de 
contact  jusqu'à  la  rencontre  de  celle-ci  avec  les  axes  et 
à  la  distance  du  centre  à  la  tangente. 

3.   Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  considérations  géo- 

(')  ■'' y  y  désignent,  dans  ce  <(ui  suit,  les  coordonnées  du  point  M. 
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métriques  que  nous    venons    d'appliquer   conduisent   h 

l'expression 

MA 


sina  ces  a 


dans  laquelle  ÎMA  est  la  longueur  de  la  langenle  comptée 
depuis  le  point  de  contact  ÎM  jus(|u'à  la  lencontre  de 
celle-ci  avec  l'axe  de  la  courbe,  et  a  l'angle  aigu  de  la 
tangente  avec  O.r.  Des  considérations  évidentes  con- 
duisent à  la  propriété  suivante  : 

Théorèmk.  —  La  corde  interceptée  dans  la  parabole 
par  un  cercle  oscnlaleur  de  cette  couihe  est  quadruple 
de  la  longueur  de  la  tangente  au  point  de  contact  du. 
cercle  et  de  la  courbe,  longueur  comptée  depuis  le  point 
de  contact  jusqu'à  la  rencontre  de  celte  tangente  avec 
l'axe  de  la  courbe. 


TIIEOIÎE^UÎ  D  ALGÈBR!i; 

Par  m.   g.  de  LONGCHAMPS. 


Théobème.  —  Si  l'on  désigne  par  Aq.  A,,  .  .  .  ,  A^., 
les  p  premiers  coefjicients  d'une  équaiioti,  coejficients 
supposés  positijs,  et  par  N  et  7s'  les  deux  coejficients 
négatifs  les  plus  éle.K'és,  le  nombre 


Z  -—  I 


2  A„  -T-  2  A ,  -r-  -  .  .  -+-  ?,  A^_,  -T-  Ajo-. 


est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 


tion. 


Nous  rappellerons  d'abord  une  règle  très  simple  pour 
trouver  une  limite  supérieure  des  racines  positives.  Celte 
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règle,  qui  est  une  règle  de  Maclauriii  perfectionnée, 
mais  plus  commode  et  souveiU  jjIus  puissante  que  celle 
qu'on  désigne commuiu'meiilainsi,  estdueà  M.Laguerre. 
l'vlle  s'énonce  ainsi  :  6"/jN  désigne  la  valeur  absolue  du 
plus  grand  coefjicicnL  nêgnlif  et  Ao-  A,,  .  .  .  ,  A^_,  les 
coefficients  positijs  f/ui /jrécèdent  L-  premier  coefficient 
négatif, 

N 
Ao  4-  A,  -i-  .  .  .  -1-  A^_i 

est  une  liniile  supérieure  des  racines  positives  de  V équa- 
tion. 

Cela  admis,  posons 

G  =/(j;)  =z  Ao.r'"-h  A,.ï"'-'  4-.  .  . 

et  lemaïquons  que  l'équation 

o[x)  =  [or  +  i)y(.r)  =  o 

aura  les  mètnes  racines  positives  que  la  proposée.  Or 

«p(jr)  =  A„.r'"+'  +  (A,  + Ao)j:"'-t-.  .  . 
+  (A/,_,4-  A/,_,  ;  .r"'-/' +  .  .  .  , 

elle  plus  grand  coedîcient  négatif  de  o  est,  dans  le  cas 
le  plus  défavorable  qu'on  puisse  imaginer,  ]N-i-jN', 
ÏS  cl  N' désignant  les  d(;ux  plus  grands  coefficients  négatifs 
de  f.  Appliquons  à  l'équation  o  la  règle  de  M.  Laguerre  : 
le  nombre 

I  H 

■2  Ao-i-  "iAi-T-  .  .  .  -I-  2A^_ï  4-  A^_i 

sera  uiu;  limite  supéi  ieure  des  racines  positives  de  léqua- 
lion  (î,  et  par  suite  de  l'équation  y. 
Exemple.  —  Considérons  léqualion 

/"=_  a:^  4-  <y2  i<  H    qx^  —  q^x-  —  x  —  I  =  G, 


(  i^  ) 

dans  laquelle  nous  supposerons  ^y  =  loo,  pour  fixer  les 
idérs. 

La  règle   de    Maclaurin   ordinaire  donne  une  limite 


(■gale  à 


(/'  -f-  I  =  lOOOOOI  ; 

la  règle  de  Maclaurin  perfectionnée, 
celle  de  M.  Laguerre, 

7'  _  qi-i-,i-'-Utf^-  ,  _ 


c'esl-à-dire  </  -f-  i,  comme  la  précédente  5  enfin  celle  que 
nous  projiosons, 

I  -I = ^ 5 

2  q-  --  q  -h  1  iq^  -hq  -i-  -2 

ou,  en  prenant  le  nombre  entier  supérieur, 


-  -i-  I  =  5  I 


Remarque,  —  L'exemple  que  nous  avons  choisi  est  un 
de  ceux  où  notre  méthode  perfectionne  la  règle  de  M.  La- 
guerre; mais  il  \icn  est  pas  nécessairement  et  toujours 
ainsi.  Par  exemple,  si  N  =  JN',  ce  qui  est,  il  est  vrai,  le  cas 
le  plus  défavorable  à  notre  l'ègle,  on  reconnaît  salis  peine 
que  celle-ci  est  en  infériorité.  11  y  a  supériorité  toutes  les 
fois  que  l'inégalité 

N  N' 


Ao  -f- .  .  .  +  Ap_,        Ao  -f- .  •  •  -1-  fip-i 
est  salisfaile. 


(  74  ) 

IMlOlMlîi'Ti;  DES  COtr.BI^S  01  DES  SLUFACES  III'  SECOND 
«l!DHE  IIOMOFOCALES; 

Par  :\I.    g.   KOENIGS, 

Elève  de  l'École  ÎVormale  supérieure. 


Trois  coniques  A,  B,  C  sonl  liées  par  la  condition  que 
les  deux  premières  soient  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  la  troisième:  N  et  A  désignant  un  point  du  plan 
et  sa  polaire  par  rapport  à  la  conique  C,  on  a  le  théorème 
suivant  ; 

Les  tangentes  issues  du  point  IN  à  la  conique  A,  /ev 
coniques  B  e^  C  marquent  sur  la  droite  A  trois  couples 
de  points  en  involution. 

En  effet,  soient  x  et  y  les  points  doubles  de  l'involu- 
tion  déterminée  sur  la  droite  A  par  les  coniques  B  et  C. 
Ces  points  étant  conjugués  par  rapport  à  ces  deux  coni- 
ques, on  voit  que:  i°  leurs  polaires  par  rapport  à  la 
conique  C  sont  les  droites  N7  et  Nx;  p,"  ces  droites  Nx 
et  jNj' sont  conjuguées  par  rapport  à  laconique  A.  puisque 
leurs  pôles  y  et  a:  par  rapport  à  C  sonl  conjugués  par 
rapport  à  B,  et  que  cette  conique  B  est  précisément  la 
polaire  réciproque  de  A  par  rapport  à  la  coniijue  C.  Le 
faisceau  formé  par  les  tangentes  issues  du  point  N  à  la 
conique  A  et  par  les  droites  ZS.r,  JN  ^  est  donc  harmo- 
nique, ce  qui  montre  que  les  traces  de  ces  tangentes  sur 
la  droite  A  divisent  harmoniquement  le  segment  xv,  et 
cela  suffit  pour  démontrer  le  théorème. 

Désignons,  suivant  l'usage,  par  |  AC  [  le  quadrilatère 
circonscrit  commun  aux  deux  coniques  A  et  C. 

On   voit   (jueiSo^etNr  sonl   les    rayons   doubles   du 
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faisceau  involiuit  de    tangentes   issues  du   point  N  aux 
coniques  inscrites  dan^le  quadrilatère   j   AC    j  . 

Du  reste,  le  théorème  précédent  énonce  que.  si  M  et 
M'  sont  les  points  de  rencontre  de  la  conique  B  avec  la 
droite  A,  jN.M  et  NM' sont  deux  tangentes  issues  dupointN 
à  une  même  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  |   AC   j . 

Imaginons  actuellement  que  le  système  des  coniques 
inscrites  dans  le  quadrilatère  soit  liomofocal  ;  les  droites 
Nj:  et  Nj'  seront  les  bissectrices  de  l'angle  formé  par  un 
couple  quelconque  de  tangentes  issues  du  point  N. 

Le  théorème  ci-dessus  prend  alors  la  forme  suivante: 

Soit  Jiii  point  JN  du  plan  ;  sa  polaiie  A  par  rapport  à 
une  conique  C  donnée  coupe  cette  conique  en  des  points 
Q  e^  Q'5  el/e  coupe  aussi  en  M  et  M'  une  conique  B, 
polaire  réciproque  par  rapport  à  C  d'une  conique 
quelconque  homojocale  à  C  :  les  angles  ÎMJNQ,  M' JN'Q' 
sont  égaux. 

Ce  théorème  renferme  le  suivant,  dû  à  M.  Laguerre  : 

Soit  un  point  JN  du  plan  ;  sa  polaire  A  par  rapport  à 
une  conique  C  donnée  coupe  cette  conique  en  des  points 
Q  e<  Q';  elle  coupe  aussi  en  M  et  .M' le  cercleB,  lieu  des 
points  d' où.  la  conique  C  est  vue  sous  un  angle  droit  : 
les  angles  MÎNQ,  M'^Ç^  sont  égaux. 

Ce  théorème  résulte  du  précédent,  car  le  cercle  B  est, 
on  le  sait,  la  polaire  réciproque  par  rapport  à  C  d'une 
conique  liomofocale. 

Mais  ce  qui  paraît  plus  intéressant,  c'est  l'extension 
de  ce  théorème  aux  surfaces  du  second  ordre. 

Soient  A,  B,  C  trois  surfaces  du  second  ordre  liées 
par  la  condition  que  les  deux  premières  soient  polaires 
réciproques  par  rapport  à  la  troisième  j  désignons  par  N 


(  7^  ) 
cl  II  un  poinl  el  soti  plan  polaire  [)ar  rapporta  la  surlace 
C.  On  a  ce  théorème  : 

Le  cône  circoi^scrU  à  h  et  de  sommet  N,  les  snrfaceslà 
et  C  tracent  sur  le  phin  T\  trois  coniques  ayant  la  même 
triangle  conjugué  commun. 

La  déinonstratiou  est  analogue  à  celle  qui  a  été  faite 
plus  haut;  il  est  donc  inutile  de  la  recommencer.  Mais 
ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est  que,  en  désignant 
para?,'}',  z  les  sommets  de  ce  triangle,  les  plans  IN^}'", 
No'z,  '^yx  sont  les  plans  tangents  au  point  N  aux  trois 
surlacis  du  second  oidre  f[ui  passent  par  ce  point  en 
étant  inscrites  dans  la  développable  commune  aux  deux 
surfaces  A  et  C.  On  sait  que  ces  trois  plans  sont  rectan- 
gulaires dans  le  cas  où  les  surfaces  AetC  sont  homofo- 
cales.  Les  droites  N  j:,  Nj',  N^  sont  alors  rectangulaires, 
et  tout  cône  ayant  pour  sommet  le  point  N  et  pour  base 
une  conique  ayant  le  triangle  xjz  comme  triangle 
conjugué  admet  les  trois  droites  ci-dessus  pour  axes. 

De  là  ce  théorème  : 

Etant  donné  un  point  N,  son  plan  polaire  par 
rapport  à  une  surface  C  du  second  ordre  coupe  suivant 
une  conique  Q  cette  surface  et  suivant  une  conique  M 
la  réciproque^  par  rapport  à  il  d\i  ne  homofocale  à  C  : 
les  cônes  ayant  leur  sommet  au  point  N  et  ayant  Q  et 
M  pour  bases  ont  les  mêmes  axes. 

SIR  II\E  APPLICATION  M  LA  MÉTHODE  UE  STIRM; 

Par  m.    Ch.    BIEHLER, 

Directeur  des  éludes  à  l'École  préparatoire  du  collèffc  Stanislas. 

L'application  de  la  méthode  de  Sturm  à  l'équation  de 
degré  m  (jui  fournit  les  m  valeurs  de  lang  — •>  quand  on 
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connaît  langa,  donne   lieu   à    une   remarque  qui   offre 
quelque  intérêt. 
Si  l'on  pose 

a 
tani'a  =  rt,      lang  —  =  :r, 
m 

l'équation  dont  il  s'agit  est 

l\  -^  ix^"' —  (i  —  ix]'" 

et,  mise  sous  forme  entière,  elle  devient 

(  1  -;-  ix]'"[i  —  ia)  —  ( I  —  ix)"' [i  -h-  ia)  =z  o. 

Le  premier  membre  de  celte  équation  renferme  i  en 
facteur.  Soit 

( 1 )  ll!„,  =z{i-hix]'"{l  —  ia)  —  [i~  ia:]'"[i-J^  In), 
et  désignons  généralement  par  il],,,  le  polynôme 

il].^^=  [i  -\-  ix]'^(i  —  ia)  —  (i  —  ix)'''-{i  A-  ia); 
on  a  entre  U,„,  U,„_i,  U,„_2  la  relation 

(2)  U„— 2U„_,  +  (i +a:-)U,„_2=o. 

On  obtient  celte  relation  en  multipliant  membre  à 
raembi'e  l'équation  (i)  et  la  suivante 

(3)  2  =  (H-/.r:)-i-(l-/.r), 

et  en  changeant  dans  le  résultat  obtenu  m  en  m  —  i . 

C'est  ré{|uation  (2)  qui  va  nous  permellre  d'établir, 
par  la  méthode  de  SLurni,  la  réalité  de  toutes  les  racines 
de  l'équation 

U„  =  o. 

De  l'équaiion  (u)  on  lire  en  effet,  par  le  changement 
de  ni  en  m  —  i ,  /?/  —  2. .  .  . ,  3,  2,  les  suivantes  : 

!  V,„     =  -x U„,_,  —  (  H-  -r^)  U„,_,, 

/ 
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Ces  fonctions  U  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Uo  «"st  une  constante,  Uo  =  — aa; 

2°  Deux  fonctions  consécutives  U^,  U^_i  ne  peuvent 
s'annuler  pour  une  même  valeur  de  x,  car  Uq  devrait 
s'annuler,  ce  qui  est  impossible  d'après  ce  qui  précède; 

3°  Si  une  fonction  U.,  s'annule  pour  une  certaine  va- 
leur de  X,  les  deux  fonctions  Ua_i,  Uo+i  sont  de  signes 
contraires. 

On  en  conclut  que,  si  la  suite  drs  fonctions 

U„„     U„,_,      ...,     U,,     Uo 

présente  A  variations  pour  x  =  a  et  //  variations  pour 
X  =  a',  il  V  a  au  moins  /r  —  k'  racines  réelles  de  l'équa- 
tion U„,=o  entre  a  et  a' si  h  est  supérieur  à /c',  et  A'  —  A' ra- 
cines réelles  si  k  est  inférieur  à  A'. 

Pour  les  formes  4'^î'1"-^'5  4" -t- 2,  ^n-{-d  du 
nombre  entier  p,  les  coefficients  du  terme  de  degré  le 
plus  élevé  deUpiSont  respectivement 

On  voit  donc  fjue,  si  a  J;-  o,  la  suite 
(5)  U„,     U,,     Uj,      ...,     U, 

donne,  pour  x    -  —  oo  ,  la  succession  des  signes 


et,  pour  a:  :::=:  -h  00  ,  la  nouvelle  succession 


dans  chacune  des  deux  suites  les  signes  n'aiierneni  que 
de  deux  on  deux,  et,  si  a  ■   '  o,  on  a  : 

|)()iir  :r  --   -  00  ,  -h      —      —      -^-      -'-      —      —      •  •  •  > 
pour  .7  ziir  -;-  ^  ,  +      -I-      —      -  -      --      j-      .... 
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Si  donc  m  est  pair,  le  nombre  des  variations  que  pré- 
sente la  suite  (5)  pour  x  z:^  —  oo  est  le  même  que  celui 
qu'elle  présente  pour  x  =  -r-cc  ;  dans    chaque   cas,  ce 

nombre  est  é2,al  à  —  ;    la    ciuaiititc   h  —  V   dont    il   a  été 

question  est  donc  égale  à  zéîo,  et  la  méthode  de  Sturm 
semble  indiquer  que  l'équation  L,„  =  o  n'a  pas  de  ra- 
cines réelles. 

Mais,  si  Ton  fait  x  =  o  dans  toutes  les  fonctions  delà 
suite  (5),  toutes  les  fonctions  de  celte  suite  prennent  la 
même  valeur  —  ?.«;  pour  .r  =  — oo  ,  la  suite  (5)  pré- 
sente —  variations  ;  pour  .r  =  o,  elle  n'offre  plus  que  des 

permanences:   la  suite  (jj    a  donc  y^?e/v/a  —  variations. 

Inéquation  U,„  =  o  a  donc  au  moins  —  racines  néga- 
tives. 

Pour  x  =  -i-  oo  ,  la  suite  (5  ),  présentant  —  variations, 

en  a  gagne  —  quand  x  a  varie  de  zéro  a  H-  oo  .  , 

L'équation  U,„=  o  a  donc  au  moins  —  racines  posi- 
tives, et,  comme  elle  n'est  que  de  degré  /«,  toutes  ces  ra- 
cines sont  réelles  et  il  v  en  a  autant  de  positives  (jue  de 
négatives. 

Si  ni  est  impair,  on  voit  aisément  que,  dans  le  cas  de 

^         P ,          •        T'                 m  --  i 
rt^  o,  1  équation  L,„  i=  o  a racines     positives    et 

m  —  \        .  ,      .  .  .        ^      ,, , 
racines  négatives  5  et  inversement,  si  a  "^o,  1  equa- 

.•       TT  m  ~  i  .  ,       .  m  —  I 

tion  L,,,=^  o  a  racines  négatives  et  racines 

2  ^  1 

positives. 

L'équation  U,„=:  o  a  donc,  dans  tous  les  cas,  toutes 
ses  racines  réelles. 
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Nous  avons  vu  que,  si  Ton  subslilnc  dans  la  suite   (5) 
successivement  —  oo   et  -h  '^c  ,  le  nombre  des  variations 
gagnées  ou  perdues    est  zéro  dans  le  cas  de  m  pair  et  i 
dans  le  cas  de  m  impair. 

Cela  tient  à  ce  que  le  rapport  -^  passe  du  négatif  au 
positif  quand  X,  en  croissant,  traverse  une  racine  néga- 
tive de  U„,=  o  ;  au  contraire,  le  rapport  —j—  passe   du 

positif  au  négatif  quand  x,  en  croissant,  traverse  une  ra- 
cine positive  de  U„,==:  o.  Car  la  suite  (5)  perd  des  varia- 
tions quand  x  croît  de  —  ce  à  zéro;  elle  en  gagne  quand 
X  croit  de  zéio  à  +  ^  . 

Il  est  aisé  de  démontrer  directement  que  le  rapport 

TT„,   ,  .      .     -,  .      , 

jouit  de  cette  intéressante  propriété. 

Si  Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'éga- 
lité (  i),  il  vient 

(6)      '{]',„:=  m[[i  -l-«.r)'"--'(i  —  ia)  -\-  (i  —  i.x)"'-'[\  ^  la)], 

et,  si  l'on  multiplie  (6)  par  l'identité 

(  7  )  2 /.r  =  ( I  -f-  / JT )  —  (  I  —  Ix), 

membre  à  membre,  il  viendra 

(8)  2arU'„j  =  wUm — m[i  -i-  x']\]„,_2' 

Celte  équation,  combinée  avec  l'équation  (2),  savoir 

U,„  =  2U„,_,  —  (i  -\-  X-)  U„,_2, 
donne 

{ 9  )  Jo  U'„,  -\-  m  U,„  -  - 1  —  m  II,,  =  o , 


d'où 


\ 


On  sait  que,  lorsque  x,  en  croissant,  traverse  une  des 
racines  de  U,„  =  o,  le  rapport  --^  passe  toujours  du  né- 
gatif au  positif. 

Pour  une  valeur  de  x  voisine  d'une  des  racines  de  l'é- 

,  u„._,        ,  .  ,         u;., 

quation   C„,  =  o,  le  signe  de  ~- —  est  celui  de  —  x  -— ^  • 

car  cette  quantité  peut  devenir  en  valeur  absolue  aussi 
grande  qu'on  le  veut. 

On  voit  donc  que,  lorsque  x,  en  croissant,  traverse  une 

racine  négative  de  U,„  =  o,  le  rapport  — ar^p^  passe  du 

11' 

négatif  au  positif  comme  — ^  ;    mais,  lorsque  x  traverse 
en  croissant  une  racine  positive  de  U,„=o,  le  rapport 

u;„  .         .  u,,,_,  ,       ... 

—  X  ~^->  et  par  suite  aussi  -r^T^'  passe  du  positit  au  ne- 

gatif. 

La  méthode  de  Sturm  est  donc  applicable  séparément 
à  chacun  des  deux  intervalles  de  —  ce  à  zéro  et  de  zéro 
à  H-  QO  ,  et  elle  met  ainsi  en  évidence  la  réalité  de  toutes 
les  racines  de  l'équation  U„i=  o. 

On  voit  de  plus  qu'elles  sont  inégales.  En  effet,  l'équa- 
tion (9)  montre  que  toute  racine  multiple  de  U,„=o 
annulerait  U,„_,,  et  par  suite,  d'après  (4),  elle  annule- 
rait U„,_2,U„._3,.  .  .,Un.  OrUo  =  —  'i.a\  par  conséquent, 
Uo  ne  peut  s'annuler  et  l'équation  U,„=  o  n'a  que  des 
racines  simples. 


ERR  ATUM. 
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SOLUTION  DE  LA  (^U^im  DE  WATHÉMATIQIES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  Al  (MCOIRS  D'AGIlÉGATlOiV  DE  1878^ 

Par  m.   GAMBEY. 


On  donne  une  splière  S,  un  plan  P  et  un  point  A  \par 
le  point  A  on  mène  une  droite  qui  rencontre  le  plan  P 
en  un  point  B,  puis  sur  AB  connue  diamètre  on  décrit 
iiîie  sphère  S'j  le  plan  radical  des  sphères '^et  S' rencontre 
la  droite  AB  en  un  point  M: 

i"^  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quatid  la 
droite  AB  tourne  autour  du  point  A: 

2"  Discuter  le  lieu  du  point  M  en  supposant  que  le 
])oint  K  se  déplace  dans  V espace,  le  point  P  et  la  sphère 
S  restant  fixes. 

Jo  prends  le  plan  P  pour  plan  des  xy  et  je  fais  passer 
laxe  des  z  par  lo  eenlre  de  la  sphère  S. 
Soient  : 

a,  p,  7  les  coordonnées  du  point  A; 
//le  z  du  cintre  de  S  ; 
r  son  ravon. 

Les  équations  d'une  droite  queiconque  AB  passant  en 
A  étant  prises  sous  la  forme 

x  —  0L--  m  [  z  —  Y  ] , 

on  en  déduit,  pour  les  coordonnées  du  point  milieu  du 

segment  AB, 

m  V  n  7       V 

•?.  '  ■!  2 

et,  pour  l'équation  de  la  sphère  S', 

( X  —  a  ;■■'  -f-  [j- —  p  ',- -!■-  Z'-k-in y  [x  —  u]  -i-  /ly  [y  —  p )  —  y  c  :n:  o. 


(  83  ) 
D'ailleurs,  l'équation  de  S  est 

■^'  -i-J'-r  [z  —  h)-  —  r-=  o. 

Retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient, 
pour  l'équation  du  plan  radical  des  splières  S  et  S', 

W7  [x  —  a)  H-  «7  [y  —  p'i  —  ?. a.r  —  i^j 

-r  (  2  /i  —  7  ^  3  H-  a'  -—  ^8-  -f-  /^  —  ^2  —  o. 

En  éliminant  ni  et  n  entre  cette  équation  et  celles  de 
la  droite  A13,  on  obtiendra  l'équation  du  lieu  cherché. 
Cette  élimination  est  immédiate,  et  Ion  obtient,  après 
(juelques  calculs  et  réductions, 

l  7  (  ^-  -T-  J')  -r-  [o-h  —  7)3^  —  2  ^yz  —  ia.xz 

''^'      \  H-(S  -f-aK^).:;  — K-7  =  o, 

où  l'on  a  posé 

a^*-- p-  +  7- —  2A7  + /r— ^^=8      et      r'— /<=  =  K-, 

avec  l'hvpothèse  v^h. 

Propriétés  générales  du  lieu.  —  L'équation  (  1  )  repré- 
sente une  surface  du  second  oidre  qui  passe  au  point  A. 
Cette  surlace  admet  comme  plans  cycliques  les  plans 
parallèles  au  plan  P,  et  le  point  A  est  un  de  ses  ombilics, 
car,  pour  z  =^  y,  on  obtient  le  cercle-point 

z=:7,      [.T  —  a]^-^(_r — p)=  =  o. 

L'équalion  (i)  pouvant  encore  s'écrire  des  deux  ma- 
nières suivantes, 

J7(^-J=-K-,, 

(        —  z[2  ajr  ^-  T  P/--  1^7  —  2/!  1  3  —  S  —  2K-]  =z  o, 

'  \  — 3[2aa:-l~2pjrH-2  (7  —  h\z  —  2/? 7  —  S  —  2K-J  =  o, 
on  en  conclut  que  la  surface  qu'elle  représente  contient 
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les  courbes  planes  intersections  du  cylindre 

X    i- 1  •  —  K=o 
avec  les  deux  plans 

:;  =  o,     2 «.r  -f-  2  Pj  -h  (  7  —  2 //  )  2  —  S  —  2 K-  =  o, 

ainsi  que  celles  qui  résultent  de  Tintersection  de  la 
sphère  S  et  des  plans 

z  =  o,     ia.x  ^  1  p  r  H-  2  (  7  —  /(  )  3  —  2 /i  7  —  S  —  2  K-  =  o. 

La  surface  (3)  et  la  sphère  S  sont  donc  doublement 
tangentes.  On  voit  en  outre  que  le  plan 

2 a ^  -1-  2 p.r  -H  2  ( 7  —  A )  3  —  ih'l  —  S  —  2 K=  :=  o 

est  parallèle  au  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la 
sphère  S. 

Discussion.  —  J'emploie  la  transformation  en  carrés. 
Mettant  tout  de  suite  de  côté  le  cas  où  le  point  A  est  dans 
le  plan  P,  cas  auquel  l'équation  (i)  se  décompose  en 
deux  facteurs  linéaires  dont  l'un  désigne  le  plan  P,  je 
suppose  y  différent  de  zéro. 

Je  multiplie  par  y,  ce  qui  permet  de  former  immédia- 
tement deux  carrés.  L'équation  (i)  peut  alors  s'écrire 

(   (7.r  —  az)--^  (7>-— pz)2 

i        —  (S4-R=)3--4-7(S  +  2K=-r.  —  K^7  =  o. 


(4: 


Si  l'on  a  S  H-  K-  =:  o,  c'est-à-dire  si  le  point  A  est 
sur  la  sphère  concentrique  à  la  sphère  S  et  tangente  au 
plan  P,  l'équation  du  lieu  est  ramenée  au  type 


]\F  +  ]N=-f-  P^o; 


elle  représente  alors  un  paraholoïde  elliptique. 

Si  l'on  a  en  outre  S  =  o,  ce  ((ui  suppose  r  z=z  J} ,  le  lieu 
se   compose  de  la   droite   réelle  intersection    dos   deux 
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plans    imaginaires 

[yx—  y.zY-^  [yjr—pzY-=o. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ailS-(-K''  différent 
de  zéro.  On  peut  alors  multiplier  (4)  par  S -i- K-  et 
récrire  ainsi  : 

^  {s-^K"-]['jx-o,zY^  ,7r-  ^zY] 

Elle  rentre  alors   dans  le    type   des  surfaces    à    centre 
unique. 

Distinguons  deux  cas,  et,  pour  abréger,  posons 
S  +  K^  =  S,. 

i"  S^o.  —  Si  l'on  a  Si  ^  o,  c'est-à-dire  si  le  point  A 
est  extérieur  à  la  sphère  concentrique  à  la  sphère  S  et 
tangente  au  plan  P,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  inie 
nappe. 

Si  au  contraire  on  a  Si  <^  o,  c'est-à-dire  si  le  point  A 
est  intérieur  à  la  même  sphère,  la  surface  est  un  ellip- 
soïde réel. 

Le  cas  de  Si  =  o  a  déjà  été  examiné. 
1°  S  =  o.  —  Pour  Si  ^  o,  on  a  un  cône  réel.  Cela 
suppose  /•>  /?,  ce  qui  est  justement  notre  hypothèse. 

Si  l'on  supposait  r<^Ii,  le  cône  deviendrait  imagi- 
naire. 

Ainsi,  lorsque  le  point  A  est  dans  la  région  de  l'espace 
extérieure  à  la  sphère  concentrique  à  S  et  tangente  à  P, 
le  lieu  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Si  ce  point  est  dans  la  région*  intérieure  à  la  même 
sphère,  le  lieu  est  un  ellipsoïde. 

?!lnfin,  si  le  point  A  est  sur  la  surface  séparative,  le 
lieu  est  un  paraboloïde  elliptique. 

Dans   le  cas   où    le    point  A    est    situé  sur  la  sphère 
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donnée,  rhypeiboloïde  se  confond  avec  son  cône  asym- 
ptote. 

Note. —  La  méiiic  question  a  été  résolue  par  MM.  Diirautoii,  proles- 
scur  au  lycée  du  Puy  ;  A.  Leinekurjel. 


SOLUTION  mm  qiestion  de  licence 

(Faculté  de  Paris,  juillet   1879); 
Par  m.   h.   COURBE. 

Etant,  donné  Le  paraboloïde  défini  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 

m  .-r"-  -4-  y- 


on  considère  sur  cette  surface  les  courbes  dont  les  tan- 
gentes font  un  angle  constant  donné  y  avec  l'axe  Oz  : 

i"  Tromper  réquai  ion  différentielle  des  projections 
de  ces  courbes  sur  le  plan  xOy,  et  montrer  que  l  inté- 
gration de  cette  équation  se  ramène  à  une  quadrature^ 

2°  Effectuer  la  quadrature  et  construire  la  projec- 
tion dans  le  cas  particulier  oii  m  est  égal  à  l'unité. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  des 
courbes  considérées  étant  j:,r,z,  on  doit  avoir  en  chaque 
point  de  ces  courbes 

dz  .-=r  C0S7<^/.ï, 

(7.9  étant  la  différentielle  de  Tare,  de  sorte  que 


ds  z=z  \jdx'^  -}-  dy'^  -\-  dz- . 

D'ailleurs,  la  valeur  de  dz  étant  la  même  pour  un  point 
(juelconque  de  la  courbe  et  pour  le  point  correspondant 
de  la  surface,  on  peut  éliminer  ds  et  dz  entre  les  deux 
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équations  précédentes  et  la  suivante, 

mx(lx.-\-y  dy 
a 

obtenue  en  différentiant   léqualion  de   la    surface;  on 
trouve  ainsi 


m.L'd.r  -i-  j  dj  :=^  n  sjdx"^  -f-  djr"^, 

t;n  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

nzzr.  a  cet'/. 

L'équation  obtenue,  qui  ne  contient  quex,  >'  et  leurs 
différentielles,  est  l'équation  différentielle  des  projections 
des  courbes  considérées  sur  le  plan  xOy .  On  peut  la 
résoudre  par  rapport  à  y  et,  en  posant 


dx 


P^ 


metii'e  cette  équation  sous  la  forme 


^  P  P 

Cette  équation  différentielle,  linéaire  par  rapport  aux 
variables  Xft\.y^  peut  s'intégrer;  en  effet,  si  l'on  diffé- 
rentie,  on  trouve 

dx  m  n 


dp       p^p'-^m]  pi^p2_,n)^i^-p^ 

L'équation  (2)  est  une  équation  différentielle  linéaire 
du  premier  ordre  ;  son  intégrale  est  de  la  forme 


/T       », ,//, 


3;      .r  =  //'o'"''-^"'^|C-  I     e^r^'""'^""~ ^    . dp  \' 

L       J^,„  p{p'-i-m)\/i-h/y' 

On  obtiendra  lintégrale  de  l'équation   (ij  en  élimi- 
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jiant  p  entre  les  équations  (i)  et  (3).  La  question  se  ra- 
mène donc  bien  à  une  seule  quadrature,  car  on  obtient 

sans  difficulté    /     — ^ — —  • 

«^  p„  '     ' 
Dans  le  cas  particulier  où  m  =  t,  on   a  à  considérer 
l'équation  différentielle 

(  4  )  .Tclx  -\~  y  dj  ::=  ncls, 

fis  représentant  cette  fois  la  différentielle  de  l'arc  de  la 
projection  sur  le  plan  xOy  des  courbes  considérées,  de 
sorte  que 

ds  =  sjda:'^  4-  dy' . 

En  intégrant  l'équation  (4),  ce  qui  donne 

jpï  _i_  j-2  _-  2 /?^  -4-  const. , 

puis,  passant  aux  coordonnées  polaires  r  et  0,  on  a 

r^z=z  ins  -\-  const., 

et,  en  différenliant, 


rdr  z=:z  nds  =  n  y/'r^dQ'  -h  dr- . 

Les  variables  se  séparent  aisément,  et  l'on  a  à  intégrer 
l'équation 

nd9  =  ±:  ^- dr=zt:\  -^==  —  n-  — —    . 

''  y\,lr-'-  —  ri'  /-v//-'— «'J 

Si  l'on  remarque  que 

«'"         _  r  n 

"■'  — , —  —  ""  "  — ,  =  r=«rfarccos-7 

rs^r' —  n} 


on  obtient 


\/-(")^- 


I 


,5)  0  =  ±-v '■'-—«' H^  arccos-' 


(  89  ) 
La  conslruction  de  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (5)  se  fait  facilement,  puisque  cette  courbe   est   la 
développante  du  cercle  de  rayon  ii  =  a  coty. 


SIR  m  THÉORÈME  D'ELLER  CO^CER^ANT  LA  DÉCOMPOSITION 
D'UN  ^OHBRE  M  OIATRE  CIRES  POSITIFS, 

Par  m.   Edouard  LUCAS. 


Euler  a  démontré  qu'un  nombre  positif  quelconque, 
entier  ou  fractionnaire,  est  égal  à  la  somme  de  quatre 
«;ubes  positifs,  entiers  ou  fractionnaires.  On  trouve  la 
lormule  correspondante  dans  une  Note  qui  termine  les 
Exercices  d  analyse  numérique  de  Lebesgue.  Nous  fe- 
rons d'abord  observer  que  Lebesgue  ne  parait  pas  avoir 
deviné  la  méthode  qui  a  dû  servir  à  Euler  pour  obtenir 
cette  formule.  En  effet,  il  nous  parait  évident  que  celle-ci 
provient  des  recherches  entreprises  par  Euler  pour  la 
résolution  de  l'équation  indéterminée 

(i)  x^  +  y""—  Xz\ 

L'identité  d'Euler  est  la  suivante, 


-Y[' 


aY-{-  à^   h  —  1)3  -f  b^{c  —  lY  -f-  c^], 
dans  laquelle  on  suppose  ///  tel  que  Ton  ait 


cl,  de  plus, 


n  n 

—  <  /w'  <  ^ 
12  o 


6to'         .        "xa^  —  I  ib^ 


n  rt'  -I-  I  h^  -f  i 

Il  est  fort  probable  que  cette  identité  provient  de  l'A 


(9»  ) 
rithmétkjue  et  non  de  rAlgèbrc,  contrairemenl  à  la  sup- 
position de  Lebesgue.  En  partant  des  formules  qui 
peuvent  servir  à  la  résolution  de  l'équation  (i),  on  ob- 
tient le  théorème  suivant,  dont  la  première  partie  com- 
plète le  théorème  d'Euler  : 

Théorème.  —  Un  nombre  positif  quelconque,  entier 
ou  fractionnaire,  est,  d'une  infinité  de  manières^  le 
produit  ou  le  quotient  de  deux  nondires  Jorniés  de  la 
somme  de  deux  cubes  positifs. 

En  d'autres  termes,  on  peut  résoudre  dune  infinité 
de  manières,  et  en  nombres  rationnels,  les  deux  équa- 
tions 

(2)  ^—-[x''-+-y^)-X.[z'~-u, 
et 

(3)  N  =3  (a:^H- j3j.(23_^„3'  ^ 

N  désignant  un  nombre  quelconque. 

Parmi  les  formules  en  nombre  infini  qui  permettent 
de  résoudre  les  équations  (2)  et  (3),  nous  donneions  les 
deux  suivantes,  qui  fournissent  elles-mêmes  des  solu- 
tions en  nombre  infini. 

Pour  l'équation  (3),  on  pose  N=:  2' 3'  —  :  on  choisit  -7 
'  B  0 

par  les  conditions  d'inégalité 


^tP 


on 


> 

B 

2'''3:^-' 

^' 

B^.= 
a 

2 

.3. 

—  B^^ 

B/»'  — 

2'3^-^Vrt- 

•> 

2 

"^3i*-2Afl 

b 

h 

Pour   1  équation    (■>.),    qui    correspond   au    théorème 


(  9'  ) 
d'Euler,  nous  remarquerons  que  l'on  a   les  deux  iden- 

lités 

(6LM  -:-  L=  —  3M')3-^  (6LM  —  L'-'  -i-  3M-)^ 

—  2^3'LM(L=+  3M')-, 
(L-;-M)^-f-  (L  — M)'==2L(L=-T-  31VP). 

Donc,  en  multipliant  membre  à  membre,  et  divisant 

les  deux  membres  de  l'égalité  obteuue  par  {L" -h  3M^)"', 

on  aura  décomposé  2^.3'L"iMen  un    produit  de  deux 

facteurs  égaux  à  une  somme  de  deux  cubes  ;  en  supposant, 

de  plus, 

L  =  B  /.»=,      M  =  ?;'-=  3:'-=  Xa\ 

on  aura  ainsi  décomposé  en  ce  produit  le  nombre 

]N=r2\3;^AB^ 

on   déterminera  d'ailleurs   le    nombre  —  de  telle  sorte 

(juil  rende  positifs  tous  les  cubes  considérés. 


SIR  m  LIEU  GÉOMÉTRIftlE; 

Par  m.  a,   MACÉ  DE  LÉPINAY, 

Prolesseur  tle  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV 


Par  deux  points  donnés  sur  une  ellipse,  on  fait, 
passer  une  circonjérence  quelconque,  puis  on  mène  à 
ces  deux  courbes  les  tangentes  communes  :  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

Ou  sait  que,  si  S  =  o  est  l'équation  d'une  conique, 
P  =  o  l'équation  d'une  droite,  S  -h  /P^  ==  o  est  l'équa- 
lion  générale  des  coniques  bitangentes  à  la  conique 
S  :^  o,  P  =  o  étant  la  corde  des  contacts.  On  sait,  d'autre 
pan,  que,  si  deux  conicjues  sont  bitangentes  à  une  iroi- 


{  9^^-  ) 
siènic,  deux  des  sécantes  communes  à  ces  deux  coniques 
passent  par   le  point  de  rencontre  des  deux  cordes  de 
contact. 

Cela  posé,  rapportons  l'ellipse  cà  son  centie  et  à  ses 
axes;  son  équation  sera 

(û)"^  -r-  b'^x^  —  a^  b^  -T=  o. 
Soit 

jr  =  mx  -T-  n 

l'équation  de  la  droite  qui,  par  son  intersection  avec  l'el- 
lipse, détermine  les  deux  points  donnés,  et  soient  a,  [i 
les  coordonnées  du  point  de  concours  de  deux  tangentes 
communes  à  l'ellipse  et  à  l'un  des  cercles  passant  par  les 
deux  points  donnés. 

L'équation  de  l'ensemble  de  ces  deux  tangentes  com- 
munes sera 

I  — [a^^y -T- b'-oLX  —  a^b^j-  =  o. 

La  corde  des  contacts  du  cercle  et  du  système  des  deux 
tangentes,  devant  passer  par  l'intersection  de  la  corde 
des  contacts  a^'py  -^  h"^ y.x  —  a- h^  ^  o  et  de  la  droite 
Y  =  mx  H-  «,  sera  représentée  par  l'équation 

(2)  a-^y  -\-  b^-ax  —  a^b"^  -\-  \[y  —  mx  —  «)  =  o. 

Dès  lors,  l'équation 

—  (a^pjH-  b'(xx  —  n^b'Y 

H-  a[rt'Pj  -r-  b''xx  —  «' ô'  -^  >,  ( jy  —  pix  —  «)]=  =  o 

représente  une  conique  bi tangente  au  svstème  des  deux 
tangentes  communes  considéré.  Si  l'on  veut  que  celle 
courbe  passe  par  les  points  donnés  sur  l'ellipse,  il  faut  que 
cette  équation  soit  satisfaite  si  l'on  pose  en  même  temps 

rt-j^  -h  b-iy  —  rt'6'  =-  o,      V  —  /nx  —  n  =zz  o. 
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Donc  a  —  I,  et  l'équation  devient,  en  développant, 

(    ia'y  -hb'x-  —a'lj-]{fr^'  -hb-a'—a'b']  -^ilij  —  mx  —  n) 

\  X  («'pr  -+-  b'c^^  —  a-b']  +  ).'(;■  -  inx  —  nf  =  o. 

Si  nous  écrivons  que  cette  équation  représente  un 
cercle  et  si,  entre  les  deux  équations  de  condition,  nous 
éliminons  A,  nous  aurons  lelieu  cherché.  Les  conditions 
sont,  eu  supprimant  la  solution  X  =  o  qui  ne  convient 
pas,  et  posant  cr  —  b^'  =  t", 

(  ml  =  /'^a  —  w«-B, 


^[n-p-'  ^  b-ar  —  a'b^ 


H-  ?.).  (  «'  P  H-  mb^a  )  +  (  i  —  a//'  j  /•     -  o. 
Eliminant  À,  on  tiouvc,  eu  réduisant, 

i   TO^r=(fl='S2  +  b'a-  —  n'b'\ 

(5) 

'  i        -i-ii-hm')[b'cjL-~m'a*p']  =  o, 

ou  encore 

(6)  iin-a"  -+-  i-]  [  h-a.-  —  m'^n^p-)  —  m''a''b-c-  =  o. 

Sons  la  forme  (5),  on  voit  que  le  lieu  est  une  conique 
passant  par  l'intersection  de  l'ellipse  donnée  et  des  deux 
droites  b^x  —  ma^ y  =  o ,  b'^x  -^-  ma' y  =  o ,  dont  la 
première  est  le  diamètre  conjugué  à  la  direciion  de  la 
corde  donnée. 

Sous  la  forme  (6),  on  voit  que  le  lieu  est  une  hyper- 
bole homofocale  à  l'eUipse  proposée 5  de  plus,  l'équa- 
tion (6)  étant  indépendante  de  n  et  ne  renfermant  m 
qu'au  deuxième  degré,  on  voit  que  le  lieu  est  le  même 
pour  toutes  les  cordes  parallèles  à  la  direciion  donnée  et 
à  la  direciion  symétiique  par  rapport  à  Taxe  des  x.  En 
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particulier,  ou  voit  que,  si  la  corde  devient  tangente  à 
l'ellipse,  le  lieu  lepréseuté  par  l'équation  (6  )  est  le  lieu 
des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  une 
ellipse  donnée  et  aux  cercles  tangents  à  cette  ellipse  eti 
un  point  donné. 

Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole,  le  lieu  cor- 
respondant est  l'ellipse 

[m^a-  —  b^][  b-c/L-  -r-  m''a-p-]  —  m-a^b-c-  =  o, 

réelle  si  m'a" — b'^>o,   imaginaire  si  nr a-  —  b-<^o. 
La  même  méthode  s'applique  au  cas  de  la  parabole. 


COURESPO^DAIVCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M .  Haton  de  la  Goupillière. 

Vous  avez  bien  voulu  donner  l'hospitalité  des  Nou- 
velles Annales  (2'  série,  t.  XÏII,  p.  534)  ^  ""  court 
résumé  des  propriétés  de  la  courbe  remarquable  qui  est 
représentée  par  l'équation 

x^    -u  /   =  /^, 

et  qui  n'est  autre  que  l'épicycloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments.  Je  pense  que  le  supplément  suivant  pourrait  servir 
à  compléter  celte  première  insertion. 

D'Alemberta  étudié  cette  courbe,  dans  la  rectification 
de  laquelle  il  a  cru  trouver  un  paradoxe  de  Calcul  inté- 
gral [Mémoires  de  Berlin,  1747)-  11  y  est  encore  revenu 
dans  ses  Opuscules  (vol.  IV,  Mémoire  XXIII), 

Lord  Broiigham  a  éclairci  les  difficultés  soulevées  par 
lV Alemherl (Comptes ren dus  des  séances  de  l'Acadénur 
des  Sciences,  t.XLIV,  p.  i  i34).  En  même  temps  il  en  a 


(  9^>  ) 
signalé  d'autres  auxquelles  donne  lieu  celte  même  ligne, 
elqui  sont  relatives  à  la  Dynamique  (/7>tW.,  p.  ii84). 

11  a  rencontré  incidemment  une  propriété  donnée  éga- 
lement par  M.  Cliasles  et  qui  consiste  en  ce  que,  quand 
on  décrit  Tépicycloïde  comme  l'enveloppe  d'une  droite 
de  longueur  constante  mobile  entre  les  côtés  d'un  angle 
droit,  si  la  vitesse  d'une  des  extrémités  de  la  droite  varie 
en  raison  inverse  de  sa  distance  au  sommet  de  l'angle 
fixe,  le  point  de  contact  de  l'enveloppe  avec  la  droite 
mobile  décrit  uniformément  celle-ci. 

M.  Van  den  Broek  est  revenu  sur  ce  mode  de  généra - 
lion  en  le  considérant  comme  un  cas  particulier  du  pro- 
blème plus  général  qui  concerne  un  angle  quelconque 
[Nouvelle  Correspondance  mathéniatique  de  Catalan, 
t.I,  p.  91). 

M.  Barbarin  a  montré  que  l'épicycloïde  à  quatre 
brandies  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  para- 
boles dont  les  foyers  appartiennent  à  une  circonférence 
ei  qui  sont  en  même  temps  tangentes  à  deux  diamètres 
fixes  de  ce  cercle  [Nouvelles  Annales,  2''  série,  i8^5, 
t.  XIV,  p.  328).  Quelques  autres  propriétés  énoncées 
par  M.  Barbarin  dans  le  môme  article  se  trouvaient  déjà 
dans  ma  Notice,  dont  il  ne  parait  pas  avoir  eu  connais- 
sance. Lui-même  n'avait  sans  doute  pas  été  lu  par  M.E. 
Lucas,  qui  a  donné,  en  i8j6,  l'énoncé  précédent  comme 
théorème  à  démontrer  dans  la  Nouvelle  Correspondance 
mal hématiq lie  de  Catalan  (t.  II,  p.  4o')'  L^  démons- 
tration a  été  insérée  dans  le  même  recueil  l'année  sui- 
vante par  M.  Sclioentjes  [ihid.,  t.  III,  p.  58). 

]M.    Lambiotte  a  fait  connaître  [dnd.,   t.  111,  p.  63) 
l'équation 

/ 
r=~~  ces  T  0  , 

de  la  route  suivie  par  le  sommet  dun  angle  droit  qui  se 


(  9^"  ) 
meut  en  s'appuyanl  sur  l'épicycloïdc  à  quatre  rebroussf- 
ments. 

M.  Gambcy  a  proposé  [Noui^elles  annales,  2*"  série, 
t.  XVII,  p.  287)  la  recherche  du  lieu  géométrique  du 
point  de  la  tangente  de  l'épicycloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments  qui  est  conjugué  harmonique  du  point  de  contact 
par  rapport  aux  axes  de  cooidonnées,  et  M.  Lez  a  dounr 
[ibid.,  t.  XVIII,  p.  322)  l'équation  de  ce  lieu  sous  la 
forme 

M.  Todhunter  a  proposé  {Nouvelle  Correspondance 
niathématiqiie  de  Catalan,  t.  III,  p.  ^00)  la  recherche  di- 
l'enveloppe  de  la  base  d'une  cycloïde  qui  roule  sur  une 
droite,  et  M.  Mennesson  (ibid.,  t.  IV,  p.  362)  a  montré 
que  cette  courbe  est  une  développante  de  l'épicycloïde  à 
quatre  rebroussements  à  laquelle  on  donnerait  pour  para- 
mètre le  double  du  diamètre  du  cercle  générateur. 

M.  Amstein  a  pris  celte  épicycloïde,  qu'il  appelle 
astroïde  [Société  vaitdoise  des  Sciences  naturelles, 
t.  XV,  p.  175),  comme  exemple  de  sa  méthode  de  repré- 
sentation conforme ,  en  cherchant  la  représentation  oon- 
torme  de  l'astroïde  dans  l'intéiieur  du  cercle  qui  passe 
par  ses  rebroussements. 

Il  ne  sera  pas  sans  intérêt  de  faire  remarquer  enfin  que, 
dans  la  courbe  qui  nous  occupe,  la  relation  de  l'abscisse 
à  l'ordonnée  étant  précisément  celle  des  courbures  de  la 
parabole  aux  deux  extrémités  dune  corde  focale, 


(?)^-(^)' 


cette  épicycloïde  peut  être  considérée  comme  la  courbe 
représentative  de  la  relation  en  question. 
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SIR  LA  DETERMI\ATIO\  D IXE  LHIITE  SIPÉRIEIRE  DES 
RACIXES  D'LXE  ÉQtATIO\  ET  SIR  LA  SÉPARATION  DES 
RACINES; 

Par  m.   LAGUERRE. 

[suite  (').] 


8.   J'ajouterai  encore,  pour  éclaircir  ce  qui  précède, 
une  seconde  application. 
Soit  Féqualion 

/(.r)  =  x^  —  5.r^  —  i6x'  H-  \'2x^  —  C)X  —  5  =  o, 

qui  a  été  considérée  par  M.  J.  Petersen  dans  sa  Théorie 
des  éqiialions  algébriques  {-). 

En  substituant  successivement  o  et  -f-  i  dans  le  poly- 
nôme/(x)  et  dans  ses  dérivées,  on  déduit  du  théorème 
de  Budan  que  l'équation  proposée  n'a  aucune  racine 
comprise  entre  les  limites  considérées  ou  qu'elle  en  a 
deux,  et  l'on  peut  trancher  la  difficulté  en  substituant, 
comme  le  fait  ]M.  Petersen  ,  un  nombre  intermédiaire 
et  en  mettant  en  usage  une  règle  due  à  Fourier. 

Appliquons  la  méthode  exposée  ci-dessus  et  effectuons 
la  division  du  polynôme 

.r^  —  5x*  —  1 6.r'  -l-  1 2 a--  —  C).r  ^  5 

par  a:* — •  x\  on  trouve  aisément 

.r'  —  5x'  —  i6:c^  -i-  1 1.T-  —  g:r  —  5 

=  ( .r'  —  4 -r'  —  10.T  —  8  )  (  X^*  —  x]  —  V  X  —  5, 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i"  série,  t.  XIX,  p.  49- 

(')  Théorie  der  algebraischen   Gleichungen,  p.  202. 

Ann.  de  Ma  théma  t.,  7^  série,  t. XIX.  (Mars  1880.)  7 
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20X  — 


11 


ce  qui  donne,  en  développant  ^ suivant  les  puis- 
sances croissantes  de:rel  en  ne  retenant  du  développe- 
ment que  les  termes  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  x*, 

5 

x'  —  Lx^  —  10X  —  8  -f-  22  -t-  22  X  +  11  x^  -\-  22a:'  H » 

X 

ou,  en  ordonnant, 

5 

l6x^  H-  IO.r'  -r-  IX  -\-  \  ÙL -\ . 

X 

Cette  suite  ne  présentant  aucune  variation,  nous  en 
conclurons  que  l'équation  proposée  n'a  aucune  racine 
comprise  entre  o  et  -}-  i",  c'est  le  résultat  auquel  conduit 
l'application  de  la  règle  de  P'ourier. 

IV. 

9.  Il  y  aura  souvent  lieu  de  faire  simultanément 
usage  du  théorème  de  Budan  et  du  procédé  de  la  division. 
Il  est  facile  du  reste  d'imaginer  des  cas  très  étendus  où 
ce  procédé  est  plus  avantageux  que  l'emploi  du  théorème 
de  Budan. 

Pour  en  donner  un  exemple,  j'énoncerai  d'abord,  sous 
la  forme  suivante,  la  proposition  que  j'ai  démontrée 
plus  haut  : 

Ji.n  désignant  par  a  et  b  deux  nombres  positifs,  soit 

C<,  -V  C,.r  -H  .  .  .  -h  C,_,;c"-' 
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La  partie  entière  du  quotient  du  polynôme  f{x)  par 
(x  —  ^){^ — ^)?  et  considérons  la  suite 

!f[a),f[b)-b[b-a)C,, 
(5)  )  f[b)-b^[h-a]C,,    ..., 

(/(^')-^''"-\^-«)C„,_„/(6); 

le  nombre  des  racines  de  l'équation 

qui  sont  compiises  entre  a  et  h  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  ^variations  des  termes  de  cette  suite,  et,  si 
ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence  est  un 
nombre  pair. 

10.   Cela  posé,  proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  polynôme  entier f^x),  déterminer 
deux  limites,  entre  lesquelles  demeure  comprise  la  va- 
leur de  ce  poljnôme,  lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs 
comprises  entre  les  deux  nombres  positifs  a  et  b. 

II  est  clair  que  ce  problème  peut  s'énoncer  ainsi  qu'il 
suit  : 

l'rouver  deux  nombres  cf.  et  (3  teL  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  h  inférieures  à  a  et  pour  toutes  les  valeurs  de 
cette  variable  supérieures  à  (3,  Véquation 

f[x]-l  =  o 

n^ait  pas  de  racine  réelle  comprise  entre  a  et  b. 

L'emploi  du  théorème  de  Budan  ne  peut,  en  général, 
être  d'aucun  secours  pour  la  détermination  de  ces 
nombres,  car,  si  l'on  considère  les  deux  suites 

/(«)-),,    /'(«),    /"(«),      ... 
/{b)~\,    /'[b],    /"[h],      ..., 


(  I"«  ) 

on  voit  que,  quancU'ensembledes  lermesy(ûr),y"(rt), ... 
et  l'ensemble  des  termes  fi  b),  f"  [b],  ...  ne  pré- 
sentent pas  le  môme  nombre  de  variations,  il  est  impos- 
sible de  déterminer  X  de  telle  sorte  que  les  deux  suites 
précédentes  offrent  le  mêmenombrede  variations  :  ce  qui 
serait  nécessaire  pour  pouvoir  conclure  du  théorème  de 
Budan  que  l'équation  f[x)  —  !■=  o  n'a  aucune  racine 
réelle  comprise  dans  l'intervalle  considéré. 

J'emploierai  ici  la  méthode  delà  division,  et,  en  dési- 
gnant comme  ci-dessus  par 

la  partie  entière  du  quotient  àef[x)  par  {x  —  a)[x  —  ^), 

je  remarque  d'abord  que  ce  polynôme  est  aussi  la  partie 

entière  du  quotient  de/ (x)  —  X  par  [x — ^){x  —  b). 

La  suite  que  nous  avons  à  considérer  devient  ainsi 


f[a)-\  f[b)-\-  b^b-a]C,, 
f[b)-l-b-[b-a)Cs,    .... 

Désignons  respectivement  par  a  et  par  (3  le  plus  petit 
et  le  plus  grand  des  termes  de  la  suite  (5)  ;  si  l'on  donne 
àXune  valeur  quelconque  inférieure  à  a,  tous  les  termes 
de  la  suite  (6)  sont  négatifs,  d'où  il  résulte  que  l'équa- 
tion/(x) —  X  =  o  n'a  aucune  racine  réelle  comprise 
entre  a  et  b  lorsque  À  est  plus  petit  que  a.  On  prouve- 
rait de  même  que  cette  équation  n'a  aucune  racine  réelle 
comprise  entre  ces  limites  lorsque  X  est  plus  grand  que  j3. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

La  'valeur  que  prend  le  polynônie  f{x),  quand  x 
varie  depuis  a  jusqu'à  b,  demeure  toujours  comprise 
entre  les  nombres  oc  et  |3. 


(    ïoi    ) 

V. 

11.  J'ai  démontré  précédemment  qu'étant  donnée 
une  équation 

f[x)  ■=  kx""  -f-  Bx"  H-  CxP  H-  .  .  .  =  o, 

où  les  termes  sont  ordonnés  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X,  si  l'on  forme  les  polynômes 

4>,(;r)  =  A„.r"'-[-  Bj-", 
$j(j;)  z=  Ao.r"-!-  Bj:"-|-  C.rP, 

le  nombre  des  racines  de  réquationy^(x)  =  o  qui  sont 
supérieures  au  nombre  positif  a  est  au  plus  égal  an 
nombre  des  variations  que  présentent  les  termes  de  la 
suite 

La  démonstration  supposait  évidemment  que  les  expo- 
sants m,  n,  p^  .  .  .  étaient  des  nombres  entiers  et  posi- 
tifs; mais  il  est  facile  de  voir  que  celte  restriciion  est 
inutile. 

En  premier  lieu,  si  quelques-uns  étaient  négatifs,  en 
multipliant  y  (x)  par  une  puissance  de  x  convenable- 
ment choisie  (ce  qui  n'altérerait  pas  le  nom!  re  des  ra- 
cines positives  de  l'équation),  ou  pourrait  rendre  tous 
ces  exposants  positifs. 

En  second  lieu,  si  quelques-uns  des  nombres  m,  «, 
/?,...  étaient  fractionnaires,  on  arriverait  au  même 
résultat  en  changeant  x  en  x",  co  étant  le  plus  petit 
commun  multiple  des  dénominateurs  des  nombres  m,  «, 
/y,  ....  Par  un  raisonnement  connu,  on  en  déduit  que 
la  proposition  subsiste  encore  lorsque  les  exposants  sont 
incommensurables. 


(     '02    ) 

Rien  n'empêche  même  de  supposer  que  le  nombre  des 
termes  de  la  fonclion  f{x)  soit  illimité,  pourvu  que  la 
série  composée  de  ces  termes  soit  convergente  pour 
X  =:  a. 

Ou  peut  doue  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  l'équation 

OÙ  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  décroissantes  dex  et  convergente  pour  x  =  a, 
le  nombre  des  racines  positives  de  V équation 

/[x]  =  0, 

qui  sont  supèneures  au  nombre  positif  a,  est  au  plus 
égal  au  nombre  des  variations  que  présentent  les  termes 

de  la  suite 

<I)o(fl),  ^i[a),  4>2(a),    .  .  ., 

etj  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence 
est  un  nombre  pair. 

Le  nombre  de  ces  variations  sera  du  reste  évidemment 
fini,  si  la  série  tend,  pour  a:  =  «,  vers  une  limite  diffé- 
rente de  zéro,  puisque  pour  une  valeur  suffisamment 
grande  de  n  les  termes 

doivent  avoir  le  même  signe  (\\xc  f[a]. 

42.  Semblablement,  étant  donnée  une  équation 

/(.r)  =  A  +  B.i-"'— Cj:"-!-Dxf-F- 

où  le  second  membre  est  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  (les  exposants  m,  n,  /^,  ... 
pouvant  être  d'ailleurs  entiers,  fractionnaires  ou  irra- 
tionnels)   et  convergente  pour  une  vabnir  positive  de  x 


(   io3  ) 
égal  à  a  \  formons  la  suite  des  polynômes 

*,(j:)i=A,     <D,(jri  =A-+-Bx'",      ^,(jr' =  A-f-Bj:'"-i-C^,.... 

Cela  posé,  le  nombre  des  racines  positives  de  l' équation 
f[x)  =  o  qui  sont  inférieures  à  a  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  que  présentent  les  termes  de  la 
suite 

$o(a),   *.(«),  ^2(«),    •  •  -, 

et,  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence 
est  un  nombre  pair. 

VI. 

13.  Je  donnerai  encore,  en  terminant,  une  application 
de  la  règle  des  signes  de  Descartes  aux  équations  que  l'on 
obtient  en  égalant  à  zéro  les  dénominateurs  des  réduites 
de  la  fonction  e''. 

On  appelle,  comme  on  le  sait,  réduite  de  rang  n  de  la 
fonction  e'  une  fraction 

FÎT] 

dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes  de  degré  n  tels 
que  le  développement  de  cette  fraction  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  coïncide,  jusqu'au  terme  du 
degré  2/i  inclusivement,  avec  le  développement  dee"^  ('  ); 
on  peut  poser,  par  conséquent, 

F(.r)e'r=<l)(j:)  +  R, 

R  désignant  une  série  ordonnée  suivatit  les  puissances 
croissantes  de  x  et  commençant  par  un  ternie  de  l'ordre 
dex^"+K 


{')  Sur  ces  réduites,  z>oir  notamment  le  Mémoire  de  M.  Hermite.  Sur 
la  /onction  exponentielle,  p.  .\. 


(  '04  ) 

Ou  a  d'ailleurs 

1.2.  '  '  ' 

en  sorle  que  le  polynôme  F{jc]  ne  présente  que  des 
variations;  par  suite,  l'équation 

F(x)  =  o 

ne  peut  avoir  que  des  raeines  positives. 

Le  polynôme  ^(x  ),  étant  égal  à  F(  —  x),  ne  présente 
que  des  permanences.  J'observe  maintenant  que  la  série 
R  satisfait  à  l'équation  différentielle 

dx-  '  ax 

Cette  série  est  de  la  forme 

y  A     -r"' 

où  m  doit  prendre  toutes  les  valeurs  entières  depuis 
o>n-\-  I  jusqu'à  l'infini.  En  substituant  cette  expression 
dans  l'équation  différentielle,  on  voit  aisément  que  l'on 
a  identiquement 

lm[ni  —  I 'A^n-r"-'  —  Im  A„,[.r"'  ^  2nx""^*]  -i-  nlAnX'"  =  o, 

d'où  la  relation  suivante  : 

■Am-M  - 

La  fraction 


[m  —  an]  [m  -\-  i] 

étant  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures 
à  2  7/,  on  en  conclut  que  tous  les  ternies  de  la  série  R  ont 
le  même  signe. 

Par  suite,  le  polynôme  4>(x)  et  la  série  R  n'ayant  que 


{     I03     ) 

des  permanences,  on  voit  que  le  développement  de 
e'^F^x)  présente  au  plus  une  seule  variation;  réquation 

e'F{x)  =  o, 

qui  a  les  mêmes  racines  que  l'équation  F(x)  =  o  et  dont 
le  développement  est  d'ailleurs  convergent  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  variable,  a  donc,  en  vertu  de  la  règle 
des  signes  de  Descartes,  une  racine  positive  au  plus;  \é- 
quation  F(x)  =  o  ne  peut  avoir  du  reste  que  des  racines 
positives. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si  le  nombre  ii  est  pair,  V équation  F(.r)  =  o  a  toutes 
ses  racines  imaginaires. 

Si  ce  nombre  est  impair,  elle  a  une  seule  racine 
réelle. 


KOTE  SIR  LA  SÉRIE  DE  TAYLOR; 

Par  m.   E.  AMIGUES, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  iNiines. 


M.  Jules  Kœnig  a  déduit  des  propriétés  élémentaires 
des  séries  une  démonstration  nouvelle  de  la  formule  de 
Taylor  (*).  On  peut,  en  partant  du  même  principe,  don- 
ner une  démonstration  encore  plus  simple. 

Ou  sait  que  pour  tout  polynôme  de  degré  m^fi^x), 
on  a 

h  h"* 

/^x  +  /0=/(.r]+-/'(x)+...H /('")(,r). 

1  I  . 2  .  .  .  /« 


(')  .\ouveltes  annales  de  Mathcmntiqties,    187/1. 


(   'o6  ) 
Celte  formule   remarquable   c<juduit   tout  naturelle- 
ment à  étudier  la  série  suivante 

(I)  /(..j  +  ^/'(.,)  +  iL/''(^)_H..., 

dans  laquelley(.r)  est  une  fouclion  quelconque. 

Cette  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de 
h  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ne  rendent  infinie 
aucune  des  quantités  f[x)^f'[x)^f"[x)^  .... 

Cette  convergence  se  déduit  a  fortiori  de  la  conver- 
gence de  la  série  suivante 

RU-  -  MH M  H I\I  + .  .  . , 

I  1.2  I  . 2 . O 

dans  laquelle   h'  représente  la  valeur  absolue  de  h   et  M 

le;  plus  grande  valeur  absolue  desquanlitésy(x),y  (a:), 

/'(x),.... 

La  série  convergente  (i)  est  une  fonction  de  x  et  de  /z, 

et  il  est  visible  que  cette  fonction  a  même  dérivée  par 

rapport  à  a:  et  par  rapport  à  h.  Or  toute  fonction/,  [x^h] 

qui  a  cette  propriété  est  de  la  forme  6[x  -î-  h). 

En  elfet,  soit 

X  -]-  /i  =  u; 
on  a  alors 

X  (  .r,  A  )  =  X  (  JT.  «  —  or  )  =  il;  (  X,  M  )  =  •]<  (  JT,  a-  H-  /j  ) . 

Exprimant  alors  que  ^  {x,x  -h  h)  a\a.  même  dérivée 
par  rapport  à  x  que  par  rapport  à  h,  on  a 

^!;'.,. [x,x  -\-  /i]  +  -^[.^h  {x,x-t-h)  =  -l,'^^^  [x,x-h/i) 

ou,  en  réduisant, 

•^'j,  (x,  x-T-  /i)  =  o. 

Donc  la  fonction  <|>  ne  contient  x  que  par  la  somme 
X  -h  h. 

On  a  ainsi   pour  faire  la  somme  de  la  série  (i)  la  for- 


mule 

I  1.2 

Cette  égalité  ayant  lieu  pour  A  =  o  et  pour  toute 
valeur  de  x,  on  voit  que  la  forme  ^  n'est  autre  que  la 
forme  y,  d'où  la  formule  de  Tayior 

Nous  ferons  remarquer  en  premier  lieu  que  la  démons- 
tration précédente  s'étend  au  cas  où  h  et  x  ont  des  va- 
leurs imaginaires.  Seulement,  dans  ce  cas,  h'  représente 
le  module  de  h  et  M  le  plus  erand  module  des  quantités 
f{x),f{x),f"(x),.... 

En  outre,  cette  démonstration,  comme  celle  de 
M.  Kœnig,  offre  cet  avantage  quelle  permet  de  dévelop- 
per les  fonctions  en  série  en  évitant  la  fastidieuse  discus- 
sion du  reste. 

Néanmoins,  comme  la  forme  du  reste  est  utile  dans 
certaines  questions,  notamment  dans  l'étude  de  la  réso- 
lution numérique  des  équations  par  la  méthode  de 
Newton,  il  importe  de  compléter  ces  démonstrations  et 
toutes  celles  c[ui  leur  seraient  analogues. 

A  cet  effet,  désignons  par  A  une  quantité  quelconque  et 
par  ©  [h]  une  fonction  arbitraire  de  /j,  assujettie  à  cette 
condition  que  ©  (o  )  =  o. 

On  a  évidemment 

!  h" 

2'\  1  H /(")i'.r)-i- A-B^A) 

'         i  I ."?,...  rt 


-f- 


—  Ao   h]^ /("+') -.r 

|_  *   '      '  I  .  2  ...     «  -I-   I  ^       ' 


(    'oS  ) 
Déterminons  A   de    façon  que  la  seconde   partie    du 
second  membre  soit  nulle,  c'est-à-dire  par  l'équation 


(3; 


Si,  dans  le  second  membre  de  celte  équation,  on  rem- 
place X  par  z  et  h  par  x  -h  h  —  z,  ce  second  membre, 
sans  cesser  d'être  une  série  convergenle,  devient  une 
fonction  de  z  que  nous  désignerons  par  F[z).  On  a  donc 


^  '  '^  '     1.2...  «  +  ir         ' 


1.2. 


11  est  maintenant  visible  que  F(a:)=o,  d'après 
l'équation  (3),  qui  définit  A  ;  et  aussi  queF(j:  -f-  h)  =  o, 
puisqu'on  suppose  9(0)  :=  o.  Donc,  quand  z  varie  de  x 
k  X  -h  h,  la  fonction  F  (z)  ne  peut  être  ni  toujours  crois- 
sante ni  toujours  décroissante  :  donc  la  fonction  F'(z) 
ne  peut  être,  entre  ces  limites,  ni  toujours  positive  ni 
toujours  négative.  Cette  dérivée  est  très  simple  : 

(4)      F'[z]  =  A^'[a:  -\-h  —  z]  —  i^"^  ^  ~  "^  V""^'  (z)> 

Supposons  que  les  fonctions  (J '^x  ~\- h  —  z)  et 
y(n+i)^2;)  soient  continues  quand  z  varie  àe  x  k  x  -\-h. 
Alors  la  fonction  F' (2)  est  aussi  continue  entre  ces 
limites,  et,  comme  elle  n'y  garde  pas  le  même  signe,  elle 
doit  s'annuler  pour 

z  =  ,7;+9/i      (o<9<;ij. 

Ecrivant  que  la    valeur    (4)   de  F'(z)  s'annule   pour 


(   ï«9  ) 
celle  valeur  parliculière  de  z,  on  oblient 

h'''\~  9]" 

o  =  A(p'[A(i-0)] ^ ^/(«+')(j:+e/,), 

ce  qui  donne  une  valeur  de  A  sous  forme  finie,  mais  avec 
une  quanlilé  Q  dont  on  ne  connaît  que  les  limites. 

La  formule  (2)  devient  alors,  en  y  porlantcetle  valeur 
de  A  et  en  remarquant  que  la  seconde  partie  du  second 
membre  est  nulle, 

/(a'-f-  A)=/(^)-f--/'(.r)  +  .  .  .  +  —/1— /(")(..) 

/("+')  (x-i-B h). 


^'  [^  (  I  —  (9  )]    1  . 2 .  .  .  « 


Cette  forme  du  reste  est  ti'ès  générale,  puisqu'elle  con- 
tient une  fonction  arbitraire  (^{y)  qui  n'est  assujettie 
qu'à  deux  conditions,  savoir  :  que  (ji(o)  soit  nulle  et  que 
9'{y)  l'esté  continue  quand  y  varie  entre  o  et  /?.  Cette 
forme  n'est  point  nouvelle;  M.  Bourgel  l'a  obtenue  par 
un  calcul  différent  de  celui  qui  précède  ('). 

La  fonction  Q)(A)  =  /i'  satisfait  aux  conditions  pres- 
crites, pourvu  que  i  soit  un  entier  supérieur  à  o.  On 
oblient  ainsi  la  forme  classique  du  reste 

f[x-hh)  =  f(x]-h...^ ^^ /(">(.r) 

'  I . 2 ...  « 

+  1  — 11!L!_  (i_9;«-'+i/:«+o(x  +  e/i]. 
/  1 . 2 . . .  rt  ^ 

Enfin,  pour  i  =  i  on  a  la  forme  de  Cauchy  et  pour 
i  =  n  -^  i  on  a  la  forme  de  Lagrange. 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1870. 


(  IIP  ) 

SLR  LA  TRANSFORMATION  DU  RÉTERMINANT  RE  M.  SYLYESTER 
ENCELlIRECAllCHY; 

Par   m.   Ch.   BIEHLER. 


Lorsqu'on  a  deux  équations,  l'uney(x)=o  de  de- 
gré m,  l'autre  cp(.r)  =  o  de  degré  p  (nous  supposerons 
p  <^  m),  savoir 

(i)  /(.r)  =r  A„j;"'H-  A,j:'"-'  +  .  ..-+-  A„=o, 

(2)  f^[.T)  =Bo.tP  +B,.r/'-'  -h.  ..+  B^  =  o, 

on  peut  exprimer  sous  deux  formes  différentes  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces  deux  équa- 
tions aient  une  racine  commune. 

L'une  d'elles,  due  à  M.  SNlvester,  s'obtient,  comme 
l'on  sait,  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  d'ordre  m~\-  p 
du  système  des  m  -+-  p  équations 

xP-^/[x]  =z  o,     x"'-'(f(x)  =0, 
xP~''f[x)=:zo,     j:'"~*(j>  (  .r)  =  o, 


.r/(.r)=0,  xa)(x)=0, 

considérées  comme    linéaires   en    a'"+''~%  a'"'^''"',  ..., 
a?,  x\ 

La  seconde  a  été  donnée  par  Cauchy  :  elle  s'obtient 
en  égalant  à  zéro  un  déterminant  d'ordre  m  que  l'on 
forme  comme  il  suit.  On  considère  les/?  équations 

/  An.ri^-'  +  A,.ri^-=  -1-  ...  H-  A^_, 


•■IX-HI  ■ 


qu'on  obtient  en  donnant  à  [t.  les  p  valeurs  m  — p  -+-  1, 
ui  —  /)  4-2,  .  .  . ,  w  —  I,  An  5  on  ajoute  à  ces  p  équations 


(  'ÏI  ) 

de  degré  m  —  i  an  x  les  m  — jj  suivantes, 

j:"'-/'-'ep(.z-)  =  o, 
x'"-P-'^a\x\  =  O, 


X^[x)  =  O, 
is[x)  =  O, 

et  l'on  égale  à  zéro  le  déterminant  du  système  de  ces  m 
équations  considérées  comme  linéaires  en  o:'""*,  j:'"~*, ..., 

Si  l'on  désigne,  d'une  manière  générale,  par/Ji  et  (^.^ 
les  polynômes 

/(,=  AoA-!^-h  A,.rl^-'  +  .  .  .-4- Ap,, 

l'équation  (3)  pourra  s'écrire 


ou  bien 


fH-i  ■"|A+/>- 


par  suite 

(4)  f^^,r^[x)—^^_J[x)  =  0. 

SoitG|i,v  le  coefficient  de  x"'~''  dans  cette  équation  ;  on 
aura 

/^_, <?(:?)  —  cp^,_,/(.r)  =  Gj.,,.r™-'  4-  Gi,,.x'"-»  +  .  .  . 
-t-  G„i,v-^'"'~''+ . . .  +  Gn,„. 
Le  déterminant  de  Cauchy  sera  donc 


\Jm—p-\-\,\        yJm—p+\,t 


1 

G„., 

Bo 

B. 

o 

B, 

o 

o 

VJm— /)-(  i.n 
vf  m— Il -1-2./] 


B^_i 


o 
B„ 


Nous  allons  déniunlror  que  ce  délermiiiaal  est  iden- 
lique,  à  urj  facteur  nuaiérique  près,  à  celui  de  M.  Syl- 
vesler,  savoir 


A, 

A, 

A, 

o 

Ao 

A, 

o 

o 

Ao 
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o 

B„ 

B, 

o 

B„ 
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o           .  .  . 
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o          .  .  . 
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'm— I 
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B. 


o 
o 

B. 


p-i      "p   I 

Ce  déterminant  renferme  les  coefficients  A  dans  ses 
p  premières  lignes  et  les  coefficients  B  dans  les  m  der- 
nières. 

Pour  opérer  la  transformation  de  ce  déterminant  en 
celui  de  Cauchy,  remplaçons  les  élémenls  de  la 
(p  -h  i)'^"«  ligne  de  A,  savoir 

Bo,  B|,    .  .  .,  B^,  o,   o,    . .  .,   o,  o, 

par  les  sommes  que  l'on  obtient  en  ajoutant  entre  eux 
les  élémenls  d'une  même  colonnede  A,  après  avoir'mul- 
liplié  les  éléments  des  lignes  successives  respectivement 
par 

rJoi  t!| ,    ■  •  •  y  "p-  t-:    Aoj   A| ,    •  •  ■  y    Am_i  ^ 

les  sommes  obtenues  sont  évidemment  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  x  dans  la  fonction 

/m_,  7  ^^  )   «Çm-l/i  -^  ]  ■ 

On  sait  que  cette  fonction  n'est  que  de  degré  //.'  —  i  et 
que  l'on  a 

/m-^<f{■■^]  —  ?m--,/[-^;  =  G„.,.r"'-'  -h  G„,,,x"'-'-4- . .  .  +  G,„,„; 


(  ï'3  ) 
les  éléments  de  la  [p  4-  i)'^"®  ligne  deviennent  donc,  par 
cette  transformation, 

0,0,0,      .  .  .  ,     O,     Cjm,t>     'Jm.S»      •  •  •  >    yJm,m- 

La  substitution  de  ces  éléments  à  la  place  de  ceux  de 
la  {p  +  i)'^™*  ligne  de  A  a  eu  pour  effet  de  multiplier  le 
déterminant  A  par  Aq. 

Laissant  actuellement  intacts  les  éléments  de  la  pre- 
mière et  de  la  [p  -+- 1)"^""^  ligne,  multiplions  ceux  de  la 
deuxième,  troisième,  .  .  .,  p"'™^  respectivement  par 

ceux  de  la  {p  -f-  2)'^°^%  {p  +  3)'^"'%  ...,(/>-!-  m)'"^'>  res- 
pectivement par 

Ao)    Al,     •  •  •  >    Am— j> 

et  remplaçons  les  éléments  de  la  [p  -f-  2)'®°®  ligne  de  A 
parles  sommes  qu'on  obtient  en  ajoutant  par  colonnes  les 
éléments  ainsi  modifiés  j  ces  sommes  sont  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  x  dans  la  fonciion 

/„_2<î)fx)  —  ç„,_,/(.r), 
qui  est  égale  à 

Cette  substitution  a  encore  pour  effet  de  multiplier  A 
par  Ao. 

En  laissant  maintenant  intacts  les  éléments  des  deux 
premières  lignes  et  ceux  de  la  [p -\- 1)'^^°  et  de  la 
{p  -+-  2)'®"®,  multiplions  ceux  des  troisième,  quatrième, 
cinquième,  . .  .,  /?'*"  rangées  respectivement  par  —  Bo, 
—  Bi,...,  —  Bp_3,  ceux  des  (p -1-3)'^'"%  ...,  (;>  +  m)'^"« 
par  -f-Ao,  A,,  .  ,  .,  A,„_3,  et  ajoutons  les  éléments  mo- 
difiés par  colonnes  ;  on  obtient  les  éléments 

0,0,      .  .  .  ,     o,     Gm-î,i,     Gm_j,2,      .  .  .,     Gm—J.m- 
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(  '14  ) 
Après     p     opéralions     analogues,     les      (/) -h  i)'*'^", 
[p  4-  a)'*""'",  .  .  . ,  (2  pY""''  rangées  de  A  auront  été  rem- 
placées par 

O,    0,0,      .  .  .  ,     O,     G„,,.,  Gm,l,  •••»     Gffl,m, 

O,     O,     O,      ...,     O,     G„;_,_i,  Gm-1.2,  ...,     Ga,_,.„,, 

0,0,0,      .   .  .  ,     O,     yjm—p+i.if     'J/n— /J4-l,2)     •  •  •>     vJm— /^-+-l.w 

Les  m  —  p  dernières  rangées  de   A  n'auront  pas  varié, 
et  A  aura  été  multiplié  par  A^  5  on  aura  donc 

Ao  At    .  .  .    .        An,  o  00.  n  o 

o    Ao    .  .  .    .      A„,_i  A,„  o  o      .  o  o 


A':  A 


o  o 

o  o 

o  o 

o  o 

o  o 

o  o 


Ao 

o         v.T,„_|  Gni_2 

O        Gm_i^i         Gni_i,2 


Am—f  A/ii 

^''m— l,m  — I  Gm — i, 


O  \Jm—p+\,i    vJ/n — p+1,2 

O        B„ 
o        o 

.    o         o 


•  •       vJm — p+\,m  —  {     *J/H — p+i,m 


B,         .    B^    o 


B. 


.    B„ 


.    Bo 


Si  l'on  supprime  de  part  et  d'auire  le  facteur  A{,',  il 
viendra 


Gm,i 
^m— 1,1 


— p+1,1 

B. 


vJ  m —  I . 


— /'+1,2 

B, 
Bo 


G„,,oi 
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B„_,     Bc 


o         B„ 


(   ii5  ) 
Le  second  membre  est  identique  au  déterminant  de 

Cauchy,  abstraction  faite  du  facteur  ( —  i)     ^ 

Si  donc  on  désigne  par  A^  le  déterminant  de  Caucliy, 
on  aura 

A=:(-l)         '        A,. 

IVf.  Ventéjol,  dans  un  Mémoire  sur  l'élimination 
(i5  février  1877),  a  donné  une  métliode  pour  opérei- 
cette  transformation.  M.  Ventéjol  effectue  la  transfor- 
mation sur  un  exemple  particulier,  ce  qui  ne  montre 
peut-être  pas  assez  la  généralité  de  la  proposition 5  il  m'a 
paru  intéressant  de  donner  une  démonstration  générale, 
qui  met  mieux  en  évidence  le  principe  de  la  méthode. 


SDR  LA  COMPOSITION  DES  FORCES  DANS  LE  PLAN; 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE, 
Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Fontanes. 


3e  me  propose  de  développer  dans  cette  Note  uue  mé- 
thode nouvelle  pour  établir  la  composition  des  forces 
dans  le  plan. 

Celte  méthode  a  l'avantage  d'être  plus  générale  que  la 
méthode  ordinaire,  en  ce  sens  qu'elle  rattache  directe- 
ment la  composition  des  forces  parallèles  à  celle  des 
forces  quelconques  sans  qu'il  soit  besoin  de  recourir  à 
une  démonstration  spéciale.  Elle  met  de  plus  en  évi- 
dence l'existence  d'un  point  remarquable  jouant  par  rap- 
port aux  forces  quelconques  dans  le  plan  le  rôle  que 
remplit  le  centre  des  forces  parallèles  par  rapport  à 
celles-ci. 


(  "6  ) 

Je  dois  ajouler  que,  dans  ce  qui  suit,  j'admets  comme 
connue  la  composition  de  deux  forces  concourantes,  que 
je  prends  pour  point  de  départ  et  que  je  fais  immédiate- 
ment suivre  du  lliéorème  que  voici  : 

Théouème.  —  Si  Von  considère  dans  un  plan  deux 
forces  appliquées  en  des  points  quelconques,  et  quon 
fasse  tourner  ces  Jorces  d'angles  égaux  et  de  même 
sens  autour  de  leurs  points  d'application  : 

1°  Le  point  de  concours  de  leurs  directions  décrit 
uJie  circonférence  ; 

2°  La  direction  de  la  résultante  passe  par  un  point 
fixe  de  cette  circonférence  ,• 

3''  Cette  direction  tourne  du  même  angle  que  les 
composantes. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  assez  simple  pour 
que  je  n'aie  pas  besoin  de  la  donner  ici. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  théorème  que,  si  l'on 
prend  constamment  pour  point  d'application  de  la  résul- 
tante un  point  de  sa  direction,  fixe  par  rapport  au  point 
de  concours  des  directions  des  composantes,  ce  point 
d'application  se  mourra  sur  un  limaçon  de  Pascal, 

Centre  de  composition.  —  Comme  nous  pouvons 
prendre  pour  point  d'application  de  la  résultante  des 
deux  forces  un  point  quelconque  de  sa  direction,  nous  con- 
sidérerons cette  résultanle  comme  constamment  appli- 
quée au  point  de  sa  direction  qui  reste  fixe,  lorsqu'on  fait 
tourner  les  composantes  d'angles  égaux  et  de  même  sens. 
Nous  appellerons  ce  point  le  centre  de  composition  des 
deux  forces. 

Pour  définir  géométriquement  la  position  de  ce  point, 
considérons  dans  un  plan  deux  forces  F  et  F'  appliquées 
aux  points   A  et  A'  et  dont  les  directions  se  coupent  en 


D,  et  soit  C  le  centre  de  composition  de  ces  deux  forces  ; 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ce  point  se  trouve  sur  la 
circonférence  circonscrite  au  triangle  AA'D.  De  plus, 
on  a 
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Le  point  C  se  trouve  ainsi  déterminé  géométrique- 
ment. 

Considérons  maintenant,  dans  un  plan,  un  nombre 
quelconque  de  forces  Fi,  Fg, .  .  .,F„,  respeclivemenf  ap- 
pliquées aux  points  Aj,  A»,  .  .  .,A„.  jNous  composerons 
les  forces  Fj  et  F»  en  la  force  Pii  appliquée  au  centre 
de  composition  de  ces  deux  forces,  puis  Rj  et  F3  en  la 
force  Rg  appliquée  en  leur  centre  de  composition  ,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'àR„_o,  qui,  composée  avec  F„,  donne 
la  résultante  totale  R  du  système  de  forces  considéré, 
appliquée  au  centre  décomposition  de  R„_2  etF„.  Si  l'on 
fait  tourner  toutes  les  forces  d'angles  égaux  et  de  même 
sens  autour  de  leurs  points  d'application,  Rj  tournera 
du  même  angle  autour  de  son  point  d'application;  par 
suite,  R,  aussi  ;  et  de  même  pour  les  autres,  jusqu'à  R. 

Si  Ton  opère  la  composition  des  n  foicesde  toute  autre 
façon,  on  voit,  eu  faisant  tourner  les  diverses  forces 
d'angles  égaux  autour  de  leurs  points  d'application,  que 
la  résultante  totale  R  tourne  aussi  de  cet  angle  autour  de 
son  point  d'application,  en  sorte  que  la  résultante 
unique  R  tourne  séparément  autour  des  divers  points 
d'application  obtenus  en  prenant  les  forces  dans  des 
ordres  dilTérents,  ce  qui  exige  que  tous  ces  points  coin- 


(  "8) 
cident  -,    c'est   ce  point   unique    que  nous    appellerons 
centre  de  composition  des  forces  quelconques  consi- 
dérées, et  nous  dirons  : 

Lorsqii  on  fait  tourner  un  nombre  quelconque  de 
forces  situées  dans  un  plan,  d^  angles  égaux  et  de  même 
sens  autour  de  leurs  points  d'application,  la  résultante 
de  ces  forces  tourne  du  même  angle  autour  du  centre 
de  compositiofi  du  système. 

Composition  des  forces  parallèles.  —  Considérons 
deux  forces  parallèles  et  de  même  sens  F  et  F'  appliquées 
aux  points  A  et  A',  Composons  ces  forces  en  les  consi- 
dérant comme  des  forces  quelconques.  La  direction  de  la 
résultante  passant  par  le  point  de  concours  des  directions 
des  deux  forces,  qui,  dans  ce  cas,  est  à  l'infini,  est  paral- 
lèle à  ces  directions. 

Déplus,  il  résulte  de  la  composition  des  forces  quel- 
conques qu'on  a  en  grandeur  la  résultante  de  deux 
forces,  en  appliquant  en  un  point  quelconque  des  forces 
égales  et  parallèles  aux  proposées,  et  en  les  composant. 
Cette  remarque,  appliquée  aux  forces  parallèles  F  et  F', 
monti^e  que  la  grandeur  de  la  résultante  est  égale  à  la 
somme  des  grandeurs  des  composantes. 

Pour  avoir  maintenant  le  point  d'application  de  cette 
résultante,  cherchons  le  centre  de  composition  de  F  et 
de  F'.  La  circonférence  circonscrite  au  triangle  formé 
par  les  points  d'application  et  le  point  de  concours  des 
directions  se  réduit,  dans  le  cas  considéré,  à  la  droite 
AA'  et  à  la  droite  à  l'infini  du  plan.  Le  centre  cherché 
est  donc  sur  A  A'  et  sa  position  sur  cette  droite  est  définie 
par  la  relation  établie  plus  haut 

corde  A' C  __  F 

ï —  — /  ' 

corde  AC         F 
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c  esl-à-diie 

A'C_  F 

ÂC  "F' 

qui  est  bien  la  relation  connue. 

On  passe  de  là  à  la  composition  des  forces  parallèles 
et  de  sens  contraires  par  le  procédé  connu. 

Puis  on  compose  un  nombre  quelconque  de  forces  pa- 
jallèles  et  de  même  sens,  dans  un  plan,  en  remarquant 
(lue  le  centre  de  ces  forces  parallèles  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier du  centre  de  composition  des  forces  quelconques. 

Centre  de  composition  d'un  système  de  points.  — 
Le  point  auquel  Moebius  a  donné  le  nom  de  harycentre 
d'un  système  de  points  Aj,  Ag, .  .  . ,  A„  alfectés  des  coef- 
ficients ^1,  ^25  '  '  ••)Pn n'est  autre  que  le  centre  des  forces 
parallèles  appliquées  aux  points  Aj,  A,.  •  •  .,  A„  et  ayant 
des  grandeurs  proportionnelles  à  p^^,  p^,  .  .  . ,  p„. 

Le  principe  qui  fait  le  fond  de  cette  Note  conduit  dès 
iors  à  la  généralisation  suivante  de  la  notion  de  bary- 
oentre  : 

Psous  appellerons  centre  de  composition  d'un  système 
de  points  Ai,  Aa,  .  .  . ,  A,i  d'un  plan,  affectés  respective- 
ment des  coefficients  linéaires  p^,  p^^ .  .  .  ,/?„  et  des  coef- 
ficients angulaires  «i,  «ai  •  •  •?  <5:„,  le  centre  de  composi- 
tion du  système  des  forces  appliquées  aux  points  Ai, 
Ao,  .  .  .,A„,  ayant  des  grandeurs  proportionnelles  à/?,, 
Pti  •  •  'tPn  et  dont  les  directions  fassent  avec  une  droite 
fixe  du  plan  des  angles,  comptés  dans  le  même  sens,  res- 
pectivement égaux  à  a-i,  «35  •  •  '•>  ^n- 

Tous  ces  angles  doivent  être  rapportés  à  une  même 
droite  du  plan,  mais  celte  droite  est  d'ailleurs  arbitraire; 
car  on  voit  facilement  que  passer  d'une  position  de  celte 
droite  à  une  autre  revient  à  faire  tourner  d'angles  égaux 
autour  de  bnirs  points  d'application  les  forces  qui  déO  - 
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iiissenl  la  position  du  centre  de  composition,  de  telle 
sorte  que  ce  centre  ne  varie  pas. 

Pour  la  même  raison,  le  centre  de  composition  ne 
change  pas  lorsqu'on  donne  aux  coefficients  «i,  «2,  .  .  ., 
oc„  des  accroissements  égaux. 

Lorsque  «j  =  «g  =  •  •  •  =  or„,  le  centre  de  composition 
devient  lebarycentre  des  points  considérés. 


démo:îstration  géométrioue  dine  propriété  des  foyers 
extérieirs  al]  pl4n  dine  conique  5 

Par  m.   E.  G., 

Ancien  élève  du  lycée  de  Reims. 


On  sait  que  du  foyer  d'une  conique  on  voit  sous  un 
angle  constant  la  portion  d'une  tangente  mobile  inter- 
ceptée par  deux  tangentes  fixes.  On  peut  se  demander  si 
celte  propriété  n'appartient  pas  aussi  aux  foyers  exté- 
rieurs au  plan  de  la  conique. 

Cherchons  donc,  étant  donnée  une  conique  dans  un 
plan,  quels  sont  les  points  de  l'espace  d'où  l'on  voit  sous 
un  angle  constant  la  portion  d'une  tangente  mobile  in- 
terceptée par  deux  tangentes  fixes. 

Je  rappellerai  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Quand  on  fait  coïncider  deux  plans  en  faisant  tour- 
ner V un  d'eux  autour  de  leur  intersection^  les  points 
circulaires  à  V infini  des  deux  plans  vienjiejit  coïncider. 

Il  suffit  pour  s'en  rendre  compte  de  considérer  un 
cercle  dans  chacun  des  deux  plans. 

Cela  posé,  soient  une  conique  ^,  deux  tangentes  fixes  A 
et  B,  et  un  point  S  de  l'espace  satisfaisant  à  la  condition 
énoncée. 


(  ^'^^  ) 

Considérons  une   tangente  quelconque  ab.  Tous  les 

Fig.  I. 


plans  tels  que  Sab  enveloppent  un  cône  S2  ayant  la  co- 
nique pour  base  et  le  point  S  pour  sommet. 

Rabattons  tous  ces  plans  sur  l'un  d'eux,  sur  le  plan  SA 
par  exemple,  par  une  rotation  autour  de  leur  intersec- 
tion, telle  que  Sa  avec  ce  plan. 

Nous  aurons  dans  le  plan  SA  deux  faisceaux  homogra- 
phiques  engendrés  par  un  angle  constant  aSb  tournant 
autour  de  son  sommet.  Les  rayons  doubles  de  ces  fais- 
ceaux seront  donc  les  droites  isotropes  issues  du  point  S 
dans  le  plan  SA.  Or  les  rayons  doubles  correspondent  au 
cas  où  la  droite  ab  [fig.  2)  passe  par  le  point  S,  et,  dans 

Fig.  j. 


ce  cas,  ab  se  confond  avec  ce  rayon  double,  qui  n'est 
autre  lui-même  que  la  génératrice  correspondante  S  m 
du  cône  S2.  Il  en  résulte  que,  dans  le  cas  qui  nous  oc- 
cupe,  la  droite  ab   sera  perpendiculaire  à   la  généra- 
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irite  Sm,  puisque  les  droites  isotropes  jouissent  de  la 
propriété  d'être  perpendiculaires  à  elles-mêmes. 


LIEU  DES  POINTS  DE  RENCONTRE  DES  TANGENTES  COMMUNES 
A  UNE  COiMQUE  ET  A  UN  CERCLE; 

Par  le  p.  le  COINTE,  S.  J. 


Par  deux  points  donnés  sur  une  conique,  on  fait 
passer  une  circonférence  quelconque  'variable,  puis 
on  mène  à  ces  deux  courbes  des  ta?igentes  communes  : 
ti  buver  le  lieu  géométrique  des  points  de  rencontre 
de  ces  tangentes  considérées  deux  à  deux. 

Celte  question  a  été  traitée  à  diverses  reprises  dans  les 
Nouvelles  annales  de  Mathématiques  (^),  mais  les  géo- 
mètres qui  s'en  sont  occupés  l'ont  toujours  résolue  en 
admettant  que  les  deux  tangentes  communes  dont  on  de- 
mande le  lieu  du  point  de  rencontre  sont  choisies  de  telle 
sorte  que  leurs  deux  cordes  de  contact  avec  la  conique 
donnée  et  avec  le  cercle  variable  concourent  en  un  même 
point  de  la  droite  joignant  les  deux  points  donnés  sur 
cette  conique.  Comme  cette  hypothèse  ne  se  réalise  qu'au- 
tant que  Ton  fait  un  choix  convenable  des  deux  tangentes 
considérées  parmi  les  quatre  tangentes  communes  à  la 
conique  et  au  cercle,  les  solutions  susdites  sont  incom- 
plètes et  ne  nous  paraissent  nullement  répondre  au  désir 
exprimé  autiefois  par  Terquem  (-). 

(')  2^  série,  t.  II,  p.  481  (année  i863),  solution  de  MM.  Mister  et  Neii- 
bcig.  ^  1*"  série,  l.  III,  p.  49  (année  i86'|),  solution  de  M.  P.  Serrel. 
—  2°  série,  t.  XII,  p.  2.3  (année  1873),  solution  de  M.  Doucct.  —  2"  série, 
t.  XIX,  p.  91  (année  1880  ),  solution  de  M.  I\Iacé  de  Lépinay. 

(')  Nouvelles  Annales,  i"  série,  t.  X,  p.  .')  1  1 . 


(  1^3  ) 

La  manière  dont  nous  allons  présenter  la  solution  de 
la  question  nous  semble  ne  rien  laisser  à  désirer. 

Solution.  —  Désignons  par  S  la  conique  donnée,  par  A 
et  B  les*deux  points  donnés  sur  cette  conique  et  par  F 
la  circonférence  vaiiable  passant  par  ces  deux  points. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  tracée  par  les  deux 

FJK.    I. 


points  A  et  B,  et  pour  axe  des  j  la  perpendiculaire  à 
cette  droite  menée  par  le  point  O,  milieu  de  la  dis- 
tance AB. 

Si  ion  pose  OA  =  OB  = /^,  les  équations  des  deux 
courbes  S  et  F  peuvent  s'écrire  respectivement 

(S)  x'  -^  2Bj:J  -f-  Cj'  -f-  2.Ej  —  p'  =  O, 

(  r  )  .T^  -\-  y-  —  -zc/y  —  ^-  =  o , 

et,  dans  ces  équations,  tous  les  coefficients  sont  suppo- 
sés donnés,  sauf  d^  qui  est  variable. 

Soient  a,  [j  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu. 

On  sait  que  léquation  des  deux  tangentes  à  S  issues 
de  ce  point  (a,  |i;  est 

■y.-    -  zB-yp  -l-Cji'  -+-9.E3  — /;=)(x'  -\-  2Bxj  -^Cy  -f-  2Ej  —  p- 

—  [(a-f-B3)a:  -^  ^Bx-f-Cp  -f-  E)r  +  (E3  — /J=;V  =  o, 

et  que    l'équation  des  deux  tangentes  à  F  issues  de  ce 


(  '=^4  ) 

même  point  est 

(a»  -f-  |3^  —  2f/[i  —  /?')  (.r'  +  7'  —  idy  —  ;?') 

Comme  ces  deux  couples  de  tangentes  partent  du  même 
point  (a,  (3),  pour  exprimer  que  ces  deux  couples  n'en 
font  qu'un,  il  suffit  d'exprimer  que  les  coefficients  des 
termes  en  x^,  xj  et  7^,  dans  ces  deux  équations,  sont 
respectivement  proportionnels  [^ ).  On  a  ainsi  égalité 
entre  trois  rapports,  ou,  si  l'on  veut,  en  désignant 
par  K  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  on  a  les  trois 
équations 

(i)  (C  — B=)!3M-2E|S— /?=  =  K(p'-  2dp—p'], 

(2)  (B'—  C)ap+  BEp  —  Ea—  Bp'  =  Ku{d—  S), 

(3)  (C  — B=)a'  — 2BEa—  E'  — C/3=  =  K(a^  —p^  —  d'), 

entre  les  indéterminées  K  et  d^ 

Si  l'on  remarque  que  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i)  peut  s'écrire 

-K[p[d-^)-^{dp  +  p^)], 

on  voit  de  suite  qu'en  ajoutant  les  équations  (i)  et  (2), 
après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  seconde 

par  -»  u  vient 

a 
Eap  -h  BEp'  —  p'u  —  Bp'p=—  K'x{dp  -h  p^), 
c'est-à-dire 

(4)  (Ep  — />'j(a  +  Bp)  =-  Ra(rf|i  -+-  p'). 

Nous  substituerons  celte   équation   à  l'équation  (i), 


(')  En  écrivant  que  les  deux  couples  de  tangentes  coupent  l'axe  des  j 
au  même  point,  le  calcul  est  plus  rapide  et  on  obtient  l'équation  (.'|) 
sans  transformation.  Ch.  B. 


(    125  ) 
c'est-à-dire  que  nous  considérerons  le  système  des  trois 

cqualions  (2),  (3)  et  (4). 

Pour  avoir  le  lieu  demandé,  il  suffit  d'éliminer  K  et  iJ 
entre  ces  trois  équations.  En  divisant  les  équations  (2) 
et  (4)  membre  à  membre,  on  aura  une  équation  du  pre- 
naier  degré  en  d  qui  fournira  la  valeur  de  cette  indéter- 
minée en  fonction  des  coordonnées  a,  |S,  et,  portant  cette 
valeur  dans  l'équation  qui  est  le  résultat  des  deux  équa- 
tions (2)  et  (3)  divisées  membre  à  membre,  on  aura 
l'équation  du  lieu,  que  nous  désignerons  ici  par 

(5)  cî>(a,S)  =  0      (•). 

Sans  nous  arrêter  davantage,  pour  le  moment,  à  cette 
équation  générale,  qui  est  du  sixième  degré  en  a,  (3,  nous 
allons  étudier  plus  particulièrement  une  partie  du  lieu 
qu'elle  représente. 

Lorsqu'une  conique  quelconque  2  est  doublement  tan- 
gente à  deux  autres,  que  nous  supposerons  être  S  et  F, 
on  sait  que  les  deux  cordes  de  contact  vont  concourir  en 
un  certain  point  qui  est  le  point  de  rencontre  de  deux 
autres  droites  constituant  un  système  de  sécantes  com- 
munes à  ces  deux  coniques  S  et  F.  Or,  le  couple  des  deux 
tangentes  communes  aux  deux  coniques  S  et  F,  (jue  nous 
avons  considérées  issues  du  point  (a,  (3),  constitue  une 
ligne  du  second  ordre  doublement  tangente  à  ces  deux 
coniques,  et,  par  suite,  nous  pouvons  nous  proposer  de 
chercher  le  lieu  des  points  (a,  |3)  pour  lesquels  les  deux 

(•)  Si  l'on  représente  respectivement  par  M,,  M„  M,  les  premiers 
membres  des  équations  (2),  (3),  (4),  cette  équation  (5)  peut  s'écrire 

a(/3M,-<-M3)[«(/3M,-f-M3)^(y.'-+-fî')M,]-(/>'-f-,3')(Mi-f-/>'M|}, 

et,  dans  cette  équation,  l'expression 

n'est  que  du  second  degré  en  a,  /3.  (f  o/rla  seconde  Note  ci-après.) 


!    iu6  ) 
lignes  de  contact  des  deux  tangentes  coinniunes  issues 
de  chacun  de  ces  points  vont  concourir  en  un  même 
point  de  la  sécante  AB  (axe  des  x)^  connnune  aux  deux 
coniques  S  e/  F  ('). 

Les  équations  des  deux  lignes  de  contact  en  question 
sont  respectivement 

(a4-Bp)^-+  (Ba-4-C,3  +  E)j-!-(E|3— />^)  =  o, 
ax4-  (  p  —  d)y  —  [(F^  -l-/j^)  =  o, 

et,  pour  que  ces  deux  lignes  rencontrent  la  droite  AB, 
c'est-à-dire  l'axe  des  x,  en  un  même  point,  il  faut  et  il 
suffît  que  l'on  ait 

/?'  —  E  fi       d^j  -^  p^ 


a-^BfJ       '          a         ' 

d'où  l'on  tire 

(6) 

d[i     ,    .^-^'^^^-EP) 

'^    '    ^             a  +  Bp      ' 

(7) 

Ea  +  B/>' 

Portant  la  valeur  (6)  de  J/3-f-/j>-  dans  l'équation  (4), 
il  vient 

Maintenant,  si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  K  et  f/dans  l'une  et  l'autre  des  équations  (2)  et  (3), 
et  si,  pour  abréger,  on  désigne  l'expression 

(B'  — C-t-  Oa'+2Ba(S  H- B^S' -1- 2BEa -h  B>» 
par  F(a,  f5),  il  vient  respectivement,  pour  résultais  de 

(')  C'est  la  forme  sous  laquelle  M.  Macé  de  Lépinay  a  résolu  la  ques- 
tion {loc.  cit.). 


(  Ï27  ) 
ces  subslitutions  (  '),  les  deux  équations 

lesquelles  doivent  être  vérifiées  simultanément  par  les 
coordonnées  a,  (3  de  tout  point  du  lieu  cherclié;  d'où  il 
suit  que  les  points  de  ce  lieu  sont  d'abord  tous  les  points 
de  la  conique  représentée  par  l'équation 


(9) 


F(a,  p)=(B=  — C^-i)a^ 

+  2Ba3  ^-  B'p^  -t-  2BEa  4-  B'p'  =  o. 


et,  de  plus,  les  deux  points  fournis  par  le  système  des 

deux  équations 

a.-  —  p-=o,     p  —  o, 

c'est-à-dire  les  deux  points  A  et  B. 

On  se  rend  parfaitement  compte  de  l'existence  de  ces 
deux  points  comme  faisant  partie  du  lieu  en  question 
en  jetant  les  yeux  sur  la  Jig.  i,  où  sont  tracées  les 
deux  tangentes  communes  CD,  CD'  à  la  conique  S  et 
au  cercle  F,  C  et  D  étant  les  points  de  contact  de  la  pre- 
mière et  C,  D'ceux  de  la  seconde.  Si  l'on  fait  varier  le 
cercle  T  de  manière  qu'il  tende  à  devenir  tangent  en  B 
à  la  conique  S,  alors  les  deux  droites  CD  et  CD' tendront 
à  se  confondre  avec  la  tangente  en  B  à  cette  conique,  et 
leur  point  de  rencontre  tendra  lui-même  vers  B  comme 
position  limite.  Quant  aux  deux  cordes  de  contact  CC, 
DD',  elles  tendront  aussi  à  s'identifier  avec  la  tangente 
en  B  à  la  conique  S.  Ainsi  le  point  B  est  bien  un  point 
du  lieu  cherché.  Il  en  est  de  même  du  point  A  ("). 

Relativement  à  l'équation  (9),  comme  tout  système 
de  valeurs  de  a,  [3  qui  vérifient  celte  équation  est  aussi 
une  solution  de  l'équation  (5),  le  premier  membre  de 


(')   P'oir  la  première  Note  ci-après. 

(')  CeUe explication  est  singulièrement  contestable.  Ch.  B. 


(  ^^^  ) 

cette  équation  (9)  doit  être  un  diviseur  de  la  fonc- 
tion 4>(  a, /3),  ce  qui  amène  ainsi  la  décomposition  de 
l'équation  (5)  en  deux  autres,  l'une  du  second  degré, 
qui  est  l'équation  (9),  et  l'autre  du  quatrième  degré. 
Cette  décomposition  sera  donnée  dans  la  seconde  Note 
ci-après. 

La  conique  (9)  se  réduit  à  une  seule  droite,  qui  est 
l'axe  des  y^  si  l'on  a  B  =  o*,  et,  comme  cela  a  lieu  tant 
que  C  est  ^  i,  on  peut  en  conclure  qu'il  en  est  encore 
ainsi  pour  C  =  i  ;  dans  cette  circonstance  la  conique  S 
est  un  cercle. 

Si  B^o,  la  conique  (9)  est  une  ellipse,  une  hyperbole 
ou  une  parabole,  selon  qu'on  a 

B^—  C>  ou  <  ou  =0, 

c'est-à-dire  selon  que  la  conique  S  est  une  hyperbole, 
une  ellipse  ou  une  parabole. 

Pour  que  la  conique  (9)  fût  un  système  de  deux 
droites,  on  devrait  avoir 

(10)  /.'(B'-C)  =  ES 

ce  qui  entraînerait  B^  —  C>>o.Mais  alors  la  conique  (9) 
ne  serait  qu'un  système  de  deux  droites  imaginaires,  ou 
plutôt  elle  seraii  réduite  a  un  seul  point  réel,  et  cela  ne 
peut  avoir  lieu  ici,  car,  si  l'on  pose  B' —  C  =  /%  /"  dé- 
signant une  quantité  positive  quelconque,  l'équation  de 
la  conique  S  devient 

E' 

^'-}-  2Bjc/-i-  (B'— Z')/^-l-2E/ r  =  o> 

c'est-à-dire 

l'[.T  -\-  Bj)'—  (/»j  —  Ej=  =  o. 

Cette  conique  S  serait  donc  elle-même  un  système  de 
deux  droites,  ce  qu'on  ne  suppose  pas  dans  la  question 
traitée  ci-dessus. 


(   »29  ) 
La  relation  (lo)  se  présenterait  si  l'on  avait  p  =  o, 
E  =  o,  ou  bien  C  =  B%  E  =  o  ;  mais,  dans  ces  deux  cas 
la  conique  S  ne  serait  plus  qu'un  système  de  deux  droites. 

PROPRIÉTÉS    RELATIVES    A    LA     CONIQUE    (y). 

I.  La  conique  {9)  et  la  conique  S  sont  homofocales. 
Car,  si  Ion  désigne  par  (t,  y,)  les  coordonnées  d'un  foyrr 
de  la  conique  S  et  pary(.r,7)  le  premier  membre  de 
l'équation  de  cette  conique,  on  a  les  deux  relations 

4{i-c)/i?,.)=./;-^-/;=,    4B/(?,.!)=:yvy;, 

c'est-à-dire 

j  (B^— C)(n^  — P)  — 2BEÇ 

—  sEt]  —  E^  +  /)'(i  —  C)  =  o, 
B'— C)ç«  —  E?  +  BE»3  —  B/>'i=o. 

Or,  on  sait  aussi  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  le  point  (^,  ic)  soit  un  foyer  de  la  co- 
nique (9)  est  que  l'on  ait  les  deux  relations 

4(i-c)f(ç,v,).=  f^=-f:;,    4bf(?,,;)  =  f^f;, 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  ces  deux  relations  ne  sont 
autres  que  les  relations  (1 1).  Donc,  etc. 

II.  La  conique  S  étant  supposée  fixe,  invariable,  tra- 
çons une  corde  quelconque  parallèle  à  la  droite  AB,  et 
soit  j*  =  A  l'équation  de  celte  corde. 

Désignons  par  .r,,, jo  les  coordonnées  du  point  O', 
milieu  de  cette  corde.  L'équation  qui  donne  les  abscisses 
des  points  de  rencontre  A'  et  B'  de  cette  droitej^  =  X  avec 
la  conique  S  est 

j;'+  i^\x  -4-  QV  H-  •2EÀ  — /y'=o, 

et,  par  suite,  on  a  .To  =  —  BX;  d'ailleurs  j^o  =  X. 

Ann.  de  Muc/tém.,  ï"  série,  t.  XIX.  (Mars  i8Sl'.)  9 


(   -30  ) 
Transportons    les    axes  des     cooruoimees    parallèle- 
ment  à    eux-mêmes  en   ce  point  [xo,  j'o)'')   l'équation 
de  la    conique   S   devient,    en  y  faisant  or  =  X  —  B/, 

X'+  9.BXY  +  CY' 

+  2[(C  —  B=)^  +  E]Y-4-  (C  —  B')P-h  ?.E\—p'=o, 

et  par  suite,  si  i  on  résout  la  question  précédente  lelaii- 
vement  à  la  mèmeconiqueSet  en  subsliluantla  cordeA'B 
à  la  corde  AB,  la  conique  qui  correspondra  à  la  conique  (9) 
aura  pour  équation,  par  rapport  au  nouveau  système 
d'axes  de  coordonnées, 

,  I  (B'— C-t- i)X^-f-2BXY-^B'Y' 

'^^'  1       H-2B[(C— B')A  +  EjX-4-B'[;^'  — 2EX  — (C— 6')À-]  =  o. 

Si  l'on  revient  au  système  primitif  d'axes  de  coor- 
données, cette  équation  (12)  se  transforme  en  l'équa- 
tion (9),  d'où  résulte  cette  propriété  que,  relatwement 
au  lieu,  géométrique,  objet  de  la  question  traitée  précé- 
deniinent,  la  partie  de  ce  lieu  consistant  en  la  conique  (9) 
ne  change  pas  si  la  corde  AB  se  déplace  parallèlement 
à  elle-même  dans  la  conique  S  supposée  Jixe,  inva- 
riable, 

III.  Dans  la  conique  S,  considérons  la  corde  AjB,, 
symétrique  de  AB  par  rapport  à  l'axe  focal,  et  traçons 
dans  cette  même  conique  une  corde  quelconque  CD  pa- 
rallèle à  Aj  Bi.  Soit  I  le  point  où  elle  rencontie  AB. 

Désignons  par  S' la  coni(|ue  (9)  et  par  S',  la  nouvelle 
conique  qui  serait  substituée  à  celle-là  si  l'on  remplaçait 
les  deux  points  fixes  A  et  B  par  Aj  et  Bi  on,  ce  qui  re- 
vient au  même  d'après  la  propriété  précédente,  par  C 
et  D.  Je  dis  que  ces  deux  coniques  S'  et  S',  n'en  font 
quune. 


(   '3i  ) 
En  etFet,  la  corde  CD  étant  parallèle  à  A,î3i,   droite 
symétrique  de  AB  par  rapport  à  l'axe  focal,  on  sait  que 

Fisr.  ■>.. 


les  quatre  points  A,  B,  C,  D  appartiennent  à  un  njênie 
cercle  Fj,  et,  comme  cette  corde  CD  a  été  menée  quel- 
conque parallèlement  à  A(Bi,  on  peut  obtenir  ainsi  une 
infinité  de  cercles  Fj,  F3,  .  .  .  telsc(ue  Fj,  passant  cliacun 
par  les  deux  points  A  et  B  et  en  même  temps  par  les 
extrémités  d'une  corde  de  la  conique  S  paiallèle  à  x\iBi. 
Or,  si  nous  considérons  la  conique  S  et  l'un  de  ces  cercles, 
par  exemple  Fi,  AB  et  CD  sont  \n\  système  de  sécantes 
communes  à  ces  deux  courbes,  et  il  y  a  un  couple  de 
tangentes  communes  à  ces  deux  mêmes  courbes  pour  les- 
quelles les  deux  cordes  de  contact  concourent  en  I.  Le 
point  jM  d'intersection  de  ces  deux  tangentes  est  alors  un 
point  de  S'  et  aussi  de  S', .  Ces  deux  coniques  S'  et  S',  se 
trouvent  ainsi  avoir  une  infinité  de  points  communs; 
donc  elles  s(;  confondent. 

Les  deux  dernières  des  trois  propriétés  précédentes 
ont  été  indiquées  par  MM.  Mister  et  Neuberg  et  par 
M.  Macé  de  Lépinay  {^loc.  cit,.)\  mais  leurs  démonstra- 
tions sont  diflérentes  de  celles  que  nous  venons  de 
donner. 


(  i3p.  ) 
Première  Note,  —  Lorsqu'on  poile  les  valeurs  de  K 
et  de  r/ dans  l'équaiion  (3),  il  vient  d'abord 

(B^—  C  +  i)a^-f-  2Ba'p  +  B-a'p'-!-  aBEa^ 

=  (i  —  C)/^-a=  -f-  iBp'^p  +  Byp'  -+-  aBE/j'a  +  B^i 

et,  ajoutant  aux  deux  membresde  cette  dernière  équaiion 
la  quantité  B^/î^a^,  elle  peut  s'écrire 

-!-B-[i2  +  2BEa  +  B'p'Y'yL'  —  p')  =  o. 

Seconde  Note.  —  L'équation  (5)  étant  développée,  si 
l'on  divise  son  premier  membre  par  celui  de  l'équa- 
tion (9),  on  obtient  pour  seconde  équation,  qui  avec  cette 
dernière  représente  les  deux  courbes  constituant  le  lieu 
de  l'équation  (5), 

,,0.     ir=[r-(B^-C)P']a' 

^      '    \         —  ■2B/>=(Eji  —  ;;^)ap  —  (p^+/>')(Ep— /?')'  =  o. 

Relativement  à  la  couibe  du  quatrième  degré,  repré- 
sentée par  cette  dernière  équation  (i3),  nous  nous  bor- 
nerons aux  indications  suivantes  : 

I  **  Si  B"  —  C  est  ^  o,  elle  a  deux  asymptotes  parallèles 
à  l'axe  des  x,  lesquelles  sont  représentées  par  les  équa- 
tions 

V 

et  elle  n'en  a  aucune  autre. 
De  plus,  selon  qu'on  a 

(B^  —  C)/;*  — (C+  i)E>'—  E«<  ou   =  ou  >  o, 

le  point  dont   les  coordonnées  sont  o,  -^  est  un  point 

double  ordinaire,  ou  un  point  de  rebroussement,  ou  un 
point  isolé  de  la  courbe. 
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2°  Si  B^  —  C  est  <^  o,  la  courbe  n'a  pas  d'autres  asym- 
ptotes que  les  deux  droites  représentées  par  les  équations 

nR  plpR  —  BE)  pR  /;(/?R-hBE) 

•^  ~    E  ER  -^  E  ER 

dans  lesquelles  R  désigne  la  racine  carrée  positive  de  la 
quantité  C  —  W . 

3°  Si  B'  —  C  =  o,  elle  n'a  aucune  asymptote  réelle 
située  à  distance  finie. 

4°  Dans  le  cas  de  B^  —  C  ^  o,  le  point  dont  les  coor- 

données  sont  o,  ^-  est  un  point  double  ordinaire  de  la 

courbe. 

5"  La  courbe  rencontre  Taxe  des  x  aux  deux  points  A 
et  B  et  en  aucun  autre  point  réel  (^).  Nous  trouvons  ici 
ces  deux  points  comme  faisant  partie  du  lieu  représenté 
par  l'équation  (i3),  parce  que,  supposant,  par  exemple, 
que  le  cercle  variable  Y  tende  à  devenir  tangent  en  B  à  la 
conique  S,  du  moment  qu'il  n'est  pas  considéré  dans 
cette  position  limite,  les  deux  tangentes  CD  et  C'D'dont 
il  a  été  question  ci-dessus  donnent  toujours  un  point  de 
rencontre  qui  appartient  à  ce  lieu. 


QUELQUES  THÉORÈMES  SUR  LES  TÉTRAÈDRES  DOIVT  LES 
ARÊTES  OPPOSEES  SOIVT  EGALES  DEUX  A  DELX,  ET 
SOLUTION  DE  LA  QLESTION  1272  5 

Par  m.    Em.   LE  MOINE. 


Soit  SABG  le  tétraèdre 

(SA  =  CB  =  «,  SB=  ACz=h,  SC  =  AB  =  c]. 

{')  L'auteur  s'est  imposé    iuutilempnl  la   condition  <]ue  l'axe   des  x 
coupe  la  coi)i(iue  en  deux  points  réels.  Cii.  I^. 
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Soient 

A',  B',  C,  a,  (3,  y  les  milieux  de  SA,  SB,  SC,  BC,  AC, 

AB; 
Wj,  o)„,  oij,  w^  les  pieds  sur  clia([ue  face  des  hauteurs  du 

tétraèdre; 
oj'^yCO^,  w'^  ,  oj'^  les  points  de  concours  des  hauteurs  de 

chaque  face; 
O  le  centre  de  gravité  ; 
O,  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  face  ABC. 

Soient 

X  l'angle  que  la  face  SAC  fait  avec  SAB  ; 
a/  l'angle  que  la  face  CBA  fait  avec  CBS; 

^',  r',  z,  z'  les   autres   angles  des  faces  entre  elles. 

Si,  dans  un  tétraèdre,  les  quatre  faces  sont  équiva- 
lentes^ elles  sont  égales  et,  par  suite,  les  arêtes  opposées 
sont  égales  deux  à  deux. 

En  écrivant  que  la  somme  des  projections  de  trois 
faces  sur  la  quatrième  est  égale  à  celte  quatrième,  on  a 

I  -.=  COS.r'  -r-  COSJ''  -I-  CCS  s' , 

I  =  cosa:  H-  cosj'  -f-  cosz' , 

I  =  COSJ  4-  cosz    -i-  COS.r', 

T  =  ces;   -t-  COS.r  -f-  cosy' . 

Ajoutons  ensemble  les  deux  premières  de  ces  équations, 
puis  les  deux  dernières;  retranchons  ces  deux  sommes 
l'une  de  l'autre,  et  divisons  par  2,  il  vient 

o  =:  cosz'  —  ces  c; 


d'où,  sans  ambiguïté,  z  =  z  .  On  aurait  de  même  x  =  x' , 
Les  angles  trièdres  de  chaque  sommet  étant  composés 


)--j' 


(  '35  ) 
de  dièdres  égaux  entre  eux  deux  à  deux,  ces  Irièdres  sont 
ë£;aux-,  les  angles  plans  de  ces  trièdres  sont  donc  égaux 
deux  à  deux;  les  faces  du  tétraèdre  sont  alors  semblables; 
mais,  comme  elles  sont  équivalentes  par  hypotlièse, 
elles  sont  égales,  etc. 
On  a 

puisque  les  triangles  SCA,  BC  A  sont  égaux  ;  donc  |3  B'  est 
perpendiculaire  à  SB.  Par  suite,  OS  =  0B;  de  même, 
OS  =:  OA,  OS  =  OC.  On  voit  donc  que  : 

Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

La  distance  de  O  à  chaque  face  est  le  quart  de  la  hau- 
teur du  tétraèdre  opposée  à  cette  face.  Mais  ces  hauteurs 
sont  égales-,  donc  le  point  O  est  à  égale  dislance  des  quatre 
faces,  c'est-à-dire  que  : 

Le  centre  de  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre  coïncide 
avec  le  centre  de  gravité. 

to^O,,  w^Ort,  w^Oj,  'j^cOc  sont  égaux  comme  représen- 
tant la  distance  de  points  analogues  dans  les  faces  qui 
sont  des  triangles  égaux.  Mais  ces  longueurs  égales  repré- 
sentent aussi  les  distances  de  O  aux  hauteurs  So)^,  Soj„, 
ScOi,  Sw,.;  donc  : 

Il  y  a  une  sphère  de  centre  O  tangente  aux  quatre 
hauteurs  du  tétraèdre . 

Soit  Mj  le  centre  de  gravité  de  ACB;  M„  O^,  w^  sont 
en  ligne  droite,  et  0,o)^=  3M^0.,.  Mais  I\I,,  oj'^,  O,  sont 
aussi  en  ligne  droite,  et  Von  a 

0,w;—  3M,0„ 
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d'après  un  tliéorème  connu.  Donc  enfin  w^,  o/.  ,0^  sont  en 
ligne  droite,  et  l'on  a 

Parsuile,  la  sphère  tangente  à  Sw^  et  de  rentre  O  est 
tangente  a  la  perpendiculaire  menée  eno/^  à  la  face  ABC, 
d'où  : 

llj  a  une  sphère  de  centre  O  tangente  aux  perpen- 
diculaires à  chaque  face  menées  par  son  point  de  con- 
cours des  hauteurs. 

Les  tlîéorèmes  démontrés  jusqu'ici  [théorèmes  que 
nous  avons  donnés  au  mois  d'août  iSjS  à  la  Section  de 
Mathématiques,  à  Nantes,  au  Congrès  de  l'Association 
française  pour  l'avancement  des  Sciences,  les  uns  sous 
une  forme  identique,  les  autres  sous  des  formes  peu  dif- 
férentes (x'OiV"  le  Volume  des  Communications  faites  au 
Congrès  )]  donnent  la  solution  de  la  question  1272. 

A' en.  est  perpendiculaire  sur  BC  et  sur  SA  ;  donc  : 

Les  perpendiculaires  communes  aux  arêtes  opposées 
passent  par  les  milieux  de  ces  arêtes  et,  par  suite,  se 
coupent  au  centre  de  gravité. 

Il  est  facile  de  voir  que  :  les  trois  perpendiculaires 
commuties  aux  a/êtes  opposées  sont  rectangulaires 
deux  à  deux  et  que  Ion  a 

,       c- ^  b- ■ —  (?' 
a  A  = 5 

■2. 

PB'= , 

•^  2 

'  2 

Le  triangle  OSA',  rectangle  en  A',  donne 
OS  =  OA'  -\-  SA'  = ——  . 

b 
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C'est  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre. 

Appelons  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC;  on  a 

■ -î         2        :        «=+è-+C= 

00,  =  OA  —  O,  A  = R% 

o 

C'est  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  inscrite  an 
tétraèdre. 

Puisque  O  est  aussi  le  centi-e  de  gravité  du  tétraèdre, 
la  hauteur  Sw^=  400j'/  donc,  en  appelant  P  la  surface 
du  triangle  ABC,  on  a 

S  w,  =  2  I  fl'  +  è*  4-  r'  ) —  , 

et  l'on  peut  mettre  le  second  membre  sous  la  forme 

Le  triangle  rectangle  OO^M^  donne 
0,M,  =  OM,' —  00,'. 


Mais 
donc 


0M,  =  ^0S; 


2  J 

0,M  =  R= i«=+  b- 


9 
Comme  0,M,  est  le  tiers  de  0/x)'^. ,  on  a  ce  théorème  : 

Dans  un  triangle  ABC,  le  carré  de  la  distance  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de  concours  des 
hauteurs  est  égal  à  neuf  fois  le  carré  du  rayon  du 
cercle  circonscrit^  moins  la  somme  des  carrés  des  trois 
côtés. 
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J'avais  donné  co  tliéoiènie  dans  les  ]S ouvcUes  j4 nnales 
il  y  a  quelques  années:  j'ai  vu  depuis  qu'il  y  avait  déjà 
été  démontré  par  M.  Brassine. 


BIBLiOGUAPHIE. 


Cours  de  Géométkie  deschiptive  de  l  École  Polytech- 
nique, comprenant  les  éléments  de  Géométrie  cinéma- 
tique; par  IM.  Mannhtini.  Paris,  Gauthier-Villars -, 
1880. 

Cet  important  Ouvrage,  que  nous  essayerons  d'analyser 
sommairement,  vient  combler  une  véritable  lacune  et 
est  appelé,  selon  nous,  à  faire  sensation  dans  le  monde 
savant  et  dans  le  monde  enseignant  spécialement. 

Bien  que  l'auteur  se  soit  imposé  de  suivre  exactement 
le  programme  de  son  Cours  à  l'Ecole  Polytechnique, 
son  Livre  ne  ressemble  en  rien  à  ceux  qui  ont  pu  le  pré- 
céder et  traiter  avant  lui  des  mêmes  matières.  Le  cadre, 
si  l'on  veut,  est  bien  le  même,  mais  ce  qu'il  renferme 
est  essentiellement  nouveau.  D'ailleurs,  par  des  sup- 
pléments très  développés  ajoutés  à  la  fin  de  chaque  Cha- 
pitre, M.  Mannheim  s'accorde  la  latitude  nécessaire  pour 
s'étendre  longuement  sur  les  théories  qu'il  n'aurait  pu 
introduire  dans  les  limites  un  peu  étroites  du  pro- 
gramme. 

La  première  Partie  de  l'Ouvrage  est  consacrée  à  l'étude 
des  différents  procédés  employés  pour  la  représentation 
graphique  des  objets.  La  méthode  élémentaire  des  pro- 
jections  orthogonales  étant  supposée  connue,  les  modes 
de  représentation   étudiés  soiit  la  projection  colce,    la 


(  x39  ) 
pcrspeclà'e  coniqup,  la  perspective  cavalière,  entin  les 
perspectives  isoniéirique  el  axonométrique . 

Cette  première  Partie  est,  bien  entendu,  la  moins 
originale.  L'auteur,  comme  il  le  dit  dans  sa  Préface,  a 
conservé  sans  changement  le  Irait  de  perspective  exposé 
par  son  prédécesseur,  M.  de  la  Gournerie  dans  son 
excellent  Traité  de  perspective  Hnéairc.  Çà  et  là  cepen- 
dant, quelques  démonstrations  nouvelles,  quelques 
échappées  sur  la  Géométrie  pure  portent  bien  le  carac- 
tère de  leur  auteur.  Je  citerai  notamment  à  la  perspec- 
tive cavalière  du  cercle  (p.  119)  une  ingénieuse  con- 
struction des  axes  de  l'ellipse  perspective,  et  plus  loin 
(p.  126)  d'intéressantes  conséquences  déduites  de  la 
perpective  cavalière  de  la  sphère. 

J'arrive  rapidement  à  la  seconde  Partie,  à  la  partie 
vraiment  neuve  de  l'Ouvrage. 

Cette  seconde  Partie  est,  à  proprement  parler,  un 
complément  de  Géométrie  pure^  elle  comprend  l'étude 
des  courbes  planes  et  gauches  et  la  théorie  de  la  courbure 
des  surfaces,  ainsi  que  de  nombreuses  applications. 
M.  Mannheim  y  a  réuni  et  présenté  pour  la  première 
fois,  sous  forme  didactique,  un  ensemble  de  théorèmes 
qui  constitue  ce  qu'il  appelle  très  exactement  la  Géo- 
métrie cinématique,  et  c'est  à  l'aide  de  ces  théorèmes 
généraux  qu'il  aborde  et  résout  géométriquement  les 
principales  questions  relatives  aux  courbes  et  aux 
surfaces. 

La  Cinématique  étant  cette  branche  de  la  Mécanique 
qui  traite  du  mouvement  ,  abstraction  faite  des  causes 
qui  le  produisent,  on  conçoit  que  parmi  les  théorèmes 
qu'elle  démontre  il  peut  y  en  avoir  qui  soient  indépen- 
dants de  la  quatrième  variable,  du  temps.  Ces  résultats, 
purement  géométriques,  mais  obtenus  au  moyen  de  dépla- 
cements,  forment  une  partie  de  la  Géométrie  cinéma- 
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Jique.  Mais  la  Géométrie  cinémaiique  renferme  quelque 
chose  de  plus. 

Comme  le  dit  très  justement  M.  Resal  (')  :  «  La  Géo- 
métrie cinématique  de  M.  Mannheim  n'est  pas  sim- 
plement la  partie  géométrique  de  la  Cinématique,  telle 
qu'on  Tétudiait  jusqu'ici  5  elle  comprend  en  outre  les 
figures  mobiles  <'e  forme  variable  ,  ainsi  que  la  re- 
cherche des  propriétés  relatives  aux  figures  de  forme 
invariable  pour  lesquelles  le  déplacement  n'est  pas  abso- 
lum«^nl  défini  et  dont,  avant  M.  Mannheim,  on  ne  s'é- 
tait jamais  occupé.  » 

Parmi  les  principaux  théorèmes  qui  constituent  ce 
corps  de  doctrine,  nous  citerons  les  belles  propriétés  dé- 
montrées par  M.  Chasles  sur  les  foyers  et  les  caractéris- 
tiques des  plans  et  sur  les  droites  conjuguées,  le  théo- 
rème général  dû  à  M.  INIannheim  lui-même  et  relatif  au 
déplacement  d'une  figure  assujettie  à  quatre  conditions 
(p.  261),  les  propriétés  des  pinceaux  et  celles  des  uor- 
inalies,  c'est-à-dire  des  surfaces  gauches  formées  par  les 
normales  à  une  même  surface  (p.  260  et  suivantes). 

C'est,  comme  nous  l'avons  dit,  la  première  fois  que 
ces  importants  résultats,  épars  dans  de  nombreux  Mé- 
moires, sont  réunis,  présentés  sous  une  forme  claire  et 
simple,  et  définitivement  introduits  dans  l'enseigne- 
ment. 

Nous  n'avons  qu'un  regret  :  c'est  que  les  nécessités  du 
programme  aient  obligé  l'auteur  à  couper,  par  de  nom- 
breuses applications,  cette  suite  de  théorèmes,  dont  l'en- 
chaînement et  la  belle  unité  seraient  plus  visibles  encore 
s'ils  formaient  une  suite  ininterrompue. 

Au  moyen  des  résultats  de  la  Géométrie  cinématique, 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de   l'Académie  des  Sciences,  ig  dé- 
cembre 1879. 
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M.  Mannhcim  démontre  avec  une  grande  élégance  les 
théorèmes  généraux  sur  les  surfaces,  tels  que  ceux  de 
Meusnier,  d'Euler  et  celui  de  Charles  Dupiu  sur  les  sur- 
faces orthogonales. 

Acôtéde  cette  théorie  de  la  courbuie  des  surfaces  vient 
celle  des  classes  de  surfaces  particulières,  surfaces  déve- 
loppables,  surfaces  réglées,  surfaces  de  révolution,  puis 
l'étude  détaillée  de  quelques  surfaces  importantes,  comme 
les  hélicoïdes,  le  biais  passé  gauche  et  enfin  la  surface 
de  l'onde,  à  laquelle  tout  un  Chapitre  (p.  287 )  est  con- 
sacré. JNous  appellerons  spécialement  l'attention  sur  la 
démonstration  extrêmement  ingénieuse  qui  fournit  la 
construction  des  points  de  cette  surface,  définie  d'abord 
par  ses  plans  tangents  (p.  1^1).  Dans  le  supplément  de 
1^  vingt-deuxième  Leçon,  l'auteur  revient  encore  sur  la 
surface  de  l'onde  et  donne  la  construction  de  ses  centres 
de  courbure  principaux,  ainsi  que  la  détermination  des 
ombilics. 

Enfin  les  propriétés  des  courbes  d'ombres  se  déduisent 
sans  dilïiculté  de  l'étude  générale  des  surfaces  et  condui- 
sent à  des  constructions  simples  pour  les  points  de  la 
courbe  et  sa  tangente  dans  les  principaux  cas  que  l'on  a 
à  étudier. 

Tel  est,  très  en  résumé,  le  contenu  de  cette  seconde 
Partie,  où  l'on  trouvera  un  nombre  considérable  de  théo- 
rèmes nouveaux,  démontrés  ou  énoncés  simplement,  et 
aussi  de  précieuses  indications  bibliographiques  à  la  fin, 
pour  ainsi  dire,  de  chaque  Chapitre. 

Maintenant,  après  avoir  analysé  sommairement  la 
substance  de  l'Ouvrage,  nous  voudrions  caractériser  en 
quelques  mots  l'esprit  de  ses  méthodes  et  de  ses  démons- 
trations. 

Ceux  qui,  sortant  de  la  Géométrie  des  anciens,  abor- 
deront pour  la  première  fois  celle  Géométrie  moderne 
éprouveront   sans  doute  quelque  chose   d'analogue   au 
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senti meiU  de  celui  qui ,  habitué  aux  lignes  régulières  et 
classiques  de  rarchitecture  grecque,  se  trouverait  pour 
la  première  fois  en  face  d'un  spécimen  de  l'architecture 
gothique  avec  ses  combinaisons  imprévues  et  ses  sveltes 
élégances.  Dans  les  démonstrations  il  y  a  souvent  de 
l'inattendu,  de  la  surprise.  Ce  ne  sont  pas  ces  voies 
droites  et  battues  où  l'on  sent  que  chaque  pas  vous  rap- 
})roche  du  ternie  à  atteindre.  On  aborde  avec  l'auteur 
des  chemins  nouveaux  où,  le  suivant  de  confiance, on  se 
trouve  soudainement  transporté  au  but  (*). 

C'est  là  ce  qui  fait  ({u'il  est  essentiel  de  se  familiariser 
pendant  cjuelque  temps  avec  ces  ingénieuses  méthodes, 
(jui,  souvent,  surprendront  au  premier  abord. 

En  somme,  le  Cou/s  de  Géométrie  de  M.  Mannheim 
vient  combler,  comme  nous  le  disions  d'abord,  une  la- 
cune des  plus  importantes.  Lorsque  l'enseignement  de 
la  Géométrie  fut  institué  à  l'Ecole  Polytechnique,  ce 
devait  être  évidemment,  non  un  Cours  de  science  pure, 
mais  simplement  un  Cours  d'applications. 

Les  découvertes  encore  récentes  dues  aux  grands  sa- 
vants du  siècle  dernier  avaient  donné  aux  méthodes 
analytiques  un  si  prodigieux  essor,  qu'on  en  était  venu  à 
envisager  le  calcul  comme  l'outil  scientifique  par  excel- 
lence et  à  négliger  tout  autre  procédé  d'investigation. 
Sans  faire  ici  la  critique  de  l'Analyse,  sans  nier  la  puis- 
sance et  la  généralité  de  ses  méthodes,  il  est  permis  de 
trouver  excessif  cet  engouement  qui  expropriait  tout  à 
son  profit. 

D'abord  il  est  incontestable,  et  les  découvertes  géomé- 
iri(juesiéccntes  l'ont  assez  prouvé,  que  dans  une  foule  de 
recherches  la  Géoitiélrie  pure  conduit  à  des  solutions 
plus  simples,  plus  rapides  que  celles  de  l'Analyse  propre- 


(')  f'oir,    h    l'appui    de   ce   que  j'avance,   les   très   remarquables  et 
ingénieuses  démonstratluns  des  tliéorènies  d'Euler  et  de  Meusnier. 
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ment  dite  :  il  suffit  de  rappeler,  en  dehors  de  TOuvrage 
de  M.  IMannheim,  les  beaux  travaux  de  Poncelet  et  de 
M.  Chasles  pour  s'en  convaincre. 

Ensuite,  et  c'est  là  le  point  capital,  on  ne  saurait  trop 
insister  sur  la  pensée  si  juste  exprimée  par  Lamé  et  que 
M.  Mannheim  cite  à  la  fin  de  sa  Préface  : 

Les  études  suivies  à  i Ecole  Polytechnique  sont  loin 
d'être  uniquement  destinées  à  faire  connaître  une  suite 
de  calculs ,  de  Jormules,  de  figures,  de  phénomènes 
physiques  et  chimiques;  leur  utilité  principale  est 
d'exercer  cette  faculté  de  l'intelligence  à  laquelle  on 
donne  le  nom  de  raisonnement. 

C'est  là,  effectivement,  le  vrai  caractère  de  l'Ecole 
Polytechnique,  et  il  n'est  pas  inutile  d'y  insister,  à 
un  moment  où  celte  Ecole,  en  butte  à  de  nombreuses  et 
injustes  attaques,  est  souvent  critiquée  dans  son  prin- 
cipe même  et  faussement  compaiée  à  l'Ecole  Normale, 
donl  le  but,  tout  autre,  est  déformer  exclusivement  des 
professeurs  et  des  savants. 

En  nous  plaçant  donc  à  ce  point  de  vue,  qui  doit  être, 
selon  nous,  celui  de  l'enseignement  de  l'Ecole,  nous 
trouverions  extrêmement  regrettable  que,  fidèle  aux  pro- 
grammes primitifs,  on  ne  développât  point  ce  côté  pure- 
ment géométrique  de  l'enseignement,  car  ce  qui  fait 
précisément  le  caractère  de  la  Géométrie  pure,  c'est  la 
profonde  variété  de  ses  méthodes,  contrairement  à  l'A- 
nalyse qui,  par  des  procédés  uniformes,  arrive  à  résoudre 
les  problèmes  les  plus  divers  et  en  vient  souvent  à  trans- 
former les  opérations  du  raisonnement  en  un  travail 
presque  mécanique. 

A  ce  point  de  vue,  l'Ouvrage  de  M.  Mannheim  nous 
paraît  infiniment  intéressant.  Il  momie  ce  que  peut  et 
doit  devenir,  selon  nous,  l'enseignement  delà  Géométrie 
à  l'Ecole  Polytechnique.  P.   Haag. 


(  ^^^  ) 

QUESTIONS. 


i341.  D'un  point  donné  iNI  on  abaisse  les  normales  à 
une  conique;  soient  «,  et  «y  deux  quelconques  des  pieds 
de  ces  normales,  a,,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  M  sur  la  corde  «,«,,  et  ,6,^  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  a,,  relativement  aux  points  a,  et</^. 

Il  y  a  six  points  (3,^:  démontrer  qu'ils  sont  les  sommets 
d'un  quadrilatère  complet. 

Quelle  est  la  propriété  analogue  relativement  à  une 
surface  du  second  ordre?  Lagcerre. 

1342.  D'un  point  donné  M  on  mène  deux  droites 
normales  à  une  parabole;  soient  a  eib  leurs  pieds,  a  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la 
corde  ah  et  j3  le  conjugué  harmonique  de  a  relativement 
aux  points  a  et  ^  :  démontrer  que  le  point  (3  est  sur  la 
droite  menée  par  M  perpendiculairement  à  l'axe  de  la 
parabole. 

Même  question  pour  le  paraboloïde. 

Lagcerre. 

1343.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P. 
Soient  respectivement  a,  j3  et  y  les  points  où  les  côtés  du 
triangle  rencontrent  les  droites  PA,  PB  et  PC. 

On  suppose  que  les  droites  menées  par  les  points  a,  j3 
et  y,  perpendiculairement  aux  côtés  correspondants  BC, 
CA  et  AB,  se  coupent  en  un  même  point  M. 

Déterminer  :  i°  le  lieu  décrit  par  le  point  P;  2°  le 
lieu  décrit  par  le  point  M,  Laguerre. 
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SIR  m  THÉORÈME  DE  RI.  LAGllERRE 

Par  I\I.   Edouard  LUCAS. 


M.  Laguerre  a  exposé  dernièrement  quelques  consi- 
dérations nouvelles  el  fort  remarquables  sur  la  sépara- 
tion des  racines  d'une  équation  algébrique  à  coefficients 
numériques  [N ombelles  ylnuales,  a*"  série,  t.  XVIII,  p.  i, 
et  l.XIX,  p.  49  i  Comptes  rendus  des  séances  de  V Aca- 
démie des  Sciences,  i3  octobre  1879). 

Voici,  je  pense,  une  manière  plus  simple  et  plus  élé- 
mentaire de  présenter  le  principal  résultat,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'employer  la  théorie  des  dérivées. 

Théorème  de  Laguerre.  —  Soient  J'(^x)  =  o  une 
équation  algébrique,  a  un  nombre  positif',  et 


I 


Jm 


j;  —  Cl 

Le  nombre  des  variations  de  la  suite 

(2)  fo,    /„   /.,    .   .   .,  /„_,,  A 

est  au  moins  égal  au  nombre  des  racines  de  V équation 
donnée  qui  sont  plus  grandes  que  a.  Si  le  nombre  des 
racines  plus  grandes  que  a  est  inférieur  au  nombre  des 
variations  de  la  suite,  la  différence  est  un  nombre 
pair. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  pour  a  =  o  on  re- 
trouve le  théorème  de  Descartes.  Quant  à  la  démons- 
tration,  elle  est  absolument  semblable  à  celle  que  l'on 

Ami.  de   Muthcmat.,  ■i*'  série,  t.  XIX.  (Avril  iSS'o.)  lO 
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donne  clans  les  Cours  pour  ce  dernier  ihéc^rème.  En 
effet,  soit  b  un  nombre  plus  grand  que  a\  si  l'on  mul- 
tiplie le  premier  membre  de  Tôcjualion  (i)  par  x — b, 
on  a 

[x—b)f[x] 


-+-  e„^, x-V-  g„—  [b  —  a) 


et  l'on  démonlre  de  même  que  le  nombre  des  var'alions 
de  la  suite 


>    fc>m— I,     {,"'•' 


//.. 


surpasse  au  moins  d'une  unité,  et  en  général  d'un  nombre 
impair,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  (2). 

c.  Q.  F.  D. 

Cela  posé,  soient  l'équation 

f[x)  =.  AuX"-  -f-  A,x"— '  -I-  A2.r"'-2  -}-  .  .  .  -4-  A,„  =  G, 
et  a  un  nombre  positif;  on  calcule  successivement 

/;  -ziz  A„«  H-  A,, 

fj  ■=  Aoa^  -i-  A,  a    H-  Aj, 

/j  =  A„rt'  -1-  A,«'  --t-  A; a  -\-  A3, 


/„,=:  A„a'"^-  A.rt'"-'  -i-  A,fl"'-'  -^-  .  .  .  -^  A„.. 

Le   nombre  des   variations  de   (/o,  ..../„)    est  une 
limite  supérieure  du  nombre   des  racines  plus  grandes 

(|ue  a.  De  même,  en  changeatil  x  en  -^   on  déduit  que 

le  nombre  des  racines  de  l'équation  proposée  comprises 
entre  o  et  a  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations 


(  M;  ) 

de  la  suite 

I 

Am  ^T~     Ajm  —  I, 


I  I 

A      -4-    A U    A 

a-  a 


I  T 

A u  A 1-  _.  A    • 


de  plus,  si  ces  deux  nombres  diffèrciu,  la  différence  est 
un  nombre  pair. 

Exemple.  —  Soit  l'équatioti 

X^    ^.T.^    -h    3.Z'   2X'    -h    'y  X    -T-    I    =    O. 

D'après  le  théorème  de  Descartes,  il  y  a,    au   plus, 
quatre  racines  positives. 

Pour  a  =  I ,  on  forme  la  suite 

+  1,   —3,   o,    —2,   -4-5,   +6; 

donc  il  y  a  au  plus  deux  racines  plus  grandes  que  i  \  en 
formant  la  suite  inverse,  on  trouve 

-M,   -f- 8,  -h  6,   -1-9,   H- 5,    -f-6; 

donc  il  n'y  a  pas  de  racines  réelles  entre  o  et  i  ;  ainsi  il 
y  a  au  plus  deux  racines  positives,  cjue  Ton  sépare  en 
faisant  «  =  s. 

Remarque.  —  On   peut  appliquer  les  considérations 
([ui  précèdent  aux  équations  de  la  forme 

A  A 

[x  —  (i]^[x)  X  —  a^^     ' 

vX  l'on  obtient  des  théorèmes  intéressants. 


(  i48  ) 


SLR  LE  mm  THÉORÈME  5 

EXTIIAIT    d'une    lettre    DE    M.    LuciEN    LÉVY, 
Professeur  de  Matliématiques  spéciales  au  lycée  de  Rennes. 


Voici,  relativemenl  à  la  méthode  si  ingénieuse  de 
M.  Lpguetre  pour  la  séparation  des  racines,  une  re- 
marque que  vous  jugerez  peut-être  digne  d'intérêt. 

La  limite  supérieure  indiquée  par  M.  Laguerre  pour 
les  racines  positives  d'une  équation  est  toujours  au  moins 
égale  à  celle  que  donne  la  méthode  de  Newton. 

En  eiïet,  posons,  comme  M.  Laguerre, 

f[x]  =  A,x"'  -i-  A,.^-'  -f-  .  .  .  -^  A„„ 
••> 

fm-p{^]  =  A,.vP  +  A,xP-'  4-  ...  —  A^, 

/„,(.r)  =  A»; 
on  a 

fm-p[^]  =pA„.rP-'  +  .  .  .-4- A^_,, 

ce  qu'on  peut  écrire 

/;„-,,  [.r)—xP-^f„[.v)   -f-  xP-'f,„_,[x)  4-  .  .  .  +f,n-p+,  [t.). 

Donc,  si  /„(x),  /„_,  (j:),  .  .  .,  ,/;„_^4.i(x)  sont  po- 
sitives, j",n_p[x)  Test  aussi;  de  même,  /^_^,+,  (x), 
f'm-p-i-X^)-,  •  '  •  sont  positives.  Alors/^"_^,(j:'),  qui  ne  dé- 
pend que  des  fonctions /]„(:c),y„,_i  (x),  .  .  .,^„_p+i(j:) 
et  de  leurs  premières  dérivées,  est  positive;  de  même 
j"lt-Ax)^  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  si  /„,_,, (a:),/;„_p^.i(x),  ...,/„(:c)  sont  posi- 
tives, les  fondions  de  Newton  jm-p{oc)-,  J',n-p[^)  ■> 
fm-,,{ji'),  •  ■  •  le  sont  aussi.  c.  q.  f.  d. 
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SIR  mE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  ALGÉBRÎQIES  DOKT 
TOUTES  LES  RACINES  SONT  RÉELLES  5 

Par  m.   Ch.  BIEÎILER. 


I.   Considérons  l'équalion 
(,)  fl±4.T=A  +  B-, 


dans  laquelle  le  module  du  second  membre  est  égal  à 
l'unité;  nous  allons  démontrer  que  les  racines  de  cette 
équation  sont  réelles  et  inégales. 

En  effi'l,  soit  «1^+  ih^,  une  des  m  valeurs  de  l'expres- 
sion V  A  -t-  iîi";  on  sait  que  a^  -j-  Z>^  =  i ,  et  la  racine  j'.x 
de  l'équalion  (i)  correspondant  à  cetie  valeur  sera  don- 
née par  l'équation 


d'où 

(3) 


I  -+-  '.r 

^  =n.^-\-  ib.^, 


ib,\ 


I  H-  «„,  -f-  ib^ 


En  multipliant  les  deux  termes    du  second  membre 
par  I  +  «n — ih^,^  il  viendra 


ou 

(4)  -.  =  7^'-- 

Toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  sont  donc  réelles. 
Elles  sont  inégales,  cai',  si  deux  racines  r*,,  Xi^iétaicnt 


(    i5o  ) 

(■gales,  on  aurait 

(5) 

h       _       h^ 

I    -4-  rt'i                I    -H  «a 

En  vertu  des  relations 

«A  -f-  è|  =  I  , 

l'équation  (5)  devient 

La  comparaison  des  égalités  (5)  et  (6)  donne 


par  suite,  comme  les  ni  valeurs  de  yA-i-Bi  sont  dis- 
tinctes, les  ni  racines  de  l'équation  (i)  seront  aussi  dis- 
tinctes. 

II.  Comme   première  application    de    ce   tliéorème, 
nous  allons  démontrer  algébriquement  que  les  racines  de 

léqualion  de  degré  m  qui  donne  les  valeurs  de  tang—  ■> 

connaissant  tanga,  sont  réelles  et  inégales. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

,     ,  (l-f-  /,?■)'"—  fi  —  /.ri" 

(  7  )  /a  = ^ '-  <, 

^'  '  (i  +  ixY-ir  (i  —  /./■)'" 

en  posant 

a 
tanga  =  rt     et     taniï—  =.r. 
^  m 

L' équation  (7)  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

(l  H-  /./■)"'( I  —  ta)  —  [i  —  !.r)"'[i  -^-  ia)  =0 
on  bien 
(8)  ''-^'■'' 


1  —  i.t 
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Le  second  membre  de  celte  équalion  est  une  expres- 
sion dont  le  module  est  égal  à  l'unité  ;  ce  module  est,  en 
effet,  la  racine  carrée  de  la  quanti  lé 

on  en  conclut,  en  se  reportant  au  théorème  démontré  pré- 
cédemment, que  les  racines  de  l'équation  [y)  sontréelles 
et  inégales. 

Pour  la  même  raison,  les  racines  des  équations 

(9)  (H-^\r)'"-(i-.-a:)'"=o, 

(10)  [l-h  ixY'^{i  —  ix)"'=o, 

tirées  de  (7)  en  y  faisant  ft  =  o  el  «  =  00  ,  sont  réelles 
et  inégales. 

On  peut  d'ailleurs  les  mettre  sous  la  forme 


les  seconds  membres  ont  pour  module  l'unité. 

III.   Comme  seconde  application  du  même  théorème, 
nous  allons  démontrer  que  les  racines  de  l'équation  de 

degré  m   qui   donne  cos—  (luand  on  connaît  cosa:  sont 
réelles. 

Si  l'on  pose  cos—  =;  x,   cos  a  =  a,  l'étiuaiion    dont  il 

m  '■ 

s'agit  est 

(i3)        [x  -\-  ^Jx-  —  \)'"-i-  (x  —  \/x' — i)"' — 7.a=zzo. 


Faisons  actuelleineni  la  substitution 


(  1^2  ) 

à  toute  valeur  réelle  do.  jy  correspond  une  valeur  réelle 
Je  X. 

Par  cette  substitution,  X'  —  i  devient — — >  et  l'é- 

{i-T- r'y 

quation  (i3)  prend  la  forme 

,   -,      (i -h-îir  —  r'')'"-h  (ï— 7.fY —y^)"' 

(i4)       -^ ^^ ^ 2a  =  G, 

ou  bien 

(i  ^  ly-y^-^-ii—  ,yy-'" 

i5  ,_   ,    ,_,  „ 2a=o, 


,'+rr 


ou  en 


fin 


(-6)  [T^.}-[,-rr,}-^''-''- 

Cette  équation  est  du  deuxième  degré  en 
elle  donne 


'7)  '^~^)   ="-'V'' 


Le  module  de  chacune  des  expressions  a  -+-  i\J  i  —  «*, 

a  —  i\Ji  —  a^  est  égal  à  l'unité:  par  suite,  les  racines 
de  l'équation  en  j^  sont  toutes  réelles. 

On  obtient  ainsi  2  7;^  valeurs  de^;  ces  2m  valeurs dej>'' 
ne  fournissent  que  ni  valeurs  de  x.  I.es  expressions  con- 
juguées   rt+iy/i  —  rt^,  a — ly'i  —  a-    fournissent    en 

effet,  pour  ( — — i-  j,   des  vak'urs  qui  sont  elles-mêmes 

conjuguées  ;  par  suite,  les  valeurs  de  y  correspondantes 
seront  de  signes  contraires.  Les  valeurs  dej"  sont  donc 
égales  deux  à  deux  it  donnent  une  seule  et  même  valeur 
])our  ,r. 
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SUR  L4  TDÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
ORDINAIRES; 

Par  m.   h.  LAURENT. 


Onsailque,étantdonnéeuneéquatîonMc?j:-[-Nf?^"=o, 
il  existe  toujours  un  multiplicateur  1  tel  que 

soit  la  (lifTérentielle  d'une  fonction  Ç),  en  sorte  que  la 
connaissance  du  facteur  X  peruiet  de  ramener  l'intégra- 
tion de  l'équation  proposée  à  une  simple  quadrature. 

Il  existe  à  l'égard  des  é(juations  simultanées  un  théo- 
rème analogue  :  si,  en  effet,  on  considère  le  système 

IP,,r/a:|  -4-  ^^^dx■i  -^  .  .  .   -\-  P,,,^, <^Xn+,  =:  o    ou    11,;=  o, 
Pj,  <fx,  -f-  P.,r/Xj  -I-     .  .       -+-   V2n+\(iXn+y  =  O     OU      £1,  =  O, 
"I " ' 

f    P„,rfx,  -+-  V,adx.,  -f-   .      .4-  P„„+,  <'/./■„+,  =  O     ou     Il„  =  o, 

P,y  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables 
JCi,  0^2,  .  ■  .,  J^„+i5  il  existera  toujours  un  système  de 
multiplicateurs  X,,  Àj,  •••,  ?',.  tels  que  l'expression 
Xi  ûj  -}-  Xj  ûj  -i-  •  •  •  -H  ^n  ^n  ■'<oif  une  différentielle  exacte. 
Nous  donnerons  au  système  des  quantités  Xj,  X^,  . . .,  X„ 
le  nom  de  système  de  multiplicateurs  des  équations  (i). 
Pour  démontrer  l'existence  de  ce  système,  désignons  par 

[i]  F,  z=c„     F,  =  C2,      ...,     F„  =  c„ 

les  intégrales  des  équations  (i)  résolues  par  rapport  aux 
constantes  d'intégialion   Cj,  c.,    ...,  c,..  Si    l'on  dilîé- 
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rentie  ces  équations  (a),  on  aura 

(3)  dF,  =  o,     dF,  =  o,      ...,     r/f„  =  o, 

et  ces  équalions  devront  fournir  pour  les  rapports 

d.r^  V  dx2  T  .  .  .  zdz,,^, 

les  mêmes  valeurs  que  les  équations  (i).  On  sait  en 
effet  que,  en  éliminant  entre  les  intégrales  (2)  et  leurs 
différentielles  les  constantes  dintégration,  on  doit  re- 
toiiiber  sur  un  système  équivalent  à  (i).  Ce  système 
équivalent  est  le  syslème  (3). 

Or,  les  formules  (i)  et  (3)  fournissant  les  mêmes  va- 
leurs des  quantités  dXi'.ciX^',  ...  :  dx,,^^,  on  sait,  d'après 
la  théorie  des  équations  linéaires,  que  l'une  quelconque 
des  formules  (3)  est  de  la  forme 

>,a,  +  ^j.Qj  -I-  . . .  -^  x„ii„  =  o, 

ce  qui  met  en  évidence  l'existence  des  facteurs  X. 

//  existe  une  infinité  de  systèmes  de  multiplicateurs . 
En  effet,  soit  Ài,  A,.  •  .  . ,  )„  un  tel  syslème,  et  soit 

\i\  -+-  ).,ii,  -h .  .  .  -r-  ).„-a„  =  rfF.. 

Il  est  clair  que,  tp  désignant  une  fonction  quelconque. 
^•i?(Fi)i  ''■29 (Fi),  .  .  .  sera  encore  un  système  de  multi- 
plicaleurs.  Soient  plus  généralement 

^2IJ      ^221       •    ■    •  1      "2n> 


^115      ''/2î       •    •    •  >      ^l;i 

i  systèmes  de  multiplicateurs  et 


(   i55  ) 
il  est  ciair  (jne 

^ll?l(Fl)    -^   ')m2(P2(F2)    h-     ...     -4-   >l„f,<(F„), 

À2i(j>i(F,)  -r-  XjjOîlFj)  -t-  ...  -t-  ^i„<p„(F„), 

constituera,  quelles  quesoient  les  fonctions  cîj,^,,  .  .  .,un 
nouveau  système  de  multiplicateurs.  Mais  //  n'existe 
que  n  systèmes  de  multiplicateurs  distincts. 

En  effet,  il  n'existe  que  n  intégrales  distinctes  de  la 
forme  (3);  par  conséquent,  si  Ton  appelle 

i^MH       ^12»        ■    •    ■  1      -'Mn) 

1 

(       •"       ••'        ' 

les  systèmes  de  multiplicateurs  qui,  appliqués  aux  équa- 
tions (i),  donnent  lieu  aux  intégrales  (2),  toute  intégrale 
du  système  (i)  seia  de  la  forme 

•^(F„  F,,  ...,F„)  =  const. 

Tout  système  de  multiplicateurs  appliqué  aux  équa- 
tions (i)  devra  donc  fournir  une  différentielle  de  la  forme 

dF,  dF,,  dt„ 

et  sera,  par  suite,  une  combinaison  des  muhiplica- 
leuis  (4). 

Pour  nous  en  convaincre,  écrivons   ainsi  la  formule 
précédente 

à-^  ,,  d^I/ 

et  nous  reconnaissons  que  les  multipTu  ateurs  en  question 


{  '^^6  ) 
sont 


Remarque.  —  Les  équations  différentielles  proposées 
peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes,  que  l'on  en 
déduit  par  l'application  des  multiplicateurs  (4), 

).2,ii,  +  >ij,ii2 -+-...  + ).,„n„=  O  =  ^Fj, 


>„,ii,-+-  X„2nj4- .  .  .-i-),„„a„=o  =1  rfF„, 

et  qui  sont  immédiatement  intégrables.  Ces  dernières 
équations  sont  satisfaites,  non  seulement  quand  on  y 
suppose  Oi  =^  o,  Oo  =  o,  ,  .  . ,  mais  encore  quand,  i2i, 
ria»  •  •  .  cessant  d'être  nids,  :r,,  x■^y  .  .  . ,  a:„^.i  ont  des 
valeurs  telles  que  ie  déterminant  A  des  multiplica- 
teurs (4)  soit  nul  ;  on  a  d'ailleurs  identiquement 

A  \û\,  d>:,  dX„, 

de  sorte  que  l'on  peut  annuler  les  quantités  O  soit  en 

posant  <^F,,  «^F,,  .  ,  .  égaux  à  zéro,  soit  en  posant  -  égal 

à  zéro  ou  A  =  co  .  Ainsi, e«  égalant  à  zéro  l'inverse  du 
déterminant  des  systèmes  de  multiplicateurs,  on  peut 
obtenir  une  solution  des  équations  proposées. 

Nous  avons  dit  qu'il  n'existait  que  n  systèmes  de  mul- 
tiplicateurs distincts.  Si  donc  on  connaissait  un  sys- 
tème de  multiplicateurs  distincts,  le  système  (4)  pai' 
exemple,  tout  uouvtîau  système  rentrerait  dans  celui-ci, 
en   sorle  que.  ^«^.j,,,  /.„+],!,  ■  ■  •   désignant  de  nouveaux 
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multiplicateurs,  on  aurait 


>„^,,,=  — ).„  +  ^-i.,  +  ...4-— A„ 
De  ces  équations  on  lire 

di\-ÂVd)^,  "^'"'^di;;  '' 

Les  loMCUons -7^5  -7-!-?  •••  pourront   donc  s  exprimer    a 
dF,     dFj  ^  '■ 

l'aide  des  seules  quantités  À-,,  et  en  les  égalant  à  des 
constantes  on  exprimera  que  F],  F,,  .  .  .,  F„  sont  con- 
stants; par  suite,  on  aura  ainsi  les  intégrales  des  équa- 
tions proposées. 

lU  dh  ,.    . 

Les  équations  -r-^  =  o,  -V=  o,  .  .  .  seront  distinctes, 
*  dt ,  dtj 

sans  quoi  il  existerait  une  relation  de  la  forme 

/d^     dj^  dj 

■^  VdF,'  dF/  ""'  dF„ 

entre  Fj,  Fj,  •  •  •,  F„,  qui  ne  seraient  pas  des  fonctions 
distinctes. 

Pour  faire  une  application  utile  de  la  théorie  précé- 
dente, considérons  le  système  d'équations  linéaires 

ax 

d.Vi 

— —   :r:  A.2,  J7,  +  A.11X2  -\-  .  .  .  -\-  XjnX,,  -f-  A.20  ) 
r/.r 


dCn 

— =^  X„i  J^l   +    X„2.ï^2  +  .    .    .   -1-   X„n-y,i  -f-    X„o> 

dx 

dans  lesquelles  X,y  désigne  en  général  une  fonction  de  la 
seule  variable  x.  Multiplions  la  première  de  ces  équa- 
tions par   ).],  la  seconde  par   Z,,  .  .  . ,  et  ajoutons  ;  nous 
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aurons 

^,  dx,  4-  l^d.r-i  -r  •  .  •  +  X„  dj:„ 

—  [).,(X,,^, -f-  X„.î^-.+  .  .  .-^X,o)  -h  .  .  .]djt:=:zo. 

Pour  que  le  piemier  membre  de  celte  é(]ualioM  soit  une 
différentielle  exacte,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

(6)  p^'^, 

quels  que  soient  i  et  /,  et  que 

"■)        ^'  =  -a;!:.[x,(x„x,  +  ...-i-x,.)-h...]. 

quel  que  soit  i.  Oiil  est  assez  facile  de  satisfaire  à  ces 
dernières  équations  en  prenant  pour  Xi,  Xj,  .  .  .,  1„  des 
fonctions  de  la  seule  variable  x.  En  effet,  alors  les 
équations  (6)  deviennent  identiques  et  les  équations  (7) 
se  réduisent  à 


^  =  -(x,X„  +  X,X,  +  . 

..H->.,X„,). 

\    "y   ^^ 1'mX,„  ^-  AjXjn  +  .  . 

V   dx 

..  +  >.„x„„). 

Les  multiplicateurs  satisfont  donc  aussi  à  un  système 
d'équations  linéaires;  mais  ce  système  est  en  général 
plus  simple  que  le  système  proposé  (5),  puisqu'il  ne  ren- 
ferme plus  les  quantités  Xjq.  ^-20,  -  •  ■ ,  que  l'on  appelle 
les  seconds  niembres  des  équations  proposées. 

Quand  on  aura  intégré  les  équations  (8)  sans  seconds 
membres,  de  simples  quadratures  feront  conriailre  les 
inconnues  x,,  x.j,  .  .  .,  x„.  Celte  manièie  d'intégrer  en 
faisant  usage  des  mulli[)licaieurs  sera  généralement  plus 
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avantageuse  que  la  niétliodo  connue  de  la  variation  des 
constantes.  En  effet,  la  méthode  de  la  variation  des  con- 
stantes impose  certaines  quadratures  au  calculateur  ;  la 
métliode  des  multiplicateurs,  au  contraire,  conduit  à 
l'inlégralion  de  différentielles  totales,  ce  qui  laisse  beau- 
coup de  choix  dans  la  manière  de  diriger  les  calculs. 

Il  est  a  remarquer  que  les  multiplicateurs  des  équa- 
tions (8)  sont  précisément  les  solutions  des  équations  (5), 
abstraction  faite  des  termes  Xio,  X20)  •  •  •  5  à  savoir 


— T—   =  Xn  J^i  ~f~   A.|j.r;,  — I-  .    .    .  -i-  X  tn^n  > 

(u: 

19)  ^  ^-^ 


cLc 


en  sorte  que  l'intégration  de  l'un  des  systèmes  (8),  (9) 
entraine  celle  de  l'autre  système. 

Il  y  a  plus,  on  peut  considérer  simultanément  les  deux 
systèmes  (8)  et  (9),  et  l'on  peut  toujours  en  déduire  une 
intégrale;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  équations 
du  système  (8)  par  x^^  x.,,  .  .  . ,  x„,  celles  du  syslèaïc  (9) 
par  ),,  A.,,  .  .  .,  J„,  et  d'ajouter-,  on  a  alors 


x^d\y  -T-  )>i<r/jc,  H-  .  .  .  -f-  .Tn(D.„-+-  ^„f/^„ 


ou 


(10  )  /,|X,  +  ),jj.-jH-  .  .  .  -j-  l„.r„  =  const. 

Posons 

H  =:  2  // a./ X,y  ; 

il  est  facile  de  voir  ipie  les  systèmes  (8)  et  (9)  forment 
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un  système  canonique.  En  effet,  on  peut  les  écrire 


rlx^ 

dH 

dx-i 

dH 

dx 

~  di;' 

~cLc~ 

dXj  ^ 

d\  _ 

du 

dX. 

dH 

'dx  ~ 

-    d..; 

lïx.  ~ 

Axi 

Tout  système  d'équations  linéaires  j)eut  donc  se  ramener 
à  un  système  canonique,  contenant,  il  est  vrai,  un  nombre 
double  d'équations,  mais  dont  on  connaît  une  solu- 
tion (lo). 

La  i^echerclie  des  multiplicateurs  est  un  peu  plus  fa- 
cile en  général  que  la  résolution  des  équations  proposées 
elles-mêmes.  Supposons,  en  effet,  le  système  des  équa- 
tions à  intégrer  ramené  à  la  forme 

,      ^  dv,  dx,  dx^ 

II  -—  =-X,,       -— =X,,      --•,     -— =X„. 

^  dx  dx  dx 


Si  Ton  appelle  ^i,  /-a^  ...,?>„  un  système  de  multiplica 
on  devra  av( 


leurs,  on  devra  avoir 


'   '  -{-\ndxn — f/j:(>,Xi -f-...  H- X„X„)  =  diff.  exacte. 

Mais  trouver  des  fonctions  À,,  À,,  .  .  ,  ^„  satisfaisant  à 
cette  condition,  c'est  intégrer  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

,  „,  Au      ,,    dw  ,^    d« 

i3  — +X.  — -+-...H-X„— -  =  o, 

^         '  dx  ÛX,  iXXn 

,       , ,  .    ,       d«  dw    ,     ,      „         .  , 

et  les  dérivées  ^ — 1  •••»  -; —  de  la  tonction  //  seront  les 
dx,  0.x n 

multiplicateurs  cherchés.  Pour  trouver  un  système  de 
multiplicateurs,  il  n'est  donc  pas  nécessaire  d'intégrer 
complètement  Téquation  (i-^),  équivalente  aux  équa- 
tions (11),  il  ii>uflit  d'avoir  seulement  les  dérivées  rela- 
tives à  Xi,  Xi-  .  .  ,  ,  x„  de  la  fonction  u  qui  y  satisfait. 
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On  pourrait  de  la  lliéorie  précédente  déduire  la  mé- 
thode connue  pour  l'intégration  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles.  A  cet  effet,  on  raisonnera  ainsi  : 

Intégrer  Téquation  (  1 3  ),  ou 

(lu 

—  H-  X,>,-f-.  .  .4-  X„/„=o, 
d.7- 

dans  laquelle  on   a  posé  pour  simplifier  - —  =  },/,  c'est 

trouver  des  quantités  7],  A,,  ..  .  telles  que  l'équation  (12) 
ait  lieu.  Or  À,,  A^,  ...  ne  sont  autre  chose  que  les  mul- 
tiplicateurs des  équations  (11).  On  calculera  ces  multi- 
plicateurs, si  l'on  veut,  en  intégrant  ces  équations  (11). 
Soit  u  =  const.  une  intégrale  du  système  (11)  en  ques- 
tion 5  on  aura  précisément 

lidx^  -{-...  -h  Xidx,i  —  <3?jr  ( X,  X,  H-  .  .  .  -t-  >,iX„  )  :==  du , 

d  où  l'on  conclura  que  u  est  précisément  la  fonction  qui, 
égalée  à  une  constante,  est  une  intégrale  de  (11). 

Cette  manière  de  retrouver  la  règle  donnée  par  La- 
grange  et  confirmée  par  Jacobi  a  peut-être  l'avantage 
d'entrer  plus  au  cœur  de  la  question  et  de  mieux  mon- 
trer le  rôle  que  jouent  les  fonctions  intégrales  et  leuis 
dérivées. 


SIR  l]^E  MÉTHODE  POIK  OBTENIR  PAU  APPROXniVTHK\ 
LES  RACINES  DINE  ÉQUATION  ALGEBRIQUE  Qlil  A  TOITES 
SES  RACINES  RÉELLES; 

Par  m,  LAGUERRE. 


1. 

1.   Quand  on  a  une  valeur  suffisamment  approchée 
d'une  racine  d'une  équation,  la  méthode  d'approxinia- 

^rin.^e  Mac/iémnc,  ■i*'  atiiii'.l.XW.  (Avril   1880.)  Il 
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tjon  (le  Newton  cl  la  méllif'de  des  parties  propoilion- 
uelles  fournissent  toutes  les  deux  des  moyens  com- 
modes et  rapides  d'approclici-  indéfiniment  de  cette 
racine.  La  principale  difficulié  consiste  à  obtenir  celle 
première  valeur  approchée  que  l'on  doit  prendre  comme 
point  de  départ. 

Je  ne  crois  pas  que,  si  l'on  considère  la  question  dans 
toute  sa  généralité,  il  y  ail  Leaucoup  à  ajouter  à  ce  que 
l'oa  sait  déjà  5  il  me  semble  que  le  problème  doit  être 
posé  différemment  et  de  la  façon  suivante  : 

Une  équation  étant  donnée  [ou,  si  l'on  veut,  un  type 
d'équations  étant  donné),  trouver  une  méthode  qui  con- 
duise de  la  façon  In  plus  sûre  et  la  plus  rapide  aux 
valeurs  approchées  de  ses  racines. 

La  Note  qui  suit  a  pour  objet  de  donner  une  solution 
de  ce  problème  dans  le  cas  où  Léquation  proposée  est 
algébrique  et  a  toutes  ses  racines  réelles.  Les  équations 
de  ce  genre  se  présentent  du  reste,  comme  on  le  sait, 
très  fréquemment  dans  un  grand  nombre  de  questions 
importantes  de  l'Analyse. 

n. 

2.   Soient 

(,)  fM  =  o 

une  équation  algébrique  du  degré  //,  et  a,  fi.  y,  ...  ses 
différentes  racines;  on  a  l'identité 

Si  X  est  une  valeur  suffisamment  approchée  de  la  ra- 
cine a,  la  quantité    qui   figure   dans    le    second 

membre  de  celle  relation  est  très  grande,  tandis  que  les 
autres  (luaiiiités ~-   •.   ••  ont  des  valeurs  beau- 

.r  —  8      .1-  —  7 
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coup  plus  petites;  on  aura  doue  sensiblement 

J[x]  JC  —  V. 

et  de  cette  formule  on  déduit  une  valeur  approchée  de  a 
qui  ne  diffère  pas,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  de  la  va- 
leur donnée  par  la  méthode  d'approximation  deJNewlon. 
Je  ne  chercherai  pas  ici  à  corriger  cette  méthode  en 
essayant  d'obtenir  une  valeur  approchée  des  termes  né- 
gligés 

I  I 

-H  ■ ^- .  .  .  ; 

x—'^        •*■  —  7 

je  prendrai  plutôt  comme  point  de  départ  l'équation  sui- 
vante, que  Ion  obtient  en  dérivant  l'identité  (2)  : 

r--fr  __      I         __i I 

On  en  déduit  que,   a  désignant  une  racine  quelconque 
de  l'équation  (i),  on  a 

En  convenant  donc,  pour  plus  de  clarté,  de  représenter 
les  différentes  valeurs  que  peut  prendre  la  variable  x 
par  des  longueurs  portées  sur  une  droite  à  partir  d'une 
origine  fixe,  on  voit  que,  si  l'on  représente  par  un 
point  M  une  valeur  arbitraire  attribuée  à  a:  et  si  l'on 
porte  de  part  et  d'autre  du  point  M  une  longueur  égale 
en  valeur  absolue  à 

/ 


v//'=-y/" 


aucune  racine  de  l'équation  (i)  ne  peut  se  trouver  entre 
les  extrémités  N  et  W  des  segments  ainsi  déterminés, 
en  sorte  que  les  racines  de  cette  équation  seront  ou  supé- 


1 
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rieures  au  nombre  déterminé  par  le  point  N'  ou  infé- 
rieures au  nombre  déterminé  par  le  point  N. 

3.  Cette  propriété  n'est  évidemment  qu'un  cas  parti- 
culier d'une  propriété  plus  générale  et  renfermant  une 
constante  arbitraire. 

Toutes  les  fois,  en  effet,  qu'une  proposition  relative  n 
des  polynômes  entiers  ne  comprend  pas  uniquement  dans 
son  énoncé  des  covariants  (simples  ou  multiples  de  ces 
polynômes),  elle  est  un  cas  particulier  d'une  proposition 
plus  générale,  dans  l'énoncé  de  laquelle  n'entrent  que  des 
covariants,  et  cette  proposition  plus  générale  peut  se  dé- 
duire immédiatement  de  la  proposition  particulière  dont 
je  viens  de  parler  (  '  ). 

C'est  ce  que  je  pourrais  faire  ici 5  mais,  pour  être 
mieux  compris  dans  un  premier  exemple,  je  suivrai  une 
autre  marche  et  partirai  de  Tidenlité  suivante,  où  |  dé- 
signe une  quantité  arbitraire  et  où  le  signe  E  s'étend  à 
toutes  les  racines  de  l'équation  (i)    : 

/  H  —  a 


(')  C'est  de  la  môme  façon  qu'en  Géométrie  tout  théorème  dans  le- 
quel la  droite  de  l'iiifiiii  ou  les  ombilics  du  plan  jouent  un  rôle  parti- 
culier est  un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général  dans  lequel 
les  ombilics  sont  remplacés  par  deux  points  quelconques  du  plan.  11  esl 
du  reste,  comme  on  le  sait,  très  facile  de  passer  du  théorème  particulier 
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Pour  transformer  cette  relation,  j'introduirai  la  fonc- 
tion/(x,  y)  homogène  des  deux  variables  x  et  j,  qui  se 
réduit  à /(j:)  quand  on  y  fait  y  =  i\  en  supposant  donc 
que  cette  variable  soit  toujours,  daus  la  suite  des  calculs, 
remplacée  par  l'unité,  j'aurai 

et,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes. 

Le  polynôme  [n  —  i)f'-  —  nff"  ne  diffère  que  par 
un  facteur  purement  numérique  du  covariantde/(a',  7) 
que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  hessien  ;  je  le  représen- 
terai par  la  lettre  H,  en  sorte  que  la  relation  précédente 
pourra  s'écrire 


Zu\-^  —  ^j 


np 


4.  En  représentant  par  P  le  second  membre  de  cette 
égalité  (P  est  évidemment  toujours  positif,  et  il  en  est  de 
même,  comme  on  le  sait,  du  covariaut  H),  je  considère 
les  deux  racines  X'  et  X''  de  l'équation 

(4)  (è^V-o, 


que  1  ou  peut  écrire 

P(x  — X)^—  iS  — X)'=o. 

Si,  dans  le  premier  membre  de  celte  équation,  on 
remplace  X  par  la  valeur  d'une  racine  quelconque  a  de 
l'équation  (i),   on  obtient  un  résultat  positif,   car,   en 


au  théorème  général  ;  j'ai  le  premier  résolu  cette  question,  relativement 
aux  relations  angulaires,  dans  ma  Note  sur  la  théorie  des  foyers  (Nou- 
velles annales  de  Mathématiques,   i8.x3,  p.  ?>-j). 
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vertu  de  l'idenlitc  (3),  on  a  cvidemmeMl 

<  P. 


On  conclut  de  là  que  toutes  les  racines  de  l'équation  (i) 
sont  conipi'i ses  dans  l'un  des  intervalles  compris  entre  les 
nombres  X'etX"('). 

Si,  au  contraire,  on  remplace  X  par  a:,  on  obtient  un 
résultat  négatif,  d'où  l'on  voit  que  celui  des  deux  seg- 
ments déterminés  par  les  points  X'  et  X"  qui  i-enferme 
toutes  les  racines  est  celui  en  dehors  duquel  est  situé  le 
point  X. 

5.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a:  et  (3  dési- 
gnent deux  racines  consécutives  de  l'équation  (i)(a  étant 
<^(3)  et  que  nous  donnions  à  x  une  valeur  arbitraire 
comprise  entre  ces  deux  racines  ^  désignons  par  X'  et  X" 
les  deux  racines  de  l'équation  (4),  X' étant  la  plus  petite 
des  racines. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  X'  et  X"  sont  situés. 
quelle  que  soit  la  quantité  ^,  de  part  et  d'autre  du 
point  X,  et  que  toutes  les  racines  sont  ou  supérieures  à 
X"  ou  inférieures  à  X';  X'  et  X''  sont  donc  respective- 
ment des  valeurs  approximatives  des  racines  a  et  |5  plus 
approchées  que  la  quantité  x  dont  on  est  parti. 

Plus  généralement,  on  peut  dire  que  : 

Si  l'on  désigne  par  x  une  quantité  prise  arbitraire- 
ment dans  l'intervalle  compris  entre  deux  racines  con- 
sécutives a  et  (3  de  l'équation  (i),  et  par  X!  et  X"  les 


(')  On  peut  passer  de  la  valeur  X'  à  la  valeur  X"  sans  passer  par 
l'infini,  ce  qui  donne  un  premier  intervalle;  le  second  intervalle  com- 
prend la  valeur  infinie  de  la  variable  ou,  si  l'on  veut,  le  point  situé  a 
l'infini  sur  la  droite  dont  les  différents  points  représentent  les  valeurs 
de  la  variable. 


(  i<57   ) 
deux  racines  de  l'éqiuitioii  (4),  les  quantités 

a,   X',   .r,   X',    3 

sont  placées  par  ordre  croissant  ou  décroissant  de  gran- 
deur (*),  quelle  que  soit  la  quantité  |. 

En  particulier,  si  l'on  suppose  |  =  00  ,  réqualion  (4) 
devient 

_i _.n-ff" 

et  l'on  retrouve  la  proposition  que  j'ai  démontrée  tout 
d'abord  (n°  2). 

Pour  établir  la  proposition  générale,  il  suffit  même  de 
la  supposer  démontrée  dans  ce  cas  particulier;  en  intro- 
duisant en  effet,  pour  l'homogénéité,  des  variables  Y  et  r/ 
égales  à  l'unité,  l'équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante, 

?  Y  —  X  vî  \  '       (  1J\,  +  n.i\  Y  -H  1  ly  —  r,  .r  V-i  H 


Y-Xj/  nr 

où  l'on  voit  clairement  qu'elle  ne  renferme  que  des  co- 
variants  de  la  forme  J\-^,y)-  Si  donc  la  proposition 
énoncée  est  vraie  pour  une  valeur  particulière  de  |,  elle 
est  vraie  (puisque,  pour  emprunîer  le  langage  de  la  Géo- 
métrie, elle  est  projeciive)  pour  toute  autre  valeur  de  la 
même  variable. 

m. 

6.  Il  résulte  des  considérations  précédentes  que,  x  dé- 
signant une  quantité  prise  arbitrairement  entre  deux 
racines  consécutives  a  et  p  de  l'équation  proposée,  on 
peut  trouver  une  infinilé  de  systèmes  de  nombres  X'  ei 

(')  Si,  en  parliculier,  on  considère  la  plus  peiile  racine  a  et  hi  plu.-. 
;,'rande  racine  ,3  de  l'équalion,  on  doit  les  regarder  comme  consécutives, 
l'intervalle  q\u  les  sépare  comprenant    hi  valeni'  infinie  de  la  variable. 


(  »68  ) 
X"  jouissant  de  la  propriété  que  X'  soit  compris  dans 
l'intervalle  ax  et  X"  dans  rintervalle  x  |5. 

Comme  on  peut  donner  à  \  des  valeurs  arbitraires, 
on  peut  rechercher  quelles  sont  les  valeurs  de  X'et  deX" 
qui  se  rapprocheront  le  plus  de  a  et  de  (3,  et  il  suffit  évi- 
demment de  résoudre  la  question  dans  le  cas  particulier 
où  x  =  co  5  de  là  on  passera  sans  difficulté  au  cas  gé- 
néral. 

En  posant 

/(x)  =  a.r"  -t-  nb.r"-'  h ^ ex"-''  +  .  .  .  , 

on  trouve  aisément  que 

n  =  n'[n—  i){b'  —  ac).r'i"-^)  H- .  .  . 
et  qu'en  faisant  a:  =  co   la  formule  (4)  devient 

n' nl-^-  hY->r-n{n —\]{b^  —  ac)' 

ç  — Xj'=: 1 

d'où  l'équation  suivante,  qui  détermine  les  valeurs  deX, 

{«  — i]rt'?^H-  ia[nh  +  ^7X)Ç 

-i-n-b^ — n   n  —  i)ac — rt'X^=o. 

Les  valeurs  extrêmes  de  X  s'obtiendront  en  expri- 
mant que  celle  équation  a  ses  racines  égales;  elles  seront 
ainsi  déterminées  par  la  relation 

[nb  -h  rtX)'  —  [n  —  i)\n-b^ —  n   n  —  i)ac  —  a^X-]  =  o, 

qui  peut  s'écrire,  toutes  réductions  faites, 

n^X'  H-  2fl/^X  -+-(«—  lYac  —  ri[n  —  2.)  b^  =  o, 

d'où  l'on  déduil 


—  bzt    n  —  i]\/b'  — 

j\.   • — ~     


{  ^69  ) 
et,  d'après  ce  que  j'ai  démontré  plus  haut,  l'une  de  ces 
valeurs  est  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équa- 
tion proposée,  l'autre  en  est  une  limite  inférieure  (*). 

7.  Cette  proposition  n'est  évidemment  qu'un  cas  par- 
ticulier d'une  proposition  plus  générale  relative  à  une 
valeur  arbitraire  de  x,  le  cas  que  je  viens  de  considérer 
correspondant  à  x  =  ce  . 

Pour  la  trouver,  je  mettrai  la  relation  précédente 
sous  la  forme 

(5)  [naX-h  nby  —  n'[n  —  iY[b'—ac)  =  o, 

(•)  Cette  proposition  peut  s'établir  directement  de  la  façon  suivante. 
En  désignant  par  a,  6,  y,  ...  les  racines  de  l'équation  /(x)  =  o,  par  5,  la 
somme  de  ces  racines  et  par  5.  la  somme  de  leurs  carrés,  on  a  évidem- 
ment 

2(x  —  c/.)-=  nx-—  1s^x  -h  s,. 

En  désignant  par  v.  l'une  quelconque  des  racines,  on  a  donc 

{x  —  (/.)■  <inx-  —  2 5, X  -(-  i'j ; 

d'où  l'on  voit  que  le  polynôme 

(  »  —  I  )  -c-  -h  2  (  a  — ■  ■S'i  ) ■^'  -{-  ^2  —  »•-■ 

a  toujours  une  valeur  positive.  Ses  facteurs  sont   donc  imaginaires,  et 
l'on  a,  pour  toute  racine  de  l'équation, 

(«  —  i)(5,— «'-)  —  (=<  -  •y.)'>o; 

par  suite,  Téquation 

{n  —  i){s. —  x')  — {x  —  5,)-=o 

détermine  deux  limites  des  racines  de  l'équation  (i). 
Elle  peut  s'écrire 

nx°  —  is^x  -^  s\  —  («  —  1)53=  o, 

ou,  en  remplaçant  respectivement  s^   et  5,  par  leurs  valeurs  —  7—  et 


n-x--\-  labx  +  (rt  —  \)°ac  —  n{n  —  i)b'^  o; 

c'est,  sauf  la  notation,  l'équation   obtenue  plus  haut  par  une  voie  dif- 
férente. 


(  170  ] 
etjf  considérerai  Téqualion  suivanie, 

(6)  [X/,.-^Yf;.y-{ri-i){Xj-YxYE^^o, 

qui  lie  renferme  que  des  covariants  de  f[x^j'). 

Je  remarque  que,  quand  on  y  fait  x  =  co  ,  elle  se  ré- 
duit à  l'équation  (5);  sans  autre  démonstration,  on  peut 
donc  en  conclure  que  : 

Si  l'on  donne,  dans  l'équation  (6),  à  la  variable  x 
une  valeur  comprise  entre  deux  racines  consécutives  a 
et  j3  de  V équation  (i),  de  ses  deux  racines  X'  et  X", 
V  une  est  comprise  entre  a  et  x  et  V  autre  entre  x  et  (3. 

Ces  quantités  sont  d' ailleurs,  de  toutes  celles  que  V  on 
peut,  en  donnant  à  ^  toutes  les  valeurs  possibles,  dé- 
duire de  l'équation  (4)?  celles  qui  approchent  le  plus 
des  racines  a  et  ^. 

Pour  résoudre  l'équation  (6),  j'y  fais,  pour  simplifier 
l'écriture,  Y  ■.=j-  =:  i,  et,  après  l'avoir  écrit  de  la  façon 
suivante, 

[nf -^  [1^- x)f 'Y  =  [n  -i)[y.-  xy m, 

j  extrais  la  racine  carrée  des  deux  membres. 
On  en  déduit 


f  ±\J\n  —  \    f'^  —  n   //  —  r    //' 


X  —  X  n  f 

8.  La  formule  qui  précède  résout  complètement  la 
([uestion  suivante  : 

Etant  donné  un  nombre  arbitraire  x^  déterminer^ 
sans  tâtonnement  et  par  une  suite  d'opérations  régu- 
lières, des  valeurs  de  plus  en  j)lus  approchées  de  la  ra- 
cine immédiatement  supérieure  à  x  ou  de  la  racine  qui 
lui  est  immédiatement  injérieuie. 

Si,  par  exemple,  on  veut  déteiîiiincr  la  laciiie  iiunie- 


(  '7'  ) 
(liatement  supérieure  à  x,  on  tirera  de  la  formule  [y)  une 
valeur  convenable  de  la  correction  X  —  .r,  en  prenant 
le  radical  (qui  détermine  le  signe  du  second  membre) 
avec  un  signe  contraire  à  celui  de^;  en  partant  de  cetlt; 
nouvelle  valeur  ou,  pour  faciliter  les  substitutions,  de 
toute  autre  valeur  comprise  entre  x  et  X,  on  continuera 
les  opérations,  qui  permettront  ainsi  d'approcher  indéfi- 
niment de  la  racine  cherchée. 

Quelle  que  soit  la  valeur  x  dont  on  parle,  cette  mé- 
thode n'est  jamais  en  défaut  comme  peut  l'être  la  mé- 
thode de  Newton,  et,  dans  le  cas  où  la  méthode  de  Newton 
peut  être  employée  avec  sûreté,  elle  donne  toujours  une 
approximation  plus  grande. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  nous  appliquions 
la  méthode  de  Newton  au  nombre  x  en  vue  d'obtenir  la 
racine  immédiatement  supérieure;  la  correction  est 
égale  à 

f 

"7' 

quantité  positive,  et  l'on  3,  Jf"  ^  o. 
La  correction  proposée  est  égale  à 


nf 


-f'±:^[n-iYr'-n[n-i)ff" 

où  le  radical  doit  avoir  le  même  signe  que/". 

Oi\fJ  "  étant  positif,  il  est  clair  qu'en  valeur  absolue 
le  dénominateur  est  plus  petit  que  iif'\  la  correction 
proposée  est  donc  supérieure  à  celle  qui  résulte  de  la 
formule  de  Newton,  et,  comme  elle  demeure  égalemeni 
inférieure  à  l'excès  de  la  racine  cheichée  sur  \v 
nombre  x,  elle  est  plus  avantageuse. 

(  ^  suh'7c.) 
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SOLITIOIV  DINE  QIESTION  PROPOSÉE  M  1879  AU  CONCOURS 
D'AGRÉGATION  POIR  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉ- 
CIAL 5 

Par  m.  Ernest  LEBON, 
Professeur  au  lycée  de  Versailles. 


Tromper  V équation  de  la  perspective  d'une  hélice,  le 
tableau  étant  perpendiculaire  à  son  axe  et  le  point  de 
vue  S  étant  sur  cet  axe. 

Prenons  pour  origine  le  pied  s  de  l'axe  sur  le  tableau  ; 
pour  axes  de  coordonnées  rectangulaires  l'axe  5z  de 
l'hélice,  une  droite  sx  passant  par  la  trace  de  l'hélice 
sur  le  tableau,  et  une  droite  sj  perpendiculaire  à  ^ a:  dans 
le  tableau.  Désignons  par  oi  l'angle  avec  sx  de  la  pro- 
jection d'un  rayon  visuel  sur  le  tableau,  par  /'  le  rayon 
de  l'hélice,  et  par  h  son  pas.  Les  coordonnées  de  S  sont 
o,  G,  c. 

Les  équations  de  l'hélice  sont 

h  w 
a:  =  /'COSw,      r=:rsniw,      3  =  —  =  bu, 

27r 

Les  équations  d'une  génératrice  du  cône  de  sommet  S, 
ayant  l'hélice  pour  directrice,  sont 


^r.)  — 


L'élimination  de  w  entre  ces  équations  donne  l'équa- 
tion du  cône  S.  Ou  trouve 

[x^-hy")  (iarctang- —  r  j   —  r'[z  —  c)-=o. 

L'équation  de  lacourbeperspecii  ve  cherchéeest  obtenue 


(  »7^  ) 
en  faisant  z  ==  o  dans  l'équation  précédente.  En  rempla- 
çant dans  l'équation  de  la  courbe  perspective  x^-h}' 

Y 

par  c"  et  arc  tang-  par  sa  valeur  o),  on  trouve,  le  pôle 

étant  s  et  l'axe  polaire  sx,  l'équation  polaire  suivante  de 
la  courbe  perspective  : 

[p[c  —  boi)  -\-  cr][p[c  —  boi]  —  cr]  =  o. 

La  courbe  complète  est  formée  de  deux  courbes  sy- 
métriques par  rapport  à  sj,  dont  les  équations  s'obtien- 
nent en  égalant  chaque  facteur  à  zéro.  Une  seule  de  ces 
équations  suffit,  pourvu  que  l'on  fasse  varier  w  de  zéro 
à  ±  oo  .  Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  nommée 
spirale  hjperbolique. 


CONCOURS  GÉ^ÉUAL  (1879). 


Mathéinaliques  spéciales. 

Etant  donné  un  liyperboloïde  à  une  nappe  et  un 
point  P  dans  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  par  le  point  P 
on  mène  une  parallèle  PH  à  une  position  G  de  l'une  des 
deux  génératrices  rectilignes  de  l'hyperboloïde,  et  l'on 
considère  le  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la 
droite  PH  et  passant  par  la  droite  G.  La  projection 
sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  de  l'intersection  du  cy- 
lindre et  de  Ihyperboloïde  est  une  courbe  du  troisième 
degré,  ayant  un  point  double:  trouver  le  lieu  de  ce  point 
double  quand  la  droite  G  décrit  l'hyperboloïde. 

Philosophie. 

\.  On  donne  un  quadrilatère  ABCD  :  inscrire  dans 
ce  quadrilatère  un  trapèze  isoscèle  MNPQ,dont  le  som- 


(  1-4  ) 

met  M  est  donné  cl  dont  It-s  deux  côiés  parallèles  MN, 
PQ  sont  parallèles  à  la  diagonale  AC  du  quadrilatère. 
Pour  quelles  positions  du  point  M  ce  trapèze  se  réduit-îl 
à  un  triangle? 

II.  Donner  les  dénominateurs  de  toutes  les  fractions 
ordinaires  irréductibles  qui,  réduites  en  fractions  déci- 
males, donnent  naissance  à  une  fraction  décimale  pério- 
dique mixte,  dont  la  période  a  trois  cliiffres  et  la  partie 
non  périodique  deux  chiffres. 

Résoudre  la  même  question  quand  la  période  a  quatre 
chiffres  et  la  partie  non  périodique  un  chiffre. 

Mathématiques  élémentawes. 

I.  On  considère  un  quadrilatère  ABCD  dans  lequel 
on  a  AB  =  BC  et  CD  =  DA  :  i"  on  demande  de  prouver 
que  ce  quadrilatère  est  circonscriptible  à  deux  cercles; 
2°  on  déforme  ce  quadrilatère  de  telle  manière  que  les 
côtés  demeurent  invariables  et  que  les  points  A,  B  de- 
meurent fixes.  On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles 
inscrits  aux  différentes  positions  du  quadrilatère. 

IL  Etant  données  les  deux  équations 


br  -T-  cz  ^=  o,      — 1 i —  =:o, 

.r       jr        c 


en  déduire  les  rapports  '-i  -■>  -  par  des  formules  ne  con- 

X     J'      z 

tenant  pas  de  radicaux  au  dénominateur.  Chercher  dans 
quel  cas  les  valeurs  de  ces  rapports  sont  réelles. 

FJiétoriquc. 

Soit  AB  «ne  portion  de  droite  de  longueur  donnée*,  on 
prend  entre  A  et  B,  sur  la  droite  AB,  un  point  C,  et, 
sur  AC  comme  diamètre,  on  décrit  une  demi-circonfé- 


(   •7^>  ) 
rence  5  par  le  point  B  on  mène  une  tangcnle  à  celle  demi- 
circonférence  :  soit  D  le  point  de  contact,  et  soit  E  le 
point   où  cette   tangente  rencontre   la  perpendiculaire 
menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A. 

Déterminer  le  point  C  de  telle  façon  que,  si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  la  droite  AB,  la  surface  en- 
gendrée par  l'arc  de  cercle  AD  et  la  surface  engendrée 
par  la  portion  de  droite  BE  soient  dans  un  rapport  égal  à 
un  nombre  donné  m. 

Indiquer  le?  conditions  de  possibilité.  Appliquer  dans 

le  cas  particulier  où  m  est  égal   à  -,  ei,  dans   ce  cas, 

trouver  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les  deux 
portions  BD,  DE  de  la  droite  BE. 

Seconde. 

I,  On  donne  deux  droites  parallèles  RR',  SS',  et  une 
droite  perpendiculaire  à  ces  parallèles  rencontrant  RR' 
en  A  et  SS'  en  B.  Sur  RR',  à  partir  du  point  A,  on  porti- 
une  longueur  arbitraire  A  A',  et  sur  SS',  à  partir  du 
point  B,  et  du  même  côté  par  rapport  à  AB,  on  porte 
une  longueur  BB'  telle  que  le  produit  des  longueurs  AA' 
et  BB'  soit  égal  au  carré  de  AB5  on  mène  les  droites  AB' 
et  BA',  et  l'on  désigne  par  M  leur  point  de  rencontra;  on 
mène  par  le  point  M  une  perpendiculaire  à  AB,  et  l'on 
désigne  par  P  et  par  Q  les  points  où  elle  rencontre  les 
droites  AB,  A'B'.  Enfin  on  désigne  par  C  le  point  où  la 
droite  A'B'  rencontre  la  droite  AB: 

i"  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  on 
fait  varier  la  longueur  AA'; 

2"  Démontrer  que  le  point  M  est  le  milieu  de  PQ  ; 

3°  Démontrer  que  la  tangente  au  point  M  k  la  courbe 
que  décrit  ce  point  passe  par  le  point  C. 

II.  Soit  (L  la   longueur  du  côté  d'un  triangle  équila~ 


(  ^7^'  ) 
téral  ABC  :  calculer  la  distance  du  point  A  à  un  point  M 
situé  sur  AB,  entre  A  et  B,  de  façon  que,  si  l'on  désigne 
par  P  et  par  Q  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  M  sur  les  côtés  AC  et  BC  du  triangle,  le  rapport 
de  l'aire  du  quadrilatère  APQB  à  l'aire  du  triangle  ABC 
soit  égal  à  un  nombre  donné  m. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité  -,   appliquer  en 

supposant  m  égal  a  —■,  et,  dans  ce  cas,  déterminer  par 

une  construction  géométrique  la  position  du  point  M. 

Troisième. 

I.  On  donne  une  circonférence  O  et  une  droite  RS 
tangente  à  cette  circonférence  au  point  A;  ou  prend  un 
diamètre  quelconque  BC,  et  des  extrémités  B,  C  de  ce 
diamètre  on  abaisse  les  perpendiculaires  BB',  CC  sur  la 
tangente  RS;  on  mène  les  cordes  AB,  AC. 

Démontrer  que  le  rapport  de  l'aire  du  triangle  ABC 
à  l'aire  du  trapèze  BB'C'C  est  le  même  quelle  que  soit  la 
direction  du  diamètre  BC. 

II.  Soit  I  le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un 
triangle  ABC;  on  construit  un  second  triangle  A'B'C 
dont  les  sommets  A',  B' et  C  sont  respectivement  symé- 
triques au  point  I  par  rapport  aux  droites  BC,  AC,  AB  : 

i"  Démontrer  que  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont 
inscrits  dans  uu  même  cercle  ; 

1^  Evaluer  les  angles  du  triangle  A'B'C  en  suppo- 
sant connus  les  angles  du  triangle  ABC; 

3"  Désignant  par  M  et  par  N  les  points  où  la  droite  AB 
rencontre  les  droites  B'C  et  C'A',  par  P  et  par  Q  les 
points  où  !a  droite  BC  rencontre  les  droites  C'A'  et  A'B', 
enfin  parR  et  par  S  les  points  où  la  droite  CA  rencontre 
les  droites  A'B'  et  B'C,  démontrer  que  les  trois  droites 
MQ,  NR,  PS  passent  par  uu  même  point. 


(  177  ) 
Dans  chaque  question,  ou  examinera  séparément  les 
cas  où  les  trois  angles  du  triangle   ABC  sont  aigus  et  le 
cas  où  l'un  d'entre  eux,  A  par  exemple,  est  obtus. 


C0i\C0lRS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
DE  1879. 


Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  point  A. 
On  considère  un  paraboloïde  circonscrit  à  l'hyperboloïde 
et  tel  que  le  plan  P  de  la  courbe  de  contact  passe  par  le 
point  A  5  soit  M  le  point  d'intersection  de  ce  paraboloïde 
avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par  le  point  A; 
soit  Q  le  point  de  rencontre  du  plan  P  avec  la  droile  qui 
joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  P  par  rapport  h.  l'iiy- 
perboloïde. 

Le  plan  P  tournant  autour  du  point  A,  on  demande  : 

1°  Le  lieu  du  point  M 5 

2°  Le  lieu  du  point  Q  :  ce  second  lieu  est  une  surface 
du  second  degré  S  (|ue  l'on  discutera  en  faisaint  varier  la 
position  du  point  A  dans  l'espace; 

o"  Le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  A 
pour  que  la  surface  S  soit  de  révolution. 

Malliéinaticjues  élémentaii es  et  Mécanique. 

Une  lame  homogène,  pesante,  et  d'une  épaisseur  infi- 
niment petite,  a  la  forme  d'un  demi-cercle  ACB5  elle  est 
soutenue  par  un  iil  attaché  aux  extrémités  du  diamètre 
AB,ett[ui  passe  dans  un  anneau  fixe  infiniment  petit  O. 

On  demande  de  déterminer  les  positions  d'é([uilibre 
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de  la  lame  et  de  reconnaître  dans  quels  cas  cet  équilibre 
est  stable  ou  instable. 


On  donne  la  longueur  /  du  fil,  le  rayon  R  du  demi- 
cercle  ACB,  et  le  poids  P  de  la  lame. 
(On  négligera  le  poids  du  fil.) 

Nota.  — Pour  reconnaître  si  l'équilibre  est  stable  ou 
instable,  on  pourra  chercher  pour  (juelles  positions  de 
la  lame  la  distance  du  centre  de  gravité  G  de  cette  lame 
au  plan  horizontal  qui  passe  par  l'anneau  O  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum. 


Composition  sur  certaines  parties  du  programme  de  la 
licence,  désignées  par  V arrêté  du  21  décembre  1878. 

Théorie.  —  Intégration  de  l'équation  Vp  -h  Q<7  =  R, 
où  P,  Q,  R  désignent  des  fonctio!>s  données  de  a:,  de  y 
et  de  s,  el  />,  cj  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  y. 

application.  —  On  donne  un  ellipsoïde,  ei,  sur  cette 
surface,  deux  points  diamétralement  opposés,  A  et  B.  On 
joint  les  points  h.  et  B  à  un  point  variable  m  de  Tellip- 
soïde.  Trouver  une  surface  S  telle  que  le  plan  tangent 
au  point  M  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  A/?/  soit 
parallèle  à  la  droite  Vttn. 


(  Ï79  ) 
Trouver  sur  cette  surface  une  courbe  toile  que  la  tan- 
gente en  chaque  point  M  de  cette  courbe  et  l'intersection 
(lu  plan  tangent  à  la  surface  eu  M  avec  le  plan  qui  passe 
parce  point  M  et  par  le  diamètre  AB  soient  deux  tan- 
gentes conjugue'es  par  lapporl  à  la  surface. 

Mathématiques  spéciales  [Leçons). 

1°  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données rertilipnes  (première  leçon). 

2°  Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  ordre. 
—  Cas  où  la  surface  est  rapportée  à  des  axes  de  coor- 
données rectangulaires  quidconques. 

3"  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude 
des  fonctions  d'une  seule  variable.  —  Exemples. 

4°  Equation  du  plan  tangent.  —  Application  aux 
surfaces  du  second  ordre. 

5**  Théorème  de  Rolle.  — Son  application  à  la  sépara- 
tion des  racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcen- 
dante. 

6°  Lim  (  I  H )     quand  m  devient  infini. 

7**  Approximation  des  racines.  —  Méthode  de  Newton. 

8*^  Pians  diamétraux  dans  les  surfaces  du  second 
ordre. 

t)°  Transformation  des  équations  algébricjues.  — 
Exemples. 

lo"  Première  leçon  sur  les  séries. 

1 1°  Conditions  pour  qu'une  surface  du  second  ordre 
soit  de  révolution.  —  Exemples. 

12°  Tangentes  et  asymptotes  en  coordonnées  po- 
laires. 

iS**  Théoième  de  Sturm. 

i4°  Règle  des  signes  de  Descartes. 

iS*'  Etant  donnée  l'équation  générale  d'une   ellipse 


(   <8o) 
ou  d'une  hyperbole,   déterminer  les  axes  en  grandeur  et 
en  position.  — Etant  donnée  l'équation  générale  d'une 
parabole,  trouver  l'équation  de  sou  axe  et  la  grandeur 
du  paramètre. 

16"  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le 
cas  où  la  courbe  d'intersection  a  des  branches  infinies. 

17"  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  hy- 
perboloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

18°  Section  plane  de  l'hyperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe. 

19°  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré.  — 
Ramener  la  question  à  la  résolution  d'une  équation  du 
troisième  degré. 

20°  Discussion  de  l'équation  du  second  degré  à  deux 
variables  (Géométrie  analytique). 

21"  Étude  algébrique  de  l'éc^uation  en  S. 

Mathématiques  élémentaires  [Leçons). 

I"  Résolution  et  discussion  de  l'équation 

a.r''  -h  bx  -h  c  =  o. 

2**  Maximum  et  minimum  de  l'expression 

a  x^  -i-  b  .T  -\-  c 
a'  .r-  -H  A'  J7  -r  c' 

3°  Résolution  des  équations  rtj: -1-^^=0,  d x-\-h' y=c' . 
—  Discussion. 

4"  Equation  bicarrée.  —  Transformation  des  expres- 
sions VA  ±  yB  en  une  somme  ou  une  dillerence  de  deux 
radicaux  simples. 

5°  Etude  du  trinôme  ax-  +  hx-k-  c. 

6"  Conversion  d'une  fraction  ordinaire  en  fractions 
décimales.  —  Fractions  périodiques. 


(  i8i   ) 

n°  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  commun 
multiple  de  plusieurs  nombres  entiers. 

8°  Racine  carrée  d'un  nombre  entier. 

9°  Division  des  nombres  entiers. 

lo"  Figures  symétriques  par  rapport  à  un  axe,  par 
rapport  à  un  centre,  par  rapport  à  un  plan. 

1 1°  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

12°  Mesure  des  angles. 

i3°  Volume  de  la  sphère  et  du  segment  sphérique. 

14°  Recherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. 

i5"  Recherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. 

16°  Parabole, 

17°  Aire  du  fuseau  et  du  triangle  sphérique. 

i8°  Formules  relatives  à  l'addition  et  à  la  soustrac- 
tion des  arcs. 

iQ"  Connaissant  sina  ou  cosa,  calculer  sin-et  cos-- 

—  Connaissant  tangrt,  calculer  tang-* 

20°  Construction  des  Tables  trigonométriques. 
21°  Distance  d'un  point  à  un  plan,  à  une  droite.  — 
Plus  courte  distance  de  deux  droites. 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  d'un 
hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  les  deux  sur- 
faces ayant  une  génératrice  commune. 

La  ligne  de  terre  est  parallèle  au  petit  côté  du  cadre 
et  h  G*",  ly  au-dessus  du  bord  supérieur. 

Hyperboloïde.  —  L'axe  est  vertical,  et  sa  projection 
verticale  est  au  milieu  de  la  feuille;  sa  projection  hori- 
zontale O  est  à  1 15™"'  de  la  ligne  de  terre.  Le  cercle  de 


(  tSa  ) 
gorge  est  à  80'"'"  au-dessus  du  plan  liorizonlal,  son  rayon 
est  4o"""-  La  trace  de  l'hyperboloïde  sur  le  plan  hori- 
zontal est  un  cercle  de  rayon  égal  à  1 10""". 

Paraboloïde.  —  Il  a  pour  plan  directeur  le  plan  hori- 
zontal et  pour  directrices  : 

1°  La  génératrice  ah,  a'h'  de  l'hyperboloïde,  dont  la 
trace  liorizoutaie  est  sur  la  parallèle  h  la  ligne  de  terre 
menée  par  le  point  O,  et  à  gauche  de  ce  point,  et  dont 
le  point  de  rencontre  avec  le  cercle  de  gorge  est  derrière 
le  plan  de  front  mené  par  l'axe  5 

2°  La  verticale  menée  par  un  point  O  du  plan  hori- 
zontal situé  derrière  le  plan  de  front  mené  par  l'axe,  et 
distant  de  44'"'"  du  point  A  et  de  68™°"  du  point  O. 

On  représente  ce  qui  reste  de  riivperboloïde  quand  ou 
enlève  tout  ce  qui  est  au-dessus  de  la  surface  du  para- 
boloïde. 

Composition  sur  un  sujet  de  licence. 

Un  point  pesant  M,  assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'un 
cône  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical,  est  altii  é  par  un 
centre  placé  au  sommet  S  du  cône  :  l'attraclion  est  pro- 
portionnelle à  une  fonction  inconnue  de  la  dislance  MS. 

1°  Trouver  cjuelle  doit  être  cette  fonction  pour  que  la 
trajectoire  du  point  M  soit  plane. 

2°  Etudier,  dans  ces  conditions,  le  mouvement  de  la 
projection  du  point  M  sur  un  plan  horizontal. 

3°  Déterminer  la  réaction  du  cône,  pour  une  position 
quelconque  du  point  IM  sur  sa  trajectoire. 

Exercice  de  calcul. 
Etant  donnée  l'équation 

4  r'  -T-  25  >  '  -+-  49  -'  —  "j^  y^  —  ^^  ^-^ 

-^  20  ij  —  2.J-  -     ^y  -\-Ç>Z  -\ =:  o, 


(  i83  ) 
qui  représente  une  surface  du  second  ordre  ra])portce  à 
des  axes  reclangulaires,  on  demande  de  ramener  celte 
équation  à  la  forme  la  plus  simple,  en  choisissant  de  nou- 
veaux axes  rectangulaires  dont  on  déterminera  la  posi- 
tion par  rapport  aux  axes  primitifs. 


Ol'ESTIOKS  DE  LÎCOCE 

(MONTPELLIER,      NÛVEMaRE      187C)). 


Analyse.  —  On  donne  un  cylindre  droit  vertical 
dont  la  hase  est  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a. 
Une  courbe  tracée  sur  ce  cylindre  jouit  de  la  propriété 
que,  M  désignant  un  point  de  cette  courbe  et  MI  la  tan- 
gente correspondante,  la  projection  du  rayon  vecteur 
OM  =7-  sur  cette  tangente  est  constante  et  égale  à  une 
ligne  donnée  K.  Le  point  M  est  défini  par  l'ordonnée 
verticale  z  et  par  l'angle  w  que  la  projection  horizon- 
tale OP  de  OM  forme  avec  le  rayon  fixe  OA.  On  pro- 
pose de  : 

i"  Trouver  la  relation  finie  qui  existe  entre  z  et  w 
ou,  si  Ton  préfèie,  exprimer  ces  cooidonnées  en  fonc- 
tion d'une  variable  auxiliaire: 

2°  Trouver  en  fonction  de  z  l'expression  s  de  lare 
de  la  courbe  5 

3°  Calculer  l'aire  cylindrique  comprise  enlre  deux 
génératrices  données  et  les  arcs  qu'elles  interceptent  sur 
la  courbe  et  sur  le  cercle  de  base. 

Macanique.  —  Mouvement  d'un  point  nialériel  sou- 
mis à  l'action  d'une  force  centrale  dont  l'inteusilé  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 


(  i84  ) 
CORRESPOKDANCE. 


Mon  cher  Monsieur  Brisse, 

Le  dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales  contient 
un  article  du  P.  Lecointe  sur  un  problème  qui,  si  je  ne 
me  trompe,  a  été  donné  autrefois  par  M.  Chasles  au 
Concours  général.  Comme  le  fait  tiès  justeraen?  remar- 
quer le  P.  Lecointe,  toutes  les  solutions  données  dans 
votre  Recueil  sont  incomplètes  et  ne  fournissent  qu'une 
partie  du  lieu.  Ce  fait  important  n'avait  pas  écliappé  à 
plusieurs  de  vos  lecteurs  -,  M.  Bos,  notamment,  m'en  avait 
parlé,  il  y  a  déjà  longtemps,  et  il  avait  étudié  la  courbe 
du  quatrième  ordre  cju'il  faut  joindre  à  la  conique  pour 
obtenir  la  solution  complète  de  la  question  (^). 

Permettez-moi  de  vous  donner  quelques  indications 
sur  une  question  plus  générale,  que  je  propose  depuis 
longtemps  comme  exercice  à  mes  élèves  et  dont  voici 
l'énoncé  : 

On  considère  une  conique  Jixe  (S)  et  fies  coniques 
variables  j/assant  par  quatre  points  fixes  Aj,  Ag,  A3,  A^. 
On  mène  les  tangentes  communes  à  la  conique  Jixe  (S) 
et  à  V une  des  coniques  variables ,  et  l'on  demande  le 
lieu  du  point  de  concours  de  ces  tangentes. 

Il  est  clair  que,  si  l'on  suppose  deux  des  points  A^,  Aj 
sur  la  conique  (S)  et  les  deux  autres  à  l'infini  sur  le 
cercle,  le  problème  précédent  coïncide  avec  celui  qui  a 
d'abord  été  proposé  par  M.  Chasles  et  si  souvent  traité 
dans  votre  Recueil. 


(')  Il  y  a  longtemps  aussi  que  j'ai  fait  résoudre  la  question  dans 
mes  conCérences  à  Sainto-Barbe  et  étudier  la  courbe  du  quatrième  ordre 
qui  accompagne  la  canique.  Cu.   B. 


(   '85  ) 
Voici  comment  on  peut  obtenir  rapidement  l'équation 
du  lieu. 
Soit 

S  =  o 

l'équation  de  la  conique  (S),  et  désignons  par  x',  )'  les 
coordonnées  d'un  point  du  lieu.  Si  l'on  pose 

,dS  ,dS         ,f/S 

ax  a  y  dz 

l'équation  des  deux  tangentes  menées  du  point  {x'.,j') 
à  la  conique  (S)  sera 

SS'  — P'=o, 

S'  désignant  ce  que  devient  S  quand  on  y  substitue  x'^y 
h  x,j. 

Pour  tout  point  du  lieu,  il  y  aura  une  conique  tan- 
gente aux  deux  droites  précédentes  et  passant  par  les 
quatre  points  A..  Soit 

(i)  V^—SS'=[mx-hny-^pY 

l'équation  de  celle  conique,  et  désignons  par  x,,  j,  les 
coordonnées  du  point  A,,  par  S,,  P,-  les  résultais  de  la 
substitution  de  ces  coordonnées  à  x,y  dans  S  et  dans  P-, 
on  devra  avoir  les  quatre  équations 


zir  y/P;  —  S,  S'  =  m  .r,  +  «j,  +  p, 


rfc  v'P^  —  S4  S'  =  m  Xi  -\-  n)\  -}-  p. 

En  éliminant  ///,  //,  />,  on  est  conduit  à  Féquaiion  iria- 
tionnelle  du  lieu 


:(234)v'Pî-S,S'-Jz(i34)v'S.S'-P^ 


(  «86  ) 
'234)  (It'sigMatit,  pour  aluégor,  le  déiermiiiant 


V, 


'  'I  '7  ' 

et  (i34)»  {124)1  ('23)  ayant  des  significations  ana- 
logues. 

L'équation  (2)  peut  être  rendue  rationnelle,  et  elle 
devient  alors  du  liuitième  degré;  mais  i!  est  ais?  de  voir 
qu'elle  contiendra  S'  en  facteur.  En  effet,  si  l'on  fait 
S'=  o  et  si  Ion  extrait  la  racine  de  chaque  radical,  la 
somme 

(234)P,-  (l34)P,+  (I24)P3-  (123)P„ 

correspondant  à  l'une  des  combinaisons  de  signes  que 
l'on  peut  choisir,  est  identiquement  nulle.  Le  lieu  est 
donc  en  réalité  du  sixième  degré.  Il  est  d'ailleurs  très 
facile  d'expliquer  a  priori  pourquoi  le  facteur  S'  s'in- 
troduit dans  l'équation  par  la  méthode  que  j'indique  ici. 
L'étude  de  ce  lieu,  de  ses  points  multiples,  des  cas 
dans  lesquels  il  se  décompose  mériterait  d'être  faite  avec 
soin  et  pourrait  donner  naissance  à  un  petit  Mémoire 
fort  intéressant.  Ainsi  l'on  voit  tout  de  suite  que  les 
équations 

S,S'  —  P;  =  o 

représentent  les  huit  tangentes  menées  des  points  A,  à 
la  conique  S  et  sont  des  tangentes  triples  du  lieu,  etc. 

Je  me  contenterai  de  quelques  remarques  fort  simples. 

Toutes  les  fois  que  l'un  des  points  A,-  sera  sur  la  co- 
nique (S),  le  radical  correspondant  y/P/  —  S'S.  devien- 
dra un  carré  parfait  et  pourra  être  remplacé  par  ±P.. 
D'après  cela,  supposons  que  deux  des  points  A,,  Aj,  A^ 
par  exemple,  soient  sur  la  conique   (S);  ré(pialion  du 


(   ^87  ) 
lit'U  se  décoDiposera  en  Jeux  autres, 

(234)  P,+ (i34]  P, -;- ;,24]  v/pF^S^ 

-n-(l23)v'P:  — S4S'=0 

ei 

(234) p,  -  ( '34 ) p.-f-  (124) \/pr^  S35' 

4-(i23;vP;-SiS'=zo, 

qui  conduiront  à  des  équations  rationnelles  difîérentes 
représentant  chacune  une  courbe  du  quatrième  degré; 
mais  la  seconde  contiendra  S'  en  facteur  et  donnera  une 
conique  après  la  suppression  decefacteur.il  est  d'ailleurs 
évident  que  cette  conique  sera  tangente  aux  droites  re- 
présentées par  les  équations 

P=  —  SaS'irrO,        P"  —  S4S'=0, 

c'est-à-dire  aux  quatre  tangentes  menées  de  A3,  A4  à  la 
conique  (S).  Dans  le  cas  particulier  où  A3,  A;  sont  à  l'in- 
fini sur  le  cei'cle,  la  conique  sera  donc  liofuofocale  à  (S). 
Supposons  maintenant  que  les  trois  points  x\i,  A,,  A3 
soient  sur  S.  L'équalion  irrationnelle  se  décompose  en 
quatre  autres ,  corres[)ondant  aux  combinaisons  de 
siîrnes 


-h      —      -h     ± 

—     +     +     :=! 

des  quatre  ternies,  et  l'on  obtiendra  quatre  coniques,  dont 
1  une  est  la  conique  S. 

Enfin,  si  les  quatre  points  A,  sont  sur  (S),  trois  des 
équations  précédentes  représentent  des  droites,  et  la 
quatrième  est  identiquement  vérifiée.  Ce  résultat  était 
évident  a  piiori.  Il  équivaut  au  théorème  suivant,  bien 
connu  : 


(  I«»  ) 

Si  l'on  considère  les  coniques  d'un  faisceau,  les 
points  de  concours  des  tangentes  communes  à  deux  co- 
niques du  faisceau  sont  les  côtés  du  triangle  conjugué 
commun  aux  deux  coniques- 

J'ajouterai,  en  terminant,  que  les  cas  indiqués  précé- 
demment ne  sont  pas  les  seuls  dans  lesquels  le  lieu  se 
décompose.  Je  crois  avoir  autrefois  proposé  comme  exer- 
cice à  vos  lecteurs  celui  où  le  quadrilatère  A1A2  A3  A4 
serait  circonscrit  à  (S),  par  exemple  où  A,,  A5,  A3,  A4 
seraient  les  foyers  de  (S).  Vous  voyez  que  l'étude  com- 
plète pourrai  l  donner  lieu  à  desproposi  tions  i  nléressantes. 

Votre  bien  dévoué,  G.  Dap.boux. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

M.  Bieliler  a  publié,  dans  le  dernier  numéro  des  iVou- 
velles  Annales,  une  Note  qui  a  pour  ol)jet  de  transfor- 
mer le  résultant  de  Sylvester  en  celui  de  Bezout  et  de 
Caucliy.  A  la  fin  de  son  exposé,  M.  Biehler  veut  bien 
rappeler  que,  dans  un  travail  sur  l'élimination,  portant 
la  date  du  i5  février  1877,  j'^^  donné  une  méthode  pour 
efFectuer  cette  transformation.  S'il  avait  tenu  à  être 
exact,  il  aurait  dû  dire  que  j'avais  fait  connaître,  non 
pas  une  méthode,  mais  la  méthode  même  dont  il  venait 
de  se  servir,  et  qu'il  l'avait  empruntée  à  un  opuscule 
lithographie,  placé  depuis  longtemps  entre  les  mains  de 
mes  élèves. 

Voici,  du  reste,  pour  lédification  du  lecteur,  le  passage 
de  ma  brochure  où  est  développé  ce  procédé  de  trans- 
formation : 

«  Prenons  d'abord  deux  équations  de  même  degré, 

a^.v^  -r-  a,x'-f-  fljx'-t-  a^x  -f-  a^^:  o, 
6„x'-H  i,.r'-+   tjX'-f^j  r -f-  /^^  =1  o. 


(   '89  ) 
Le  délcrminaiU  de  Sylvester  peut  s'écrire 


rti,  <7|  n-i     a 

b„  b,  bi     b 

O  Ho  t7 

o  b,  b 


«4  o  o  o 

b^  o  o  o 

a-i     a^  a^  o  o 

Z»;      h,  b^  o  o 


o      o      (7„     a,      «2     rt,     «4     o 
o      o      ^0      b^      b,      b^     bi      o 

o  o  o  fl'o  rt,  «i         «3  «4 

o      o      o       b^     b^      b^     bj,     bi 

Multiplions  ses  huit  lignes  par  les  termes  de  mêmes  rangs 
dans  la  suite 

—  bo,  a,,    —^1,  ^1,    —b.,   c/j,   —b,,   Oj,; 

faisons  dans  <  haque  colonne  la  somme  des  produits  pour 
la  substituer  à  l'élément  correspondant  de  la  deuxième 
ligne.  Les  éléments  des  quatre  premières  colonnes  se 
détruisent  et,  en  représentant  par  [a^h^)  les  binômes 
tels  que  {opb^  —  h^a^),  nous  obtenons  pour  la  nouvelle 


ne  ( 


o,   o,   o,   o,    [a^b^],   [a,bi),    [a-^b,],    [a^.bi). 


»  Dans  le  nouveau  déterminant,  faisons  abstraction  des 
deux  premières  lignes  et  répétons  sur  les  six  autres  Topé- 
ration  qui  vient  d'être  faite  sur  les  huit  premières,  en 
commençant  toujours  par  le  facteur  (  —  Z»o).  11  vient 
pour  la  nouvelle  ligne  (4) 

o,   o,   o,   o,    [aobi],   [[aobi]  -h  [a.bj]],   [{o^b,,]  -h  [a.b,]],  [a2b^ 

»  Laissons  de  côté  lesquatre  premières  ligneset  répétons 
encore  la  même  opération  sur  les  quatre  suivantes,  La 
nouvelle  ligne  (6)  sera 


o,   o,   o,   o,    [cijj,],  [{a,bi)  +  {a,b,)],   [{a,b;)  -h  [a^b,)],   {ci,b,). 


(   '9"  ) 
»  Négligeonsles  six  premières  lignes  et  opérons  comme 
précédemment  sur  les  deux  dernières;  nous  aurons  pour 
la  nouvelle  ligne  (8) 

(8')  O,    O,    O,    O,     («0^0»     («0^2),    («0^3^    («0^4). 

))  Ecrivons  au-dessous  de  toutes  les  lignes  en  [a)  les 
quatre  nouvelles  lignes  dans  l'ordre  inverse,  savoir  :  (8'), 
(6'),  (4')î  (2');  nous  obtenons  un  déterminant  dont  les 
quatre  premières  lignes  sont 


«0 

«1 

«2 

«3 

f'i 

0 

0 

0 

0 

"ii 

«. 

Oj 

«3 

a, 

0 

0 

0 

0 

«0 

«1 

«2 

fi. 

«4 

0 

0 

0 

0 

«0 

«1 

0 , 

'':. 

a, 

«Développant  et  ordonnant  ce  délerminautparrapport 
aux  éléments  de  la  première  colonne,  ainsi  que  les 
mineurs  qui  correspondent  à  l'élément  «0»  on  voit  qu'il 
se  réduit  à  a\  multiplié  par  le  déterminant  du  quatrième 
ordre  formé  par  les  quatre  dernières  colonnes  des  lignes 
(8'),  (6'),  (4'),  (2').  Mais,  dans  les  opérations  effectuées 
précédemment,  il  est  visible  que  nous  avons  multiplié 
le  déterminant  par  a''^^  ;  il  faut  donc  supprimer  ce  facteur, 
et  par  suite  le  déterminant  de  Sylvester  est  transformé 
dans  le  suivant,  qui  est  précisément  celui  de  Bezout  et 
Caucliy  : 

)  (<7o^2)  («0^3) 

)      [{«„63)h-(«.6,)]      \[nj>,)^[a,b;?\ 
]      {[a,h,)-'^[a,b,]-\     \[a,h,]-v-[a,h,]-\ 
[a,b,]  [a,h,\ 

»  Passons  au  cas  où  les  deux  équations  proposées  ont 
des  degrés  différents.  Soit,  par  exemple,  le  système 

A=  ûr„  x^  -I-  a,  a;'-^  «j.r-  -\-  a^x  -\-  a^^^  o^ 


[fiab. 


[a,b,) 
[o,b,) 


(  ^9^  ) 
»  l.e  Jélerininant  deSjlvester,  écrit  comme  précédem- 
ment, est 


«0 

«, 

(1-2 

a, 

Oi 

0 

60 

6, 

b. 

0 

0 

0 

0 

<■?,) 

«1 

a , 

«3 

«1 

0 

k 

b, 

b. 

0 

0 

0 

0 

h. 

b, 

^. 

0 

0 

0 

0 

b„ 

b, 

b. 

»  Laissonsdecôtélesdeux  dernières ligneselappliquons 
aux  quatre  premières  la  transformation  faite  dans  le  cas 
précédent.  Il  vient  ainsi,  en  écrivant  au-dessous  des  deux 
nouvelles  lignes  celles  que  nous  avions  omises, 


(flo^i)      [—  boO^-h-  [a,b^]']      [—  boa^—  b^o^]     — b^a^ 
ba  b^  62  0 

0  b„  bt  ^2 


Tel  est  le  procédé  de  transformation  ou  d'abaissement 
que  j'enseignais  dès  1877  ^^^  lycée  Fontanes.  Pour  en 
montrer  la  généralité  à  mes  élèves,  j'ajouiais  simplement 
(et  ils  l'auraient  ajouté  d'eux-mêmes)  :  S'il  s'agissait  de 
deux  équations  de  degré  //i,  il  faudrait  répéter  Jii  fois 
l'opération  que  nous  venons  de  faire  quatre  fois  dans  le 
premier  exemple,  et  pour  deux  équations  des  degiés  m 
et  n<^în^  on  laisserait  de  côté  les  [m  —  n)  dernières 
lignes  du  résultant,  puis  Fou  transformerait  les  2/? 
premières  comme  dans  le  cas  précédent.  Peut-on  dire, 
après  cela,  comme  le  prétend  INI.  Bielrler,  c[ue  je  n'ai  pas 
assez  mis  en  évidence  la  généralité  et  le  principe  de  la 
méthode?  Ce  double  grief  soutient-il  l'examen  ? 

Ma  dignité  exigeait  que  tous  les  éléments  de  compa- 
raison fussent  placés  sous  les  yeux  des  lecteurs-,  je  serai 


(  ^92  ) 
satisfait  lorsqu'ils  se  seront  prononcés  en  connaissance 
de  cause  sur  les  droits  de  chacun  et  sur  ses  procédés. 

Vektéj"ol. 

Nous  avons  reçu  trop  tard,  pour  les  mentionner  en 
temps  opportun,  les  solutions  des  questions  suivantes  : 
1286,  par  M.  F.  Pisani  ;  123i  et  1289,  par  M.  E.  Fau- 
quembergue;  1311,  par  MM.  Fauquenibergue  et  Bari- 
sien;  131o,  par  MM.  Barisien,  A.  Boilleau  et  Cliou- 
dadow,  à  Stawropol  ('Caucase)  ;  1316,  par  M.  V.  Habbé^ 
et  1325,  par  M.  J.  de  Virieu. 
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SIR  INE  METHODE  POUR  ORTEMR  PAR  APPROXIMATIOÎV 
LES  RACINES  D'LXE  ÉQlATIOi\  ALGÉBRIQIE  Qll  A  TOITES 
SES  RACINES  RÉELLES; 

Par  m.  LAGUERRE. 

[SCITE    (').] 


IV. 

9.   Pour  éclaircir,  par  quelques  exemples,  les  consi- 
dérations qui  précèdent,  je  considère  d'abord  l'équation 

/"=  x^  -+-  3.r'  —  ly^  -i-  5, 

et  je  me  propose  de  calculer  la  racine  immédiatement 
supérieure  à  2. 

L'équation  étant  du  troisième  degré,  la  formule  de 
correction  est 

X  —  j;  3/ 

On  trouve  aisément  les  valeurs  suivantes, 

^=-9>    /"  =  7.    /"  =  i8, 
d'où  l'on  déduit 

X-2=:  ^^==:r  =  0,655, 

7  +  y/'  1 1 68 

et  la  valeur  approchée  X^  2,655-,   la  véritable  valeur 

étant  avec  trois  décimales  exactes  2,669,  l'erreur  est  plus 

I 
petite  que  ^r-' 

La  méthode  de  Newton  est  ici  inapplicable  et  conduit 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2"  série,  t.  XFX,  p.  i6i. 
Ann.  de  ilachéma  c,  2^  sévie,  t.  XIX.  (Mai  1880.)  l3 


(   '94) 
à  la  valeur 

2^-H  =  3,28 

7 

10.   Je  considérerai  réqnalion 

X^  '^X  "J  =  o, 

en  me  proposant  de  calculer  sa  plus  grande  racine. 

On   peut,  comme  je  l'ai  montré  plus  liant   (n"  6), 
prendre  pour  limites  des  racines  les  quantités 


—  b  zh  '  n  —  I  ^  \/h-  —  ac 
a 

Dans   le  cas  actuel,    on  a   «=3,    «  =  i,   b  =  o    et 

c  = — ■^\  on  en  déduit  les  deux  limites 

La  plus  grande  racine  est  donc  inférieure  à 
2i/|  =  3,o55.... 

Pour  abréger  les  calculs,  je  substituerai  immédiate- 
ment le  nombre  3  ,o5  5  si,  en  effet,  il  était  trop  faible,  la 
suite  des  calculs  l'indiquerait  en  amenant  unecorrection 
positive. 

On  a 

/■=  0,022626,     /"'=  20,90^5,    /"  1=18,3, 
d'où 

x  =  3,o5 "'"^^^_2i,_^=.  3,0489.54..., 

2o,90'j5  +  y  1745 ,655 

valeur  dont  les  cinq  premières  décimales  sont  exactes  et 
qui  est  approchée  par  excès. 


(   ^9^  ) 

1 1 .  Soit  encore  léqualion  X„  =  o  qui  définil  le  poly- 
nôme de  Legendre  du  degré  n\  oa  sait  que  les  racines 
de  cette  équation  sont  toutes  réelles  et  comprises  entre 
—  I  et  -h  I. 

Proposons  de  trouver  une  valeur  approchée  de  la  plus 
grande  racine  de  celte  équation;  en  la  désignant  par  a 
et  en  prenant  H-  i  comme  point  de  départ,  on  trouve  aisé- 
ment 


^ n\rt  —  l)(«-r-l)(«-t-2 


la  formule  (7)  donne 


/              ,       fn-  -t-  H 
n  -\r  \  -\-  [n  —  I  )  V 

d'où 


La  quantité  a  est  approchée  par   excès.   Si,  comme 
exemple,  nous  faisons  ii  =  7,  il  vient 

0,9496...; 


■4  +  6V/7 

la  valeur  de  la  racine,   calculée  avec  quatre  décimales, 
est,  d'après  Gauss  (^), 

0,949»- 

(  '  )     Methodits    nova    iiitegraliuin  valores   pcr  npprox'unationem    in- 
veniendi  (OKnvresde  Gauss,  t.  III,  p.    "9^). 


(  '96) 
Si  l'on  employait  la  correction  de  Newton,  on  trouverait 
pour  valeur  approchée 

a=ri  — -g  =  0,9643.  .  .; 

on  voit  qu'elle  s'éloigne  notablement  de  la  véritable  va- 
leur. 

V. 

12.   Un  autre  exemple  plus  intéressant  est  fourni  par 
l'équation  du  degré  n  qui  détermine  cos  —  • 

Cette  quantité  est  la  plus  grande  racine  de  l'équation 

nn  n{n  —  i)  n{n -i-ï) 

flx]z=i i_^_i L L  -A _ — I    I  _  ,ry 

11^  1.2  1.3 

^  '  ^  '  '    1  —  ^  '  +  •  .  .  =  0. 


1.2.3  1.3.5 

Cherchons-en   une  valeur  approchée  a,  en  prenant 
l'unité  pour  point  de  départ. 
On  a 


La  formule  [y)  donne  donc 


^-,,       ri^n  —  iy[n-hi) 


et  enfin 


n 

I 

et  z=  I ■ 


(  197  ) 
On  a  donc  appioximalivement 


CCS =  T 

1  n 


/'-0\/— 3- 


I 

ou,  en  posant  x  =  -■> 


TT.r 
cos 

2 


V^ 


13.   Cette  formule  approximative  n'est  justifiée  que  si 

-  est  un  nombre  entier  égal  ou  supérieur  à  2.  On  peut 

cependant  l'employer  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  o  et  -h  i . 

Pour  donner  une  idée  de  l'approximation  qu'elle  com- 
porte, je  transcris  ici,  pour  un  certain  nombre  d'arcs, 
les  valeurs  des  cosinus  correspondants  calculés  au  moyen 
de  la  formule  (8),  et  en  regard  leurs  véritables  valeurs. 
Dans  celles  qui  sont  exprimées  en  décimales,  les  quatre 
premiers  chiffres  décimaux  sont  exacts. 


Angles. 

o 

o.  . 
18.. 
3o.. 

45.. 

54.. 
60.  . 


75. 
90, 


Valeur  du  cosinus 
calculée 

Valeur  exacte 
du 

par  la  formule 

(8). 

cosinus. 

I 
0 , 95 I 2 
0,8662 

I 

0,95! I 
0,8660 

0,5878 

I 

0,5878 

I 

2 

2 

0 , 259 1 

o,2588 

0 

0 

(  ^98  ) 

Je  feraiiemarquer  que, quand  Tangle  cstcoiupiis  entre 
o"  et  45°  ou  entre  (Jo"  et  90°,  la  valeur  calculée  est  su- 
périeure à  la  valeur  exacte  ^  elle  lui  est  inférieure  quand 
l'angle  est  compris  entre  4^°  et  60^. 

Si  Ton  pose 


TZX 

ces =  I  — 

2 


V.r» 


X  -ï- 


sj- 


la  fonction  V  diffère  très  peu  de  l'unité  quand  x  varie 
de  o  à  -f-  I.  Elle  s'en  écarte  le  plus  pour  a:  =  o  ^  on  a 
alors,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 


4v^6 


1 ,00-731 . 


Le  maximum  de  l'erreur  commise  en  employant  la 
formule  (8)  est  environ  o,ooo3. 

VI. 

14.  La  mélliode  que  j'ai  exposée  ci-dessus  présente  des 
avantages  incontestables  sur  celle  de  ÎNewton^  toutefois, 
ell("  exige  l'extraction  d'nne  racine  carrée  et  la  substitu- 
tion dans  le  polynôme /""(jc)  de  la  valeur  approcliée  de 
la  racine. 

L'extraction  de  la  racitie  carrée  n'augmente  guère  les 
calculs  lorsque  l'on  peut  employer  les  logarithmes. 
Quant  à  la  substitution  dans  la  dérivée  seconde,  il  est 
facile,  dans  un  très  grand  nombre  de  cas,  d'en  obtenir  le 
résultat. 

Il  existe  en  effet  une  classe  nombreuse  d'équations, 
ayar)t  toutes  leurs  racines  réelles,  qui  jouent  un  l'ôle  im- 
portant en  Analyse  [à  celte  classe  appartiennent  notam- 
ment les  polynômes  de  Legendre,  les  polynômes  définis 


(  199  ) 
par  l'expression  cos7^(arc  cos.r),  etc.]   et  qui  jouissent 
des  propriétés  suivantes   : 

En  premier  lieu,  en  désignant  par  Y„  le  polynôme  qui 
forme  le  premier  membre  d'une  de  ces  équations  et  par 
n  son  degré,  V„  s'exprime  linéairement  en  fonction  de 
V„_i  etde  V„_2. 

En  second  lieu,  \"„  et  V"^  s'expriment  d'une  façon  très 
simple  quand  on  connaît  V„  et  V„_i. 

Pour  trouverle  résultat  de  la  substitution  d'un  nombre 
donné  a  dans  V„,  on  calculera  successivement  et  par 
voie  récurrente  le  résultat  qu'on  obtient  en  effectuant  la 
substitution  dans  V»,  Vj,  -  .  .,  V„_i,  Y„;  cela  posé,  les 
valeurs  de  V'„(a)  et  Y"  (a)  s'en  déduisent  presque  sans 
calcul. 

VII. 

15.  J'ai  montré  précédemment  qu'on  pouvait  obtenir 
une  infinité  d'intervalles  ne  renfermant  aucune  racine 
d'une  équation   donnée  qui  a  toutes  ses  racines  réelles. 

On  peut  déterminer  également  une  infinité  d'inter- 
valles renfermant  au  moins  une  racine  d'une  telle  équa- 
tion. 

Pour  abréger,  je  dirai  que  deux  nombres  A  et  A'  sé- 
parent les  racines  d'une  équation  lorsque  chacun  des 
intervalles  compris  entre  ces  nombres  renierme  au 
moins  une  racine,  et  qu'ils  ne  les  séparent  pas  lorsque 
l'un  des  intervalles  renferme  toutes  les  racines  tandis 
que  l'autre  n'en  renferme  aucune. 

Cela  posé,  j'ai  donné  sans  désnonstration  (^)  la  pro- 
position suivante  : 

Si  Von  désigne  par  x  une  quantité  réelle  arbitraire, 


(')  Sur  la  résolution  des  équations  qui  ont  toutes  leurs  racines  réelles 
[  Comptes  rendus  des  séances  de  l'^cudémie  desScienccs,  t.  LXX  IX,  p.  ogG)- 
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les  nombres  ^  et  '^  qui  saUsfonL  à  la  relation 

■i-cc][i:-x)[r--ff") 


et  dont  l'un  est  arbitraire  séparent  les  racines  de  Và- 

qualion 

f{X)  =  o. 

Le  nombre  n  désigne  ici,  comme  ci-dessus,  le  degré 
du  polynômey^(X). 

16.  Pour  démontrer  ce  théorème,  je  remarque  d'abord 
que,  eu  désignant  par  y^^  y]  et  rf  des  quantités  introduites 
pour  rendre  les  expressions  homogènes  et  dont  la  valeur 
soit  égale  à  l'unité,  la  relation  précédente  devient 

(?/;  +  0(r/;+v,'/;)  +  (?j-:r„)(ç'j-^.')H  =  o, 
H  représentant,  comme  plus  haut,  le  covariant 

La  relation,  sous  cette  nouvelle  forme,  ne  renfermant 
que  des  covariants  dey(X,  Y),  la  propriété  énoncée  est 
projectile  ;  il  suffit  donc,  pour  l'établir,  de  la  démontrer 
pour  deux  valeurs  particulières  des  variables  indépen- 
dantes X  et  I'. 

Je  supposerai  x  =  oo  et  ^'  =  o. 

L'équation  (9)  devient  alors,  si  l'on  fait 

/(X)=^X"+/z/vX"^'  +  "^"~^'cX"-'  +  .  .., 

«^Ç  ^=  [n  —  i]ac  —  nb^, 
d'où 

Ç=     «  —  !-  —  «  -, 

^  '  1}  a 

et,  eu  désignant  par  a,  j3,  . . . ,  w  les  racines  àcf=^  o, 

„  a-  H-  P=  -f-  .  .  .  -4-  w= 

■  a  H-  fJ  +  .  .  .  -h  w 
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Il  faut  maintenant  prouver  qu'une  racine  au  moins  de 
l'équation  est  comprise  entre  o  et  ^  et  que  toutes  les 
racines  ne  sont  pas  comprises  dans  cet  intervalle. 

Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  ^  positif  et  je  dis- 
tinguerai deux  cas  : 

1**  Si  toutes  les  racines  sont  positives,  H  tîst  une  va- 
eur  moyenne  entre  les  quantités 

—  ^  —■>•••■)  —•) 
a      p  oi 

c'est-à-dire 

a,    p,    .  .  .,    w; 

il  en  résulte  qu'une  au  moins  de  ces  racines  est  comprise 
entre  o  et  ^  et  une  au  moins  en  dehors  de  ces  limites. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

2°  Si  quelques  racines  sont  négatives,  soient 

a,    p,    .  .  . ,   A 
les  racines  positives  de  l'équation;  on  a  évidemment 

P=  +  .  .  .  +  >.^ 


?> 


-P 


La  quantité  ^  étant  supérieure  à  la  valeur  moyenne 
des  racines  positives,  l'une  au  moins  de  ces  racines  est 
comprise  dans  l'intervalle  o,  ^;  toutes  ces  racines  peu- 
vent même  y  être  comprises,  mais  il  y  a  au  moins  une 
racine  négative  en  dehors  de  cet  intervalle. 

La  proposition  subsiste  donc  encore  dans  ce  cas. 

17.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  les  quantités 
I  et  ^'  ne  séparent  pas  les  racines  de  l'équation  y=o, 
l'équation  (9)  a  toutes  ses  racines  imaginaires,  et  que,  si 
elles  les  séparent,  celle  même  équation  a  nécessairement 
des  racines  réelles.  Mais  je  ne  m'étendrai  pas  davantage 
sur  ce  sujet 5  quant  aux  applications  que  l'on  peut  faire 


(     202    ) 

de  ce  qui  précède  à  la  rcsolulion  par  approximation 
d'une  équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  je  ren- 
verrai à  la  Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences  et  que  j'ai  rappelée 
plus  haut. 


SIR  IN  PROCEDE  D  ÉimiNATIOA-, 

Par  m.   Cu.    BIEHLER. 


1.  Soient  deux  équations  de  même  degré 

y(j:)  =  Ao.r"'-i- A,./--"'"' H-    ..-i-A„,  =  o, 
^[x]  =  Bo.r"—  B,.r"'-'-4-.  .  .-i-B„=  o. 

Formons  la  série  des  polynômes  Fj  (o"),   ¥i{x).    . 
F,„_i(ji:),  F„,(a:),  savoir: 

Y,{x)  =  A,o[x)  —  Bo/(j:) 
ou  bien 

l\[x)  =  G,,,.^-'  -4-  G,,,^"'-=  -i-.  .  .  -+-  G.,„„ 
,        Fv>)=Ao.rF,{^)  — G,,,/i.r), 
ou 

(        F,  (  X  )  —  G., ,  .r™-'  H-  G^^î-r"»-'  H-  .  .  .  -i-  G..„„ 

i   F„_,(x)  =  Ao5:F„_î;.r)  —  G,„_,.,/(a:) 

<    OU 

(   F„,_,(j:)  r=  G„_,,,x'"-'  H-  G,„_,,,.r"'-'^  .  .  .  -H  G™_,,,„ 

et  enfin 

/  F,„(^)=:  AoxF,„_,  (.r)  —  G™_,,,/(x) 

ou 

F„,(.r)  =  G„.,  jc"'-'  -^  G„,,2J.-"-=-+  .  .  .  -t-  G„,™. 


{  2o3  ) 
Cela  posé,   si  f  {oc)  :=  o  et  Cf{x)  =  o  ont  une  racine 
commune,  celte  racine  est  aussi  comuiune  aux  équations 

F,;x)  =  o,     Y,[x]=zo,      ...,     F„,_,{.r)  =  o,     F„,(j:)  =  o. 

On  en  conclut  que  le  déterminant  A  des  coefGcients  de 
ces  m  équations,  considérées  comme  linéaires  en  a:"'"*, 
j;™"^,  . . . ,  X,  x"  est  nul. 

Nous  allons  démontrer  que  la  condition  A  =  o  est 
aussi  la  condition  sufûsanle  pour  que  les  équations 
f[x)  =  o,  o(j?)  =  o  aient  une  racine  commune. 

Pour  le  faire  voir,  exprimons  d'abord  le  poly- 
nôme F(i(  a:)  en  fonction  de /(a:)  et  de  '^{x). 

A  cet  effet,  considérons  les  égalités 


Ao.rF, 


[^)-G. 


Ji^) 


F... 


c\^xY,.-,{-f 


0.-,,,/ 


Fj(.r)  =  A„xF,  (^)  —  G,.,/(.r), 
F,{x)  =  ^,<f{.Tj  —  Bo/(j:). 

Si  l'on  élimine  Fit_i  (x),  F,i_2(>r),  ...,Fi(.r)  entre 
ces  iJ.  équations,  en  multipliant  la  première  par  i,  la 
deuxième  par  AqX,  la  troisième  parA^  j:',  et(\,  et  !a  der- 
nière par  AU~*X'''~'  et  en  ajoutant,  il  viendra 

(p;._i  étant  le  polynôme  de  degré  a  —  i 

epj,_,  =  0.;i_,.,  -+-  G^._2,,  A„.r  -+-  G.^_3.,  Ai;^^-!-  .  .  . 
+  G,. ,  AT' ■^.•■'-' -^  B,  A. -'.r ■^-' . 

Considérons  maintenant  le  déterminant 


G,,i      G, ^2 

g'.,        Go,, 


G.„. 
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Ce  délerminant  A  esl  identique  à  celui  qu'on  oblient  en 
remplaçant  dans  A  les  éléments  de  la  dernière  colonne 
par  Fj  (a:),  F^[x),  .  . .,  F,„(j:),  quanti  tés  que  l'on  obtient 
en  multipliant  les  éléments  des  diverses  colonnes  de  A 
par  x"^~^,  x'"~^,  ...,  x"  et  en  ajoutant  par  rangées  les  élé- 
ments ainsi  modifiés.  On  a  donc  identiquement 


G, 
G, 


G.../,,-! 


'fm,\        Om,-2         •   •  •         Gm,,„_,        Fm  (  .r  ) 

et,  en  vertu  de  l'égalité 

F,(.r)  =  A^r:^-cp(x)  -  <p,_,/(.r), 

le  déterminant  A  pourra  s'écrire 


en  posant 


U  = 


et 


G,,, 
G,,, 


G. 


Ao' 


G,., 
G2.1 


G, 
G, 


G  A  m  „/? 

m. m — I        ^^  0   •*- 

Bo 


G|,;„_| 

vJs.m— 1 


Les  polynômes  U  et  V  sont  donc  de  degré  m  —  i. 

L'identité 

A  =Uy(T)  —  V/(.r) 

montre  que,  si  A  =  o,  leséquationsy(a:)  =  o,  'V{x)  =  o 
ont  au  moins  une  racine  commune.  Par  suite,  ^=^  o  est 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux 
équations  proposées  aient  une  racine  commune. 
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2.  Si  l'équation  ■v(x)  =  o  n'était  que  de  degré  m  —  i , 
il  suffirait  de  prendre  pour  Fj(a:)  le  polynôme  (f{x) 
lui-même,  et,  si  <^(a:)  était  de  degré /?,/:>  étant  plus  grand 
que  ni,  on  appliquerait  le  procédé  précédent  aux  équa- 
tions J'[x)  =  o,  l^[x)  =  o,  ']'[x)  étant  le  reste  de  la 
division  de  (f{x)  ^avj[x). 

Comme  application  de  la  méthode,  formons  l'équa- 
tion qui  donne  les  puissances  n  des  racines  d'une  équa- 
tion proposéey(:c)  =  o  de  degré  ?)/. 

Il  faudra  éliminer  pour  cela  x  entre  les  deux  équa- 
tions 

fix)  =o, 


Supposons  m  ^n\  l'équation^ (x)  =  o  pourra  s'écrire 


OU 

(p4j)+.rçp,(j)H-x2r^,(j)  -f-..  .-F.r«-iî.„_,(y)  =  o  ; 

par  suite,  il  faudra  éliminera  entre  les  équations 

x"  —  y  =  o. 

Les  équations  Fi  [x]  =  o^F^[x)  =  o,  . .  . ,  F,„  (x)  =  o 
sont,  dans  ce  cas, 

x''-':p„_,(j)-i-.r"-'ç„_,(j)  -+-.  .  .-+-^y,  (j)  H-(p„(j)=0, 

x'-'rf„_^[y)  -f- x"-=(p„_3(j)  -h.  .  .-¥-X^o[j)  -hjfn-i{x)  =  0, 
> 

Par  suite,  l'équation  en  j'  est 

pn-.(7)    fn-Ay)     •'•      ?.(j)      ?«(r) 


<?>.ij)    y-fn-Ar] 


.v<?4/)        J?i(j) 


Affl—i-r    i    Am» 
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Dans  le  ras  où  n  ==:  m  et 

f[x)  ■=.  Ao-î^"  +-  A|jc'"-'  -}-  . 

réfjualioii  cil  j)'  devient 

A|  A2  .  .  .  A,n_i  Am  ~r-  P^^y 

Ai  A3        ...      A„  +  A„j  A,r 


A,„-;-Aor     A,r       ...         A,„„27  A„_,j 


SIR  LES  CAS  GÉNÉRAUX  D'IMPOSSIBILITE  DE  L'EQIATIOX 

x^  -\-  y'^  :=.  kz^  \ 
Par  m.   Edouard  LUCAS. 

Nous  avons  démontré  (*),  d'après  M.  Sylvester,  que,  si 
l'on  désigne  par  p  et  q  deux  nombres  premiers  des 
formes  i8/i  -h  5  et  I8/^  -f-  1 1,  l'équation 

x'^  -r- JJ'^  =  Az' 

est  impossible  pour  les  six  valeurs  générales  de  A  qui 
suivent  : 

V,    lp,    4/",    q\    lq-,    :\q. 

A  ees  valeurs  on  doit  ajouter  les  six  valeurs  générales 

P\  7'  9/^'  9P'^  97^  97S 

qui  ont  été  indiquées  par  le  P.  Pépin.  Nous  allons  faire 
voir  que  la  méthode  de  Fermât,  par  la  décomposition  en 
facteurs,  permet  encore  de  démontrer  l'impossibilité 
pour  les  six  valeurs  de  A;  mais,  pour  abréger,  nous  ren- 
verrons le  lecteur  à  l'arlicleque  nous  venons  de  mention- 


(')  Nouvelles  Annales,  a^  scrio,  t.  XVII,  p.  5o-  et  suiv. 
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lier  pour  les  notations  et  l'ensemble  des  démonstrations. 
Posons  A  =  3'B;  a  sera  égal  à  2  ou  à  o,  et  B  divisé 
par  9  donnera  pour  reste  l'un  des  nombres  ±2,  =h  4' 
Nous  aurons  alors  quatre  cas  à  considérer  dans  la  dé- 
composition 

.r'  -h  _/=  =  (  .r  -f-  ^  )  (  x-  —  J'JK  +  7^  )   : 

I.  x-h  Y  divisible  par  6  ; 

IL  X  -\-  j  divisible  par  3,  et  non  par  2  ; 

HT.  X  -^y  divisible  par  2,  et  non  par  3  \ 

IV.   X  -^  y  non  divisible  par  2  et  par  3. 

Les  deux  derniers  cas  ne  se  présentent  que  pour  X  =rr  o; 
d'ailleurs,  x -\r- y  sera  nécessairement  divisible  par  B 
[loc.  cit.^  p.  y  10,  ligne  7). 

Premier  cas  :  x  -\-y  divisible  par  6 .  —  Alors  on  a 

a-  +  7=:2'.3^-'Bfl%      é3=|^^^I^J 
2=  lab  ; 
par  conséquent,  ridentificalion  donne 

b 
c'est-à-dire 

Pour  ).  =  o,  a  est  divisible  par  3,  et,  en  posant 

a  =  3«', 
on  a 

d'où  Ton  lire 

g'  =  4Ba\     f±g  =  ^\      fzpg  =  f, 
OU  bien 


^  ~.r\    ,  o  /•^ +_r 
6 


(  ..o8  ) 
Ces  deux  décompositions  donnent 

^'—f  =  B{i2.y.Y     ou     Bp'— 7^=(2a]'; 

par  conséquent,  on  ramène  Féquation  proposée  à  une 
autre  semblable,  en  moindres  nombres,  dans  laquelle 
z  pair  contient  un  facteur  3  en  moins,  ce  qui  conduit  au 
troisième  cas,  ou  dans  laquelle  z  est  impair,  ce  qui  con- 
duit au  deuxième  cas. 

De  même,  pour  X  =  a,  on  ramène  l'équation  à  une 
autre  en  moindres  nombres  ou  à  l'équation 

P'—gf=Ba\ 

qui  est  impossible  suivant  le  module  9. 

Deuxième  cas  :  x -h  y  divisible  par  3^  et  non  par  2. 
—  Alors  on  a 

z  ■=  ab; 
par  conséquent,  Tidentification  donne 

F-l-G  =  -^  =  3*-=Ba% 
ou  bien 

Mais  g{f^  —  g')  est  nécessairement  divisible  par  3, 
puisque/'ne  peut  l'être  5  donc  l'équation  précédente  est 
toujours  impossible  suivant  le  module  9. 

L'impossibilité  se  trouve  donc  démontrée  pour  les  quatre 
valeurs 

9P^  9P'^  91'  91"' 

Troisième  cas  :  x  -i-  y  divisible  par  2,  et  non  par  3.  — 
Alors  on  a 
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par  conséquent,  l'identification  donne 

2 

OU  bien 

On  est  ainsi  ramené  aux  deux  équations  de  même  forme 


\3 


^3_^.^3_B^2a)^     et     6,8^  +  7^=  ^.ic^^ 

La  prenxière  est  une  équation  en  moindres  nombres 
qui  correspond  au  troisième  cas  ;  la  seconde  est  une 
équation  dans  laquelle  z  est  impair  et  non  divisible 
par  3,  ce  qui  correspond  au  quatrième  cas. 

Quatrième  cas  :  x -t- y  non  divisible  ni  par  i  ni 
par  3.  —  L'identification  donne 

Fzi=3G  =  B«', 
ou  bien 

celte  équation  est  impossible  suivant  le  module  g. 
Ainsi,  en  résumé,  les  équations 

_j.3  _|_  y3  __  _^  ^3     et  .  .ry  (  jc  -\-r';  =  A  z' 

sont  impossibles  à  résoudre  en  nombres  entiers  pour  les 
douze  valeurs  de  A  : 

P,  P\  7,  7%  9/^,  9/^''  9'h  97%  V>  4/^%  27%  47- 

Les  théorèmes  précédents  ne  concernent  que  l'impos- 
sibilité pour  les  facteurs  p  ou  q  de  la  forme  6n-l-5; 
mais  il  existe  nn  grand  nombre  d'autres  théorèmes  gé- 
néraux d'impossibilité  pour  les  nombres  /•,  .v,  t  des 
formes  respectives  18 /i+  i,  18 «  -|-i3,  i8/z  -(-  17.  Ces 
nombres  appartiennent  à  la  forme  linéaire  6/i  -t-i  et  à 
la  forme  quadratique  L-  -|-  3  iM^  On  a,  par  exemple,  les 
tliéorèmes  suivants,  dont  nous  nous  réservons  la  dénions- 

Ann.  de  Matliémat .,  i*  série,  t.  XIX.  (Mai  1880.)  l4 
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tralioli  vl  qui  coiiccrneiU  les  nombres  /',  .v,  ;,  pour  les- 
quels le  nombre  M  coriospoudaiit  de  la  forme  quadra- 
lifjue   n'est   pas  un    multiple  de  3.   Ces    nombres  sont 
compris  dans  le  Tableau  suivant  : 

Nombres  Forme 

premiers.  linéaire.  Forme  quadratique. 

r  OU  /•- l8//  H-   I  (g// ±4)' H-  3(9/  ±4' 

(9/.:î:4)^  +  3^9/-±.)' 
(9/^±:4)^-i-3(9X■±2)' 

sont' i8«-f-7  (9//±  2)» -f- 3(gX-d=2)- 
(9//ziI2)'— 3'9>î±4)' 
(9//±2)'^-  Sig/'zti)' 

^  ou  5^ i8//  +  i3       (9// =b  i)' -4- 3^9/ ±  I  ,' 

(9^±i)'+3(9/-±2)' 
(9//d=i  ■-M-3(9/.  ±4^,' 

Cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  i'quations  x^  -\-  j'^  =  kz^  et. 
xy[x  -{-' y)  =  Kz'^  sont  impossibles  à  résoudre  en 
nombres  entiers  pour  les  huit  'valeurs  sm\>anfes  fie  A  : 

2/-,  2/-'',   2. s,  it\  4^>  4'"^   4 ''   4-^'- 

On  peut  assez  facilement  trouver  des  séries  indéflnies 
de  théorèmes  analogues  conduisant  à  V impossibilité. 

On  peut  aussi  obtenir  des  séries  indéfinies  de  théo- 
rèmes conduisant  à  la  résolution  complète  ;  mais,  dans 
(■e  but,  il  faut  employer  les  résultats  dus  à  M.  Syivesier 
dans  son  importante  théorie  de  la  résidnation.  On  a, 
par  exemple,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  On  peut  résourire  complètement  les 
équations  x^  -Hj'^  =  xVc^  et  xy  [x  -\-  y)  =  As'  par  la 
combinaison  des  formules 

f\.r,y,  zl  =  o,      X h.r 1~  :  -^-^  =  o 

(i.i\  cl  y.  (Iz, 
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et  des  formules 

f[x,r,  z)  =  o, 

qui  donnent  une  nouvelle  solution  au  moyeu  d'une  ou 
de  deux  premières  solutions,  pour  les  valeurs  suivantes 
de  A  : 

1°  Lorsque  A  est.  un  nombre  premier  lo/i  -+-  \'5  ou  le 
carré  d'un  Jiombre  prenu'er  18  //  +  7  ; 

2"  Lorsque  A  est  le  double  d'un  nombre  premier 
1S71  -h  i3  ou  le  double  du  carré  d'un  nombre  premier 
i8«  -4-  7,«  la  condition  que.  dans  la  forme  quadratique 
correspondante  L"  -h  31M',  le  nombre  M  ne  soit  pas  di- 
visible par  3  ; 

3°  L-iorsquc  A  est  le  quadruple  d'un  nombre  premier 
i8//  4-  7,  ou  le  quadruple  du  carré  d'un  nombre  pre- 
mier i8/i  -h  i3,  auec  la  même  condition  que  précédem- 
ment. 

On  a  d'ailleurs,  j)Our  les  nombres  de  la  forme 
L"  -h  3  -M",  les  identités  suivantes  : 

f  3  M  -f-  L'  +    3  M  —  L  ^  =  2'^  3i^  L-  +  3M  =  )  n\ 

avec  M  =  9.'~'  3^~-«''  ; 

;2L>-I-  iL  +  3Mj'  =  3;^(  L=+  ZWa\ 
avecL-+-M  =  3'^-'«'5 

(^  L  -f  M  ■)'  +  (  L  —  M 1'  =  ->}  (  L=  -I-  3  M'  -  n\, 
avec  L  =  s'"'  a"  -, 

(  L  4-  M  )'  -4-  (  ?.  M  ]'  =  (  L^  -t-  3  M'  )  n\ 
avec  L  -h  3M  =  a\ 
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IVOTE  su;  lE  PLANIMÈTRE  POLAIRE; 

Par  m.  p.  BARBARIN, 

Professeur    au    lycée    de    Nice. 


ABC  est  un  levier  articulé,  composé  de  deux  brandies 
AB,  BC  réunies  par  une  charnière  B.  L'extrémité  C  est 
fixe;  l'exlrémité  A  décrit  une  courbe  donnée  T.  Je  me 


propose  d'abord  d'établir  une  relation  entre  l'aire  de  la 
courbe  F  et  l'arc  décrit  dans  le  mouvement  du  levier  par 
un  point  donné  O  de  la  branche  AB. 

On  peut  passer  de  la  position  ABC  du  levier  à  la  posi- 
tion infiniment  voisine  A'B'C  par  une  rotation  d'angle 

ACA'  =:  r/o)  autour  du  point  fixe  C.  Dans  ce  mouvement, 
le  point  O  décrit  l'arc  00',  et  l'on  a  aussi 

6cO'=BCB'  =  r/w. 

Dans  le  triangle  ACO,  on  a,  en  posant  CA  =  p,  0A  =  «, 
CO  :^  r, 


II' 


p'=:  a-  -h  /■■—  ?.(7r  cosÀOC. 


{  2.3  ) 
Dans  le  triangle  COB,  en  posant  OB  =  ^,  CB  =^  c,  on  a 
de  même 

(2)  c-=^b^-\- r-—2hrcosCOB. 

Donc,  eu  retranchant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 

( 3 )  &■-  —  c-  =--  a-  —  b^-T-  •!  [a  -h  h]  r cos COB. 

Si  l'on  fait  00'=:  ^S,  comme  7'r/oi  =  dS,  on  a,  en  élimi- 
nant /•, 

(4)  0-  —  =  [a'  -\~  c-  —  b'] h  [a  -^b]dScosCOB. 

Maisp"  —  est  l'aire  du  secteur  ACA';  donc,  si  l'on  intègre 

entre  deux  limites  c/Jj,  w,  de  l'argument,  correspondant 
au  secteur  plan  CPQ,  on  a 

,         '>)q    Wl 

ane  CPQ  —    «--+-  c'—  h-] 


i  -i-  [,i^  b)  j      ^ScosCOB, 

r/S  cosCOB  étant  considéré  comme  une  fonction  de  co, 
variable  indépendante.  Telle  est  la  relation  cherchée.  On 
pourrait  en  déduire  aisément  l'aire  de  la  courbe  F  si  l'on 

pouvaitdéterminer  l'intégrale  /  cos  (JOB  r/S.  Un  arti- 
fice mécanique  permet  de  résoudre  cette  difficulté.  Soit 

Fit;.  ■^• 

n.       t 

__]2!L 

RIV  une  roue  verticale  dont  le  centre  est  1.  Supposons 
que  le  centre  de  la  roue  subisse  un  déplacement  liorizon- 
lal  recliligne  II'.  Ce  dernier  peut  être  considéré  comme 


(  ^'4  ) 

la  lésullante  de  deux  déplacements  horizontaux  rectan- 
gulaires, l'un  suivant  Ini,  l'autre  \n  peipendiculaire  au 
plan  de  la  roue. 

Le  premier  fait  tourner  la  roue  delà  quantité  Im  égale 

à  II'  cosl'Im:  le  second  ne  fait  que  déplacer  la  roue  pa- 
l'allèlement  à  elle-même,  sans  provoquer  de  rotation. 
Donc  la  quantité  dont  la  roue  a  tourné  pour  un  dépla- 
cement IF  de  sou  centre  est  uniquement  la  projeciion 
de  II'  sur  le  plan  de  la  roue. 

Plaçons  donc  perpendiculairement  à  AB  une  roue  RR' 
dont  O  soitle  centre.  La  quantité  du  dont  cette  roue  aura 
avancé  pour  le  déplaccmen  1 00'  sera  mesurée  par  du=:-dS 
cos(00',  RR'  ).  Or,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons 
la  quantité  du  positive  quand  le  mouvement  de  la  roue 
s'effectue  dans  le  même  sens  que  celui  de  A  vers  A'  et 
négative  dans  le  cas  contraire.  Dans  la  disposition  de  la 
iigure,  on  a 

du  =  —  dS  cosCOÀ  =  dS  cosCOB, 
et  par  suite 

/  I  «  H-  Z/jc/ScosCOB^   /  («  +-  b^dii. 

Soit  donc  U  la  somme  algébrique  des  quantités  du  dont 
la  roue  a  avancé  dans  chaque  déplacement  élémentaiie  ; 
on  a 

f6  aireCPQ=    a-  +  c'—  Z>'  '  '"'  ~"  '"'  -r- [n  -h  b  ;  U. 

C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondé  l'usage  d'un  ingé- 
nieux instrument,  le  planitnètre  pohiire,  inventé  en  i85<) 
par  M.  Amsler-Laffon,  à  Schallousc.  et  qui  rend  aujoui- 
d'hui  de  grands  services  aux  Ponis  et  Chaussées  et  à  l'Ad- 
niinistralion   forestière  pour  le  calcul   rapide   de  laii^- 


(  ^'^  ) 
contenue  dans  un  contonr  déterminé.  La  roulelle  ROR' 
esldivisée  et  se  meut  devant  un  vernier  fixe.  Une  vis  sans 
fin  communique  le  mouvement  de  la  roue  verticale  à  un 
disque  horizontal  divisé  qui  sert  de  compteur.  L'extré- 
mité A  est  munie  d'un  tracelet  pointu  avec  lequel  on 
décrit  toutes  les  sinuosités  de  la  courbe. 

Il  y  a  deux  façons  d'employer  le  planimètre. 

1°  La  pointe  fixe  C  est  à  l'intérieur  de  l'aire  à  mesurer. 
Les  limites  d'intégration  sont  alors  w,  :=  o,  Wg  =  2  r.  Une 
It^ture  faite  sur  le  compteur,  sur  la  roue  et  sur  le  ver- 
nier donne  U.  Oji  en  déduit  la  surface  cherchée 

(7)  S={a^-^~c'— lj']7v^[a^b]\]. 

lia  constante  [a- -i-  c"- — Z>-)  tî  est  calculée  une  fois  pour 
toutes  et  inscrite  sur  l'instrument  même  5  il  n'y  a  donc 
qu'à  calculer  (a  -{-  Z>)U  et  à  y  ajouter  cette  constante  K. 
On  peut  même  éviter  cette  addition  en  choisissant  le 
point  O  sur  AB  de  façon  que 


on  a  alors  tout  simplement 

17')  S='a-^b)V. 

'jp  On  peut  mettre  la  pointe  fixe  C  à  lextérieur  du 
contour  de  l'aire  mesurée 5  alors  les  deux  limites  d'inté- 
gration 00,,  00-2  sont  égales,  et  il  reste  uniquemezit 

8)  ^~-:^    n-\-b    \}. 

Une  simple  lecture  donne  encore  l'aire. 


(  2.6  ) 


CON'STRtCTIOXS  DIVERSES  ET  SOLl'TIONS  DE  PROBLÈMES 
GRAPlIlOtES  RELATIFS  AIX  COMQIES; 

Par  m.   GENïY. 


Problème  I.  —  Étant  donnés  deux  points  a  et  b 
communs  à  deux  coniques  S  et  S',  et  trois  autres  points 
de  chacune  d'elles  c,  d  et  e,  f^  g  et  Ii,  trouver  la  seconde 
corde  commune  de  ces  deux  courbes. 

Solution.  —  Mener  les  droites  ac  et  bd\  chercher,  au 
moyeu  du  théorème  de  Pascal,  les  pointscrinlerseclion  y 

Fi(j.   I. 


et  J  de  ces  deux  droites  avec  la  conique  S'.  Les  droites  cd 
et  yd  se  coupent  en  un  point  m  de  la  corde  conyiiune 
cherchée. 

On  obtiendra  deux  autres  points  //  et  />  de  cette  droite 
par  une  construction  analogue. 

La  consiruciion  s'applique  évidemment  sans  modifi- 
cation quand  les  points  a  et  b  se  confondent,  c'est-à-dire 
quand  les  coniques  S  et  S'  sont  tangentes  au  point  a.  De 
même,  deux  des  points  c,  r/,  e  peuvent  se  confondre*,  l'un 


(     217     ) 

d'eux  peut  même  se  confondre  avec  le  point  a  ou  le 
point  ^5  l'examen  de  ces  cas  particuliers  ne  présente 
aucune  difficulté. 

Si,  par  exemple,  les  points  c  et  ^  sont  confondus  en  un 
seul,  on  mène  les  droites  ac  et  hc  qui  coupent  S'  aux 
points  y  et  y' respectivement,  et  l'intersection  de  la  droite 
yy'  avec  la  tangente  à  laconique  S'  au  point  c,  supposée 
connue  ou  construite,  est  un  point  de  la  corde  com- 
mune. 

Problème  II.  —  Etant  donnés  trois  points  a,  l)  et  c 
communs  à  deux  coniques  S  et.  S',  et  deux  autres  points 
</,  e  et  f^  g  de  chacune  d'elles,  tromper  le  quatrième 
point  commun  à  ces  deux  courbes. 

Ce  problème  n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier 
du  précédent.  Si,  en  effet,  on  considère  la  corde  ab  comme 

Fig.  2. 


une  corde  commune  aux  coniques,  on  pourra  trouver,  à 
l'aide  de  la  construction  ci-dessus,  un  point  ?n  de  la  seconde 
corde  commune.  La  droite  cm  sera  donc  celte  corde  elle- 
même,  et  elle  coupera  S  et  S'  au  point  h  clierché.  En  con- 
sidérant successivement  les  droites  bc  et  ca  comme  des 
cordes  communes,  on  trouvera  deux  autres  droites  passant 
aux  points  a  et  ^  respectivement  et  au  point  h. 


(  ^'8  ) 


Appucatioks. 

i"  Trouver  les  directiotis  des  axes  d'une  conique  S', 
dont,  on  donne  ci/u/  points  a,  Z>,  c,  d,  e  (ou  bien  quatre 
points  et  la  tangente  en  l'un  de  ces  points ,  ou  encore 
trois  points  et  les  tangentes  à  la  courbe  en  deux  de  ces 
points). 

Il  suffit  de  trouver  un  système  de  cordes  communes  de  S 
avec  un  cercle  :  les  bissectrices  des  angles  formés  par  ces 
cordes  communes  sont  parallèles  aux  directions  cherchées. 

Nous  prendrons  pour  le  cercle  S'  le  cercle  décrit  sur  ab 
comme  diamètre,  et  alors  la  construction  est  la  sui- 
vante : 

Du  point  a  abaisser  sur  les  droites  bd  et  be  des  perpen- 
diculaires «o,  rt£;  du  point  b  abaisser  sur  ac  la  perpen- 

FifT.  3. 


diculaire  iy.  Soient  jn  le  pointd'interseciiondcsdroiiesc/'/ 
et  yô,  n  celui  des  droites  ce  et  ys  :  les  bissectrices  des 
angles  des  droites  mn  cl  ab  ont  les  directions  chcichées. 

?.°  Troui'er  les  directions  des  axrs  d'une  conique 
flunnée  par  son  centre  O  et  trois  points  a,  b  et  c. 

Ou  prend  pour  la  conique  S' le  cercle  décrit  du  point  () 
comme  centre  avec  Oa  pour  raytui. 


(     2  19     ) 

Construction.  —  Soil  a!  Je  point  de  la  conique  symé- 
trique du  point  a  par  rapport  au  centre.  Abaisser  du 
point  n'  une  perpendiculaire  fl'(3  sur  «&,  du  point  a  une 
perpendiculaireay  sur  a'c,  et  soit/nlepointd'inlerseclion 

Fig.  !^. 


des  droites  bc  et  /Sy  :  le  demi-diamètre  de  la  conique  dirigé 
suivant  Ont  est  égal  à  0«,  et  les  bissectrices  Ox  et  Oy  des 
angles  des  droites  Oa  et  Oni  donnent  les  directions  des 


'6 
axes 


3°  Trouver  les  directions  des  axes  d'une  conique, 
connaissant  deux  demi-diamètres  conjugués  Ob  et  Oa 
de  la  courbe.  On  prend  pour  S  le  même  cercle  que  ci- 
dessus. 

Construction.  —  Abaisser  des  points  a  et  a'  des  pcr- 


peiifliculaii'es  au  et  a"fi  sur  les  droites  a' h  et  (d)  respec- 
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livement,  et  déterminer  le  point  de  rencontre  m  des 
droites  [j{ù'  et  de  la  tangente  en  ^  à  la  conique  :  les  direc- 
tions cherchées  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par 
lesdroites  OmelO«.  Il  est  facile  de  reconnaître  qu'on  peut 
obtenir  ces  bissectrices  en  joignant  le  point  O  aux  points 
d'intersection  delà  ligne  Z>m  avec  le  cercle  décrit  du  point 
m  comme  centre  avec  mO  pour  rayon. 

On  détermine  ensuite  très  simplement  les  longueurs 
des  axes. 

4*'  On  donne  quatre  points  «,  S,  c,  cl  d'une  conique 
S  et  la  tangente  au  point  a  :  on  demande  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  en  ce  point. 

Construction.  —  Chercher,  au  moyen  de  la  construc- 
tion connue,  la  corde  d'intersection  nin  de  la  conique  S 

Fig.  6. 


avec  un  cercle  quelconque  tangent  an  point  a  à  cette 
courbe.  Mener  par  le  point  a  une  parallèle  à  nin:  elle 
rencontre  S  en  un  point  e  du  cercle  de  courbure  au  point 
a\  ce  cercle  se  trouve  ainsi  complètement  déterminé. 

5°  Construire  une  coinquc,  connaissant  son  cercle 
osculateur  au  point  a  et  deux  autres  points  h  et  d  de 
la  courbe. 
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Construction  [voir  la  fig.6).  —  Soient  ô'  et  j3'  les 
points  d'intersection  respectifs  des  droites  ad  et  ab  avec 
le  cercle  de  courbure  au  point  a,  q  le  point  d'intersection 
des  droites  db^  è"^p' .  La  droite  aq  rencontre  le  cercle  de 
courbure  en  son  point  d'intersection  e  avec  la  conique. 
On  peut  maintenant  construire  cette  courbe,  puisqu'on 
en  connaît  quatre  points  r/,  Z>,  r/,  e  et  la  tangente  at  an 
point  a. 

6°  Construire  une  conique,  connaissant  le  centre  O  et 
le  centre  de  courbure  en  un  point  a. 

Si  par  le  point  de  contact  a  de  deux  coiiiques  S  et  S', 
tangentes  en  ce  point,  on  mène  vme  corde  qui  les  ren- 
contre de  nouveau  aux  points  b  et  //  respectivement,  les 
tangentes  à  ces  deux  points  se  coupent  sur  la  corde  com- 
mune des  deux  coniques. 

Construction.  — Décrire  le  cercle  osculateur  au  point 
a;  déterminer  les  points  d'intersection  a'et  b  du  diamètre 
0/2  avec  la  conique  et  le  cercle  osculateur  respectivement 

Fig.  7. 


'Ou  =  Oa')  ;  mener  les  tangentes  en  ces  deux  points,  en 
remarquant  que  la  tangente  au  point  a!  est  parallèle  à  la 
tangente  at  au  point  a.  Soit  m  le  point  d'intersection  de 
ces  deux  tangentes  :  la  droite  am  coupe  le  cercle  oscula- 


(  -ll-i  ) 

leur  en  son  point  d'intersection  avec  la  coiii(jue.  On  pt-ui 
maintenant  construire  celte  courbe  avec  la  plus  grande 
facilité,  puisqu'on  en  connaît  le  centre,  deux  points  et  la 
tangente  à  l'un  d'eux. 

fj^  Étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  aa' ^  bh' 
d'une  conique,  construire  le  cercle  osculateur  au  point  a. 

Construction.  —  Décrire  un  cercle  quelconque  tan- 
gent à  la  conique  au  point  a:  mener  les  droites  ab^  ab\ 
aa\  qui  coupent  ce  cercle  aux  points  (3,  (3'  et  a  respecti- 
vement. Soient  n  le  point  d'intersection  des  droites  (3j3'  et 


bb' ,  m  celui  des  tangentes  à  la  conique  et  au  cercle  aux 
})oints  a'  et  a  respectivement  :  la  droite  mn  est  la  corde 
commune  aux  deux  courbes.  Si  donc  on  mène  par  le  point 
n  une  parallèle  aN  à  nin,  on  aura  la  corde  d'iialersec- 
tion  de  la  conique  avec  son  cercle  osculateur  au  point  a. 
Soit  N  le  point  dintcrseciion  de  cette  droite  avec  bb'-^  si 
l'on  mène  par  le  point  JN  une  parallèle  à  p|S',  elle  rencon- 
trera les  droites  ob  el  ab'  en  deux  points  B  et  B'  du  cercle 
osculateur. 
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De  même,  si  M  est  le  point  de  rencontre  de  la  droite  aJS 
avec  la  tangente  à  la  conique  au  point  a\  et  que  du  point 
M  on  mène  une  parallèle  à  ma,  celte  droite  icncontrera 
aa  en  un  point  A  du  cercle  cberclié,  et  elle  est  tangente 
à  ce  cercle  en  ce  point. 

La  ligne  j5j5'  fait  avec  les  lignes  ah  et  ah'  les  mêmes 
angles  ({Lie  la  tangente  at  au  point  a  fait  avec  les  lignes 
ab' el  ah  respectivement;  la  ligne  jux  fait  avec  «a' le 
même  angle  que  at.  Celle  remarque  montre  très  simple- 
ment comment  on  peut  construire  la  corde  d'intersection 
d'une  conique  avec  l'un  de  ses  points  considéré  comme 
un  cercle  infiniment  petit,  étant  donnés  la  tangente  en  ce 
point  et  trois  autres  points,  ou  bien  la  tangente  en  ce 
point,  deux  autres  points  et  la  tangente  à  la  conique  en 
l'un  d'eux.  Ce  dernier  problème  fera  l'objet  du  para- 
graphe suivant. 

8°  Étant  donnés  trois  points  a,  Z>,  c  d'une  conique, 
les  tangentes  aux  points  a  et  h  respectivement,  trouver 


Ja  corde  d'intersection  de  la  conique  avec  le  point   a 
considère  comme  un  cercle  infiniment  petit. 

Construction.   —   Mener   une    droite    am    telle-  que 
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mab  =  bat,  et  prendre  son  intersection  ni  avec  la  tangente 
en  b    à   la  conique  5   mener  une    autre  droite   an   telle 

que  nac  =.  bat,  et  clierclier  l'intersection  n  de  cette 
droite  avec  bc  :  la  droite  nui  est  la  corde  cherchée. 
Soient  d  son  point  d'intersection  avec  at  et  a'  le  point 
de  contact  de  la  tangente  menée  du  point  d  à  la. 
conique:  la  droite  an'  est  la  normale  au  point  «5  et  si  l'on 
mène  par  le  point  a  deux  droites  quelconques  «6,  ab 
faisant  des  angles  égaux  avec  la  normale  aa'  et  rencon- 
trant la  conique  aux  points  b  et  b',  la  droite  bb'  passe  par 
le  point  fixe  d.  Il  est  évident  que  les  axes  de  la  conique 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
droites  da  et  dj?i. 


SIR  OIELOIES  PROPRIÉTÉS  DES  ÉQMTIOXS  ALGÉBRIQUES 
QUI  ONT  TOITES  LELRS  R\CI^'ES  RÉELLES; 

Par  m.  LAGUERRE. 


i.   Je  considérerai  d'abord  l'équation  qui  détermine 
lang- quand  on  connaît  tanga. 

On  a,  d'après  la  formule  de  Moivre, 


cosa  H-  j  sma 


et 


1  ces i  sm  -      =1  cosa  —  ^  sina; 

V        ri  n) 


OU  en  déduit 


cos  — h  i  sin 


cosa  -{-  /  sma 
cosa  —  /  sin  a 


.5    ) 


ou,  en  nosaiii  tans;  -  =  .r, 


I  J-  i.r\"       1  -»-  /  tans  a 


1  —  ixj         i  —  /  tanga 

On  voit  immédiatement  que  cette  équation  ne  peut 
avoir  des  racines  égales;  pour  démontrer  que  toutes  ses 
racines  sont  réelles,  je  remarquerai  que,  pour  cliacune 
d'elles,  on  a 

mod(i  H-  /a;)  ^  mod  (i  —  ix], 

et  de  cette  identité  l'on  déduit  aiséinent  la  réalité  de  x. 

Supposons,  en  eiïet,  que  x  puisse  avoir  la  valeur  ima- 
ginaire a-i-iSi;  on  aurait 

mod  (  I  —  p  +  a  /  ]  =  tnod  (  i  -f-  ^  —  a  /  ) 
ou  bien 

ce  qui  est  évidemment  impossible  si  .S  est  différent  de 
zéro. 

L'équation  (i)  a  donc  toutes  ses  racines  réelles  et  iné- 
gales  ('). 

2.  Les  mêmes  considérations  permettent  de  démon- 
trer une  importante  proposition,  due  à  M.  Hermite  (^) 
et  que  l'on  peut  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

(')  Foir  il  ce  sujet  une  Note  de  M.  Biehler  :  Su?-  une  application  de  la 
mi'thode  de  Sturm  (^Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2°  série, 
t.  XIX,  p.  76).  Voir  également  une  IV'ote  du  môme  auteur  publiée  dans 
le  dernier  numéro  et  dont  je  n'ai  eu  connaissance  qu'après  la  compo- 
sition démon  article. 

(*)  Sur  l'indice  des  fractions  rationnelles  {Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  t.  VII,  p.  i3i  ). 

M.  Biehler  est  arrivé  en  même  temps  au  même  théorème,  qu'il  a 
démontré  dans  une  Note  Sur  une  classe  d'équations  algébriques  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles,  insérée  au  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  87, 
p.  300. 

Ann.  de  Mathém.,  i'  sévie,  t.  XIX.  (Mai    1880.)  l5 
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Soient  y.  4-  ,5/,  y  H-  o /,...,  À  -t-  ai  des  q  nantit  es  ima- 
ginaires, dans  lesquelles  les  coefficients  de  i  ont  tous  le 
même  signe  ;  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

n(,r  —  a—  p/)  :=(.r  —  a—  p/]  [./•  —  y  —  Si).  .  .(.r—  A  —  !/•/) 

V  équation 

/?F(x)  -\-  q  <b[x)  ^o, 

OÙ  p  et  q  désignent  des  nombres  réels  arbitraires,  a 
toutes  ses  racines  réelles. 

Celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

ip  —  iq)  n(.r  —  a  —  p/'   -^  (/^  -4-  iq\  n(.r  —  a  —  ^Z     =  O, 

d'où  1  on  déduit 

(  2  )  motl  n  ^r  —  a  —  p  0  =  n\oà  W'  x  —  a  —  p  ?  ' , 

et  il  est  aisé  d'en  conclure  que  x  est  nécessairement 
réel . 

Ayant,  en  etl'et,  tracé  dans  un  plan  deux  axes  rectan- 
gulaires OX  et  OY,  je  représente,  suivant  l'usage  ordi- 
naire, la  quantité  imaginaire  X  -f-  Yi  par  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  X  et  Y.  Soient  A,  C,  ....  L  les 
points  qui  représentent  les  quantités  a-+-  j3/,  y  -i-  oi, .... 
X  -4-  ^i\  les  nombres  (3,  cî,  ....  a  ayant  tous  le  même 
signe,  ces  points  sont  tous  situés  d'un  même  côté  de  l'axe 
OX,  au-dessus  de  cet  axe  par  exemple  ;  quant  aux  points 
A',  C,  .  .  . ,  L',  qui  représentent  les  quantités  conjuguées 
a  —  jS  i\  7  —  0',  .  .  . ,  À  —  ^/,  comme  ils  sont  symétriques 
des  premiers  relativement  à  l'axe  OX,  ils  sont  situés  au- 
dessous  de  cette  droite. 

Cela  posé,  en  désignant  par  P  le  point  représentatif 
de  .r,  l'égalité  (2)  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit: 

PA.PC.  .  .PL  =:PA'.PC'.  .    PL'. 


(  2?.7  ) 
Or,  si  X  était  imaginaire,  le  point  P  serait  situé  en  de- 
hors de  l'axe  OX,  au-dessus  de  cette  droite  par  exemple, 
et  l'on  aurait 

PA<PA',     PB<PB',      ...,     PL<PL', 

inégalités  incompatibles  avec  la  relation  précédente. 

La  quantité  x  est  donc  nécessairement  réelle  et  la  pro- 
position est  entièrement  démontrée. 

3.  Parmi  les  conséquences  que  Ton  peut  en  déduire, 
je  mentionnerai  la  suivante,  à  cause  de  sa  simplicité. 

Soity(x)  =  o  une  équation  algébrique  ayant  toutes 
ses  racines  réelles  ;  en  désignant  par  w,  p  et  q  des  quan- 
tités réelles  quelconques,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

f[x-V-  oii]  =  F(.r)  -1-  i<b[.T), 
l'équation 

p  F{x)  -i-  fj  ^[x]  =z  o 

a  également  toutes  ses  racines  réelles. 

n. 

4.  Quand,  une  équation  algébrique  étant  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable,  la  suite 
des  termes  présente  des  lacunes,  on  peut,  comme  on  le 
sait,  en  déduire  aisément  une  limite  supérieure  du 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation. 

Cette  conséquence  immédiate  de  la  règle  des  signes  de 
Descartes  a  de  nombreuses  applications;  en  voici  quel- 
ques-unes très  simples  qui  présentent  cpielque  intérêt. 

So\l  f[x)  =  o  une  équation  algébrique  du  degré  n  et 

ayant  toutes  ses   racines  réelles:  développons  -^ — r  sui- 

vant  les  puissances  croissantes  de  .r.  Soient  F(a:)  la  sé- 
rie que  l'on  obtient  ainsi  et  4>(x)  l'ensemble  des  termes 
de  celte  série  dont  le  degré  ne  dépasse  pas  m. 


{  ^-^8  ) 
Par  définition,  le  polynôme  4>(x)  du  degié  m  est  ici 

que  le  développement  de  la  différence  — — r  — ^[x]^  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x,  commence  par  un 
terme  d'un  ordre  supérieur  à  in\  on  en  déduit  facile- 
ment l'égalité  suivante 

\=:f[x)  ^[x]  -f-.r/'P, 

où  P  désigne  un  polynôme  et  p  un  nombre  entier  supé- 
rieur à  m,  d'où  encore 

f[x)<i>[x)  =  I  —  tPV. 

Considérons  maintenant  l'équation 

f[x)  <I>(r)  zzzo, 

que  l'on  peut  écrire 

I  -~  .r/'P  =  o. 

Cette  équation  présentant  une  lacune  de  [p  — i)  termes 
entre  le  premier  et  le  second  terme,  le  nombre  de  ses 
racines  imaginaires  est  au  moins  égal  à  [p  —  2),  el  par 
conséquent  au  moins  égal  à  [m —  i),  puisque  p  est  plus 
grand  que  ni.  Ces  raciiies  appartiennent  toutes  aux  deux 
équationsy(x)  =  o  et  <l>(x)  =  o;  la  première  a  d'ail- 
leurs toutes  ses  racines  réelles  el  la  seconde  est  du  de- 
gré m,  d'où  il  suit  que,  ayant  au  moins  (m  —  i)  racines 
imaginaires,  elle  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine 
réelle,  ce  qui  aura  lieu  si  elle  est  de  degré  impair. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  au  dé- 
veloppement   de   l'expression  ^  où   q   désigne  un 

v/i-^) 
nombre  entier  quelconque  ety^(.r)  un  polynôme  décom- 

posable  en  facteurs  réels  du  premier  degré. 

Désignons  par  ^(.r)  l'ensemble  des  termes  de  ce  dé- 
veloppement dont  le  degré  ne  dépasse  pas  in-^  le  preniiei 
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lerme  de  la  série 


,/^ *(^l 


étant  d'un  ordre  supérieur  à  m,  on  en  conclut  aisément 


'égalité 


où  P  désigne  un  polynôme  et  p  un  nombre  entier  supé- 
rieur à  m. 

Cette  égalité  peut  s'écrire 

\  —  .rPV-=./[x)<i'l[x), 

et  l'on  en  conclut,  comme  précédemment,  que  l'équa- 

lion 

f[x]m[x]  =0 

a  au  moins  (m  —  i)  racines  imaginaires;  ces  racines  ne 
pouvant  appartenir  qu'à  l'équaiion  <l>(x)  =:  o,  celle-ci, 
cjui  est  du  degré  m,  a  au  plus  une  racine  réelle. 

J'aurais  pu  considérer  l'expression  ;. ,  où  /et  q 

désignent  deux  nombres  entiers  quelconques,  puisque,  si 
f(x)  est  décomposable  en  facteurs  réels  du  premier  de- 
gré, il  en  est  de  même  de ^"''(a:)  ,  et  de  là,  en  passant  au  cas 

où  la  fraction  -  tend  vers  un  nombre  incommensurable 

quelconque,  je  pourrai  énoncer  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  par  (ji  une  quantité  positive  quelconque 
(commensurable  ou  incommensurable),   5^/  l'on  dés^e- 

lopve  ^r~^ — r  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  si 

r  on  désigne  par  ^  (je)  l' ensemble,  des  termes  de  ce  dé- 
veloppement dont  le  degré  ne  dépasse  pas  m,  quel  que 
soit  le  nombre  ni^  l'équation,  ^[x)  =  o  a  au  plus  une 
racine  réelle. 


(  .:5u  ) 

5.   Comme  application,  je  poseiai 


/(-)  ;    ;;' 


on  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'en  désignant  par  ^(x) 
l'ensemble  des  termes  du  degré  m  dans   le  développe- 


înent  de  (  i )     »  l'équation  4>(.r)  =^  o  a  au  plus  une 

racine   réelle,  quel  que   soit   le   nombre   positif  p.  Si, 
raaintenanl,  on  fait  croître  indéfiniment/?,  rexpr:îSsion 

—  -  I      a  pour  limite  e''. 

D'où  la  proposition  suivante  : 

6"^'  l'on  égale  à  zéro  V ensemble  des  ni  premiers 
termes  de  la  série  saillant  laquelle  se  développe  e-*,  l'é- 
quation ainsi  obtenue  a  au  plus  une  racine  réelle. 

Cette  proposition  peut,  du  reste,  se  démontrer  très 
aisément  en  s'appuyant  sur  le  lliéorènie  de  Rolle  [voir 
notamment  le  Cours  d' jlnalyse  de  l'Ecole  Polytech- 
nique de  M.  Hermite,  année  1867-1868);  mais  il  ré- 
sulte, en  outre,  du  théorème  démontré  plus  haut,  que, 
?>\  f[x)  est  un  polynôme  décomposable  en  facteurs  réels 
du  premier  degré,  le  développement  de  l'expression 

jouit  de  la  même  propriété,  quel  que  soit  le  nombre 
positif  w. 

6.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent  en- 
tièrement à  un  cas  plus  général  et  plus  inqKirtant;  mais, 
avant  de  l'aborder,  je  crois  devoir  rappeler  quelques 
définitions. 

En  désignant  par  Y(a:)  un  polynôme  entier  eu  x  ou 
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une  série  ordonnée  suivant  les  puissances   croissantes 

cle.r,et  par  -- — r  une  fraction  rationnelle  dont  le  déno- 

'■         r  [x] 

minateur  esl  du  degré  n  et  le  numérateur  du  degré  m^ 
on  dit  que  cette  fraction  est  une  réduite  de  V(.t)  si  le 
développement  en  série  de  la  différence 

^1  û^] 


VU 


F  f  X 


commence  par  un  terme  de  l'oidre  de  x'"+"+*. 

Il  est  facile  d'obtenir  ces  réduites;  multiplions,  en 
effet,  V(x)  par  un  polynôme  F(.r)  du  degré  n  et  ren- 
fermant, par  suite,  {)i  -\-  i)  indéterminées.  En  dévelop- 
pant le  produit  ainsi  obtenu,  nous  obtiendrons  d'abord 
un  polynôme  du  degré  /?/,  4>(x),  puis  une  série  de 
ternies  contenant  x'"  en  facteurs  et  nous  pourrons  dis- 
poser des  (/i -h  i)  coefficients  indéterminés  de  façon  à 
annuler,  dans  le  développement,  les  coefficients  de.r'"+', 
j:'"+-,  .  .  . ,  j:"'+"  ;  il  suffira  en  effet,  pour  cela,  de  trouver 
des  valeurs  de  («  -t-i)  inconnues  satisfaisant  à  Ji  équa- 
tions linéaires  sans  second  membre,  et  l'on  sait  qu'un 
pareil  système  d'équations  admet  toujours  au  moins  une 
solution  dans  laquelle  les  inconnues  ne  sont  pas  toutes 
nulles  en  même  temps.  Les  polynômes  F(x)  et  4>(x) 
étant  déterminés  comme  je  viens  de  le  dire,  il  est  clair 

que  la  fraction  -r, — -  est  une  réduite  de  ¥(x). 

Cela  posé, /(a:)  désignant  un  polynôme  décomposable 

en  facteurs  réels  du  premier  desrré,  soit  —, —  une  ré- 

^  ^  V{x] 

duite  dey^(a:),  en  sorte  que,  ^(x)  étant  du  degré  m  et 
F(j:)  du  degré  «,  le  développement  de 

commence  par  un  terme  de  l'ordre  [m  -}-  /;  -f-  i). 
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On  aura  évîdeiTiineiU,   eu  désignant  par  P  un  poly- 
nôme entier, 

F{.T)f{x)  —  <I)(.r)  =  .f-"'+"+'P, 
d'où 

<I>(.r)  4- j;"'+"+'P=  F[x]f{x). 

Or,  le  terme  du  degré  le  plus  élevé  dans  ^{x)  élanl 
du  degré  /»,  on  voit  que  l'équalion 

<l)(.r)  H-  j;'«+"+'P  —  o 

a  au  moins  (7Z  —  i)  racines  imaginaires,  ei,  couiuk;  ces 
racines  appartiennent  à  l'équation  F(.r)/(x)  =  o  et 
quey(x)  =1  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  on  en  conclut 
que  l'équation  F [x)  -—  o,  qui  est  du  dcgi'é  «,  a  au  plus 
une  racine  réelle. 

On  obtiendrait  un   résultat  analogue  en  considérant 

les  réduites  =-T — ^du  développement  delà  fraction  — — r?et 

Y[x)  '^^  f[x) 

l'on  établirait  facilement  que  l'équition  ^  [x)  =  o  a  au 
plus  une  racine  réelle. 

En  particulier,  posons  d'abord,  en  désignant  par  p  un 
nombre  entier  arbitraire, 

Si  nous  faisons  croître  indéfiiiiujeut  le  nombre  entier  w, 
nous  en  conclurons  que  les  dénominateurs  des  réduites 
de  e^  ont  au  plus  un  facteur  réel  du  premier  degré;  nous 
voyons,  eu  outre,  que  la  même  proposition  a  lieu  à 
l'égard  des  réduites  de  l'expression  e^"cp(a:),  où  o[x)  dé- 
signe un  polynôme  décomposable  en  facteurs  réels  du 
premier  degré. 

Semblablement,  en  posant 


^:^)=('-;^r 
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et  en   faisant  croître  indéfiniment  le  nombre  entier  p, 

nous  voyons  que  les  numérateurs  des  réduites  de  e-^  ont 

au  plus  un  facteur  réel   du   premier  degré,  et  la  même 

proposition  a  lieu  à  l'égard  des  numérateurs  des  réduites 

.          e^  . 

de  l'expression 1  où  (Siix)  désicrne,  comme  ci-dessus, 

un  polynôme  quelconque  décomposable  en  facteurs  réels 
du  premier  degré. 

7.  Comme  je  viens  de  le  montrer,  si  l'on  considère 

une  réduite  quelconque  -r — ;  de  la  transcendante  e  ,  Jes 

équations  4^  (x)  =  o  et  F  (a:)  =:  o  ont  au  plus  une  racine 
réelle. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  montrer  comment 
on  peut  facilement  former  les  polynômes  F  (a:)  et4>(x). 

A  cet  effet,  je  considérerai  l'expression  F(j:)e^^et 
poserai 

Le  polynôme  F(x)  étant  du  degré /z,  je  remarque  tout 
d'abord  que  A,„^„,  qui  est  du  degré  {in-\-  /z),  est  divi- 
sible par  z".  En  dérivant  par  rapport  à  z  l'équation  pré- 
cédente, on  a  d'ailleurs 

d'où 

et  l'on  en  conclut  que  chacun  des  coefficients  A^  est  la 
dérivée  par  rapport  à  z  du  coellicient  qui  le  suit  dans 
la  série. 

Je  remarque  maintenant  que,  F(j:)  étant  le  dénomi- 
nateur d'une  réduite  de  e'',le  développement  de  F(x)  e' 
maïKjue  des  termes  en  jc"'+',  x"'+-,  .  .  .,  a-"'+"5  tous  les 
coefficients 
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s'annulent  donc  quand  on  y  fait  ::  =  i .  Par  suite,  A„,^„, 
ainsi  que  ses  [n  —  i)  premières  dérivées,  s'annule  dans 
la  même  hypothèse;  A,„^„  est  donc  divisible  par  (z  —  i)". 
J'ai  montré  plus  haut  que  ce  coefficient  était  du  degré 
[m  H-  n)  par  rapport  à  la  lettre  z  et  qu'il  était  divisible 
par  2™;  il  est  donc  égal,  à  un  facteur  numérique  près 
(que  l'on  peut  prendre  arbitrairement),  à  z'"[z  —  i)". 

Ainsi,  une  propriété  caractéristique  du  polynôme 
F(j:)  est  que,  dans  le  développement  de  F(x)  e"  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x,  le  coefficient  de 
j:'"+"  est  (sauf  un  facteur  numérique)  3"'(z  —  i)". 

En  supposant  donc  ce  facteur  é.'ial  à 

"■  ^  "^  1  . 9.  .  3 .  . .  ^  w  H-  «  j 

et  en  posant 

F  (  r )  z=z  Qi,  -{-  a iO:  -\-  a-i.ic'^  -^  .  .  . , 

on  obtiendra  facilement  l'égalité 

«0 3'"-*-"+  «,  [m  4-  n]  :;"'+»-i -[-  a-,  [m  H-  /?)  (///  +  «  —  i  )  z^+n-'-i-  .  .  . 
n{n  —  i] 

——2"'+" /;  s"'+" — '  -1-    — .    -">+" — 2 

d'où  l'on  déduit 

n  nln — i )  i 

«0=  I,  a,=z ,  «2 


1.2        {^/n -{- n j  [m -h  n  —  i 
et 


F(^) 


m  -r  n  1.2        (  wi  -H  /?)(///  4-  «  —  i  ) 

n[n  —  i)  f/?  —  9.)  I 


1.2.3  [m  -^  n\  [m  +  «  • —  i  )  (/«  -r  n  —  2 


x^  + 


Quant  au  polynôme  ^(x),  je  remarquerai,  pour  le 

déterminer,  que  la  fraction         ,  est  une  réduite  de  c' 

'    *  <î>(ar) 

et  que  cette  fraction  tend  vers  l'unité  quand  x  tend  vers 


zéro;  on  a  donc,  cm  appliquant  la  formule  précédente 


m  ^  n  1.2         (  m  H-  n  )[ni  -{-  n  —  i  ) 


m   m  — ^  I    I  m  —  2  1 


I  .  ■;>. .  '6  [/n  -I-  /ij  [m  -\-  n  —  11  [m  --  n  —  2) 

8.  Considérons  en  particulier  les  rcdiiiles  priuripales , 
c'est-à-dire  celles  où  m  =  «  5  on  a  alors  (^) 


en  sorte  f[ue  ^[x)  ;:^  F( —  x). 
Ayant 


e^ 


on  en  déduit 


.r  =  10^— —   +  (x=''+'] 


et,  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres, 

F(^)        ^\>[x\  ^      ^ 


(')  Sur  ces  polynômes,  voir  le  Mémoire  de  H.  Hcrmite  Sur  la  fonc- 
tion exponentielle. 

(')  Je  désigne  ici  et  dans  tout  ce  qui  suit  par  (.('')  une  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  de  x  et  commençant  par  un  terme  de  l'ordre  xV . 
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En  tlésignant  par  a,  ,3,  7,  ...   les  diverses  racines  do 
l'équation  F[x)  =  o,  on  voit  aisément  que  les  racines 
de  l'équation  ^(.r)  =  o  sont  —  a,  —  ^,  —  y,  ...  ;  l'é- 
galité précédente  peut  donc  s'écrire 

ou  encore 


En  désignant  par  S_p  la  somme  des  inverses  des  puis- 
sances/:>'^""'''  des  racines  de  l'équation  F(.r)  =  o,  on  en 
déduit,  en  développant  le  premier  membre  en  série, 

d'où  les  relations  suivantes,  qui  caractérisent  entièrement 
le  polynôme  F(j")  : 

S_i  =  -»        S_,  =  0,       S__5=:0,        ...,       S_(ï„_i)=0      ('). 


CORRESPONDANCE. 


Extndl  d' une  Lettre  de  M .  Bourguet. 

J'ai  l'honneur  de  vous  adresser  la  solution  de  deux 
questions  proposées  à  la  réunion  des  Sociétés  savantes 
en  1877. 

1°  Le  sommet  d'un  angle  droit  décrit  une  ellipse 
tandis  qu'un  de  ses  côtés  tourne  autour  du  centre  : 
trouver  P enveloppe  de  l'autre  côté. 


(')  Sur  cette    question,   voir    ma    Note   Sur   un  problème   d'Algt'hre 
{HuUetin  ite  la  Société  mathématique,  t.  V.  ]>.  'xOi). 
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Soient  P  un  point  de  l'ellipse,  u  le  produit  des  rayons 
vecteurs,  p  le  rayon  central,  6  l'angle  que  p  fait  avec  la 
normale,  w  l'angle  qu'il  fait  avec  l'axe  focal. 

Nous  avons 

n'    /  ti\  .  h'     /  a  \ 

cos-w  = I  —  —  p       sin-w  =: [  -z I     . 

c-p-  \  a')  c'p-  \b'         ) 

Cela  posé,  construisons  un  point  du  lieu,  et  ponr  cela 
menons  OM,  PN  perpendiculaires  à  OP,  P-M  normale  ; 
M  sera  le  centre  instantané  de  rotation.  IMeiions  MN  per- 
pendiculaire à  PiN  ;  N  sera  un  point  du  lieu.  Soient  a,  (3 
les  projections  de  OP,  PN  sur  l'axe  focal,  nous  avons 


a- 


Donc 


p=pMa„g'9sin.„=^(,- il)  (;.-,)'. 


I  /  U 

-cS/'-n- 


<r--f-M     , 


bien 


rt=c2X==  [a-—  u)  [c'-h  «)', 
et,  en  changeante,  b  en  h,  a, 

/Pc'Y'=  [u  —  b')  (r;5—  «)'. 

Il  s'agit  d'éliminer  u  entre  ces  deux  équations.  Déve- 
loppons : 

u'—  {b'—  c^]u'—c'{a'-\-h^]u-ha'c-{X'—c']  =  o, 
1,3  _la^^  c^)ir--h  c'=  f  fi-  ■+■  b^)u  —  b'-c'iY'  +  c'  )  =  o  ; 
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par  addition  et  soustraction, 

3 zi^  —  2  ( «2  -\-b')u  H-  [«=  X=  -t-  b'Y-  —  c« ]  =  o. 
Posons,  pour  abréger, 

multiplions  la  première  écpiaiion  par  3  et  la  seconde 
par  211,  et  retranchons  : 

3  u-  —  2  (7^  -f-  A')  «  +  U  =  o, 

[a' -h  b')u'—  -.îUtt-^  3c' V  =  0, 
d'où 

4[(a:+  ^,5)2_3ijl[U'— 3c=:>'-t-//')V] 

=  [[«-+  ^-ÎU  — 9c-Vp. 

Cette  éf[uation  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  élé- 
gante-, pour  cela,  posons 

(«=+  b'Y~  3U=:S,      {a'-hb'-]\J  —  Ç)c'V--zT. 

On  obtient,  par  la  substitution, 

4S5^[3T  — 2S(fl'+  è')p, 

courbe  du  sixième  degré  qui  a  quatre  points  de  rebrous- 
senient  aux  points  d'intersection  de  S  =  o,  T  =  o  et  tan- 
gente en  ces  points  à  3T — 2  (a- -4- Z»-)S  =  o,  et  qui  a 
quatre  points  doubles  sur  les  axes  de  l'ellipse.  Les  deux 
situés  sur  le  petit  axe  sont  imaginaires;  les  deux  autres 
sont  réels  si  «"^  2Z>-.  Il  en  est  de  même  des  points  de 
rebroussement,  réels  si  a-^2b~  et  imaginaires  si 
a,'<^  ib'^ . 

Dans  le  premier  cas,  la  courbe  se  compose  de  deux 
arcs  tangents  à  l'ellipse  aux  som.nets  du  petit  axe,  con- 
caves vers  le  centre,  et  de  deux  arcs  tangents  à  l'ellipse 
auxsommetsdu  grand  axe, convexes  du  (^ôté  duccntre.  se 
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raccordant  aux  deux  autres,  aux  points  de  rebrousseiiient. 

Dans  le  second  cas,  la  courbe  se  compose  d'une  boucle, 
sans  points  singuliers,  insciile  dans  l'ellipse. 

Les   coordonnées    des    points    doubles    sont    Y  =  o, 

X  = ?  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce 

point  -p=.'  Cette  courbe  a  pourpodaire,  relativement 

yc- —  b- 

au  centre,  l'ellipse  directrice. 

2°  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  un  quad/ilatère. 

Soient  a  =  o,  |3  =  o,  y  =  o,  o  =  o  les  quatre  côtés  du 
quadrilatère.  Entre  ces  quatre  polynômes,  nous  avons  la 
relation  d'identité 

Aa-f-Bp  +  Cv  —  D(î=o. 

Soient  a,  13,7,  o  les  distances  d'un  foyer  aux  quatre 
côtés  du  quadrilatère,  x',  iS',  /,  o'  les  dislances  de  l'autre; 
foyer.  Nous  avons,  comme  on  sait. 


aa'  = 

.PP'. 

-77'  = 

=  S, 

3, 
I 

I 

-1  — 

I 

ou 


a         [3         7         0 
Comme  les  premières  distances  satisfont  à  la  relation 

A  a  -^  B  ,3  -i-  Cv  -^  Do  =  o, 
les  secondes  satisfont  à  la  relation 

A        B        C        D  _ 

Telle  est  l'équation  du  lieu  :  courbe  du  troisième  degré 
passant  par  les  sommets  du  (juadrilatère.  La  tangente  en 
ces  points  est  .symétrique  de  la  diagonale  par  rapport  à 
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la  bissectrice.  Les  points  à  l'infini  sont  donnés  par  la 
parabole  inscrite.  Comme  le  centre  de  celte  ellipse  in- 
finie est  sur  la  droite  qui  passe  par  le  milieu  des  diago- 
nales, on  aura  l'asymptote  en  prenant  le  symétrique  du 
foyer  de  la  parabole  par  rapport  à  cette  droite  et  en  lui 
menant  une  parallèle  par  ce  dernier  point.  La  courbe 
se  compose  d'une  boucle  et  d'une  brandie  infinie. 


PIBLICATIOXS  RECENTES. 


SiiUa  integrazione  délie  eqitazioin  algebrico-diffe- 
renziali  di  primo  orditie  e  di  primo  grado  per  niezzo 
di funzioni  lineari-  per  F.  Casorati.  Extrait  du  t.  XI, 
9.'' série,  des  Rendlcouti  del  R.  Istilnto  lombardo  '  1S78. 

Mémoire  sur  V application  du  calcul  des  combinai- 
sons à  la  théorie  des  déternntiants  -,  par  ]\L  Picquet. 
Extrait  du  Journal  de  T Ecole  Polytechnique,  XLV*^  Ca- 
hier; 1878. 


A\IS. 


Nous  prévenons  nos  lecteurs  que  VInstruclion  qui 
sera  remise  aux  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique  à 
l'ouverture  des  séances  des  compositions  écrites  porte  : 

L'emploi  du  pistolet  pour  le  tracé  des  courbes  est 
rigoureusement  interdit. 


i4i  ) 


TIIÉGRÈMES  GÉi\ÉR4lX  SIR  LES  EQUATIONS  ALGÉBRIQIES; 

Par  m.   LAGUERRE. 


I. 

1.  Soient  a  et  A  les  affixes  de  deux  quantités  imagi- 
naires x  et  X  liées  entre  elles  par  la  relation  linéaire 


X='^ 


yj:  -i-  'j 

OÙ  a.  j3,  y  et  0  désignent  des  quantités  imaginaires  quel- 
conques; il  est  aisé  de  voir  que,  quand  le  point  a  décrit 
un  cercle  (ou  une  droite),  il  en  est  de  même  du  point  A. 
Je  m'appuierai  fréquemment  sur  cette  propriété  très 
simple,  qui  se  rattache  immédiatement  à  la  théorie  bien 
connue  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

2.  Dans  tout  ce  qui  suit,  la  variable  Y  et  les  quantités 
analogues }'^,  /i,  ...  sont  égales  à  l'unité  et  uniquement 
introduites  pour  l'homogénéité  des  formules;  je  les  rem- 
placerai même  souvent  par  l'unité  lorsqu'il  n'y  aura 
lieu  de  craindre  aucune  confusion. 

Cela  posé,  soit  l'équation 

(,)  /(X,Y)  =  o, 

oùy(X,  Y)  est  un  polynôme  homogène  et  du  degré  n 
par  rapport  à  X  et  Y.  Désignons  par  a  1  affixe  d'une 
quantité  imaginaire  quelconque  x  et  par  a  l'aflixe  de  la 
quantité  ^  qui  est  déterminée  par  l'équation 

['^■)  $/:  +  /-/,  =  o. 

Ann.  de  Mutliétnac,  i*"  série,  t.  Xl\.(Juiii  iS8o.)  it) 
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On  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Tout  cercle  passant  par  les  points  a  et  a  renferme. 
au  moins  une  racine  de  l' équation  [i)\  il  y  a  aussi  au 
moins  une  racine  à  l' extérieur  de  ce  cercle. 

Exceptionnellement ,  toutes  les  racines  peuvent  se 
trouver  sur  la  circonférence  du  cercle;  si  cette  circon- 
férence, du  reste,  passe  par  [n  —  i)  des  racines,  elle 
passe  nécessairement  par  la  n'""""  racine. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  je  remarquerai 
que,  la  relation  (  2)  qui  lie  entre  elles  les  quantités  iel  x 
étant  projective,  il  suffit  de  l'établir  pour  une  positiori 
particulière  du  cercle  et  des  points  a  et  a. 

Je  supposerai  donc  que  le  cercle  se  réduit  à  l'axe  des 
abscisses  et  que  l'on  a  x  =  co  et  ^  =  05  la  relation  (2) 
se  réduit  alors  à 

Z»  =  o, 

et,  comme  h  est  la  somme  algébrique  des  racines,  on  voit 
tjue,  si  toutes  les  racines  ne  sont  pas  réelles  (c'est-à-dire 
si  elles  ne  sont  pas  toutes  situées  sur  l'axe  des  abscisses), 
l'une  au  moins  doit  être  située  au-dessus  de  cet  axe, 
tandis  qu'une  autre   est  située  au-dessous. 

La  pioposilion  est  donc  complètement  démontrée. 

3.  Plus  généralement,  considérons  les  divers  éma- 
nants 

l'fys  +  3 ?'rj/;-,.  ^-  3 yj  l\Q  :  -h  v; V;.",     .  .  . 

du  polynôme  f. 

Soient  ©  l'un  quelconque  de  ces  émanants,  'i  et  je  deux 
quantités  quelconques  liées  par  la  relation 

(3)  0  =  0; 
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on  a  le  théorème  suivant  : 

Tout  cercle  passant  par  les  points  x  et  c,  renjenne 
au  moins  une  racine  de  l'équation  (1)5  il  y  a  aussi  au 
moins  une  racine  à  V extérieur  de  ce  cercle. 

Pour  le  démontrer,  je  remarquerai  que,  0  étant  un 
covariant  de  f^  il  suffît  de  l'établir  pour  une  position 
particulière  du  cercle  et  des  valeurs  particulièies  de  x 
et  de  |.  Je  supposerai,  comme  précédemment,  que  1(; 
cercle  se  réduit  à  Taxe  des  abscisses  et  que  Ton  a  a:=  co 
et  H  =  o. 

En  considérant  par  exemple,  pour  plus  de  simplicité, 
l'émanant  du  troisième  ordre,  et  en  j)Osant 

"  /i  —  I  ) 

/=  a.r."  H-  no  .»."-■  H ^ — ex"'' 

l  .2 

nin  —  i][n  —  9.]    . 

-i-  ^ '--5 ^'  ^.r«-=  +  .  .  .  , 

1.2.3 

la  relation  (3)  devient 

rtç'-j.-  3/vç2_^  36-:  -^r/  =  o, 

d'où  l'on  déduit  ^/=::=  o;  et  de  là  résulte  immédiatement 
que,  si  l'équation  proposée  n'a  pas  toutes  ses  racines 
réelles,  il  y  a  au  moins  une  lacine  imaginaire  dans 
laquelle  le  coefficient  de  i  est  positif  et  au  moins  une 
dans  laquelle  il  est  négatif,  ce  qui  constitue  précisément 
le  théorème  que  je  veux  démontrer. 

En  supposant  en  effet  que,  dans  toutes  les  racines 
imaginaires  de  l'équation  (i),  les  coefficients  de  /eussent 
le  même  signe,  et  en  posant,  pour  abréger, 

il    résulterait    d'une    remarque    importante    faite    ])ar 
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M.  Hcrmile  et  M.  Biehler  que  l'équalion/;F  -\-  f^^  =  o 
aurait  toutes  ses  racines  réelles,  quels  que  fussent  les 
nombres  réels  ^  et  ç. 

Faisons,  ce  que  l'on  a  toujours  le  droit  défaire,  a  =  i , 
et,  mettant  en  évidence  la  partie  réelle  des  autres  coef- 
ficients, posons 

il  vient,  en  remarquant  que  d  est  nul, 

pF  -+-f/'\>  ^=px''  -i-  rt(/jfi  -h  q^')x"-' 
nin  —  i)  ,  , . 

nin- —  i)  In  —  o,l  '/?  —  3^ 


YJ [pe  +  qs')x"->^.... 

Or  on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  p  et  q  qui  ne 
soient  pas  nuls  en  même  temps  et  tels  que  l'on  ait 

py  +  qy'  =  o; 

mais  alors  l'équation  manquerait  des  deux  termes  con- 
sécutifs en  x"~^  et  x"~^  ;  ce  qui  est  impossible,  puisqu'elle 
a  toutes  ses  racines  réelles. 

Ce  raisonnement  serait  en  défaut  si  les  coefficients 
de  x"  et  x"~^  s'annulaient  en  même  temps-,  mais  on  au- 
rait dans  ce  cas  [î'=o,  et  cela  ne  peut  avoir  lieu,  puisque 
jS'  est  la  somme  de  quantités  ayant  toutes  le  même  signe. 

La  proposition  est  donc  entièrement  établie;  je  ferai 
encore  observer,  comme  précédemment,  que,  dans  cer- 
tains cas  particuliers,  toutes  les  racines  peuvent  se  trou- 
ver sur  la  circonférence  du  cercle. 

4'.  On  déduit  du  lliéoième  précédent  une  conséquence 
importante. 
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Soit  K  un  cercle  (ou  une  droite)  quelconque  tracé 
dans  le  plan;  il  le  divise  en  deux  régions  distinctes. 
Supposons  qu'une  de  ces  régions  renferme  toutes  les 
racines  de  l'équation  (i)  et  que  le  point  x  soit  situé  dans 
l'antre  région  ;  je  dis  que  toutes  les  racines  de  l'équation 
0  =  0  sont  situées  dans  la  région  limitée  par  le  cercle 
et  qui  renferme  toutes  les  racines  de  l'équation  (i). 

En  eilet,  si  l'une  des  valeurs  de  \  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 0=0  était  située  dans  la  même  région  que  le  point 
X,  par  les  deux  points  x  el  ^  on  pourrait  faire  passer 
un  cercle  tangent  à  K5  la  portion  du  plan  limitée  par 
ce  cercle  et  ne  renfermant  pas  K  devrait  renfermer  au 
moins  une  racine  de  l'équation  (i),  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  toutes  les  racines  de  cette  équation 
sont  comprises  dans  la  région  qui  ne  renferme  pas  le 
point  X. 

II. 

5.  Il  résulte  de  la  proposition  précédente  que,  si  l'équa- 
tion (i)  a  toutes  ses  racines  réelles,  l'équation  0  =  o  (où 
l'on  considère  l'une  des  variables  x  et  ^  comme  inconnue, 
tandis  qu'on  attribue  à  l'autre  une  valeur  réelle  arbi- 
traire) a  toutes  ses  racines  réelles. 

En  particulier,  l'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  attribuée  à  x,  et  de  là  résulte  immédiatement  cette 
proposition  importante  que  j'ai  eu  plusieurs  fois  occasion 
d'emplover  : 

Si  l'équation  f=o  a  toutes  ses  racines  réelles,  le 
hessien  du  polynôme  f 

Jjc)  Jjl'J)- 

a  toujours  une  valeur  ])ositii'c  ou  nulle. 
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6.  On  voit  aussi  que,  si  l'équation  (i)  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  il  en  estdenièniedel'équalion  'cf[~\-f'.  =o. 

Réciproquement,  si,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
attribuée  à  ^,  celte  dernière  équation  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation  (i). 

Pour  établir  cette  proposition,  je  remarquerai  d'abord 
qu'en  posant  F  =  ?/'-t-^',  l'équation  F=o  ayant 
par  hypothèse  toutes  ses  racines  réelles,  l'expression 
F4 — F^îF".  a  toujours  une  valeur  positive,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  'i- 

Or  on  a 

et,  quand  on  fait  ^  =^  x,  ces  expressions  ont  des  valeurs 
respectivement  proportionnelles  à  /^-.^f^'y  t^ifyi  ('),  d'où 
il  résulte  que  f'"y  — fl'-f"--  a  toujours  également  une  va- 
leur positive. 

Cela  posé,  étudions  comment  varient  les  racines  de 
réqtialiou  F=o  quand  ç  varie  depuis  — 00  jusqu'à 
-f-  00  . 

En  désignant  par  ^'  la  dérivée  de  ?  par  rapport  à  x^ 
on  a 

puis,  en  vertu  de  la  relation  IJ^.-i-  fy=  o, 

or,  de  là  résulte  que  ^'  est  toujours  négatif. 

Ainsi,  quand  ^  croit  de  —  co  à  -h  00  ,  les  diverses  )a- 
cines  de  l'équation  F  =  o  vont  toujours  en  décroissant. 

(')  Ceci  suppose  évitlommcnl  11^''. 
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Elles  ont  toujours  d'ailleurs  des  valeurs  disllui  tes  (si 
Von  suppose,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  que  l'équa- 
liou  f=o  lî'a  pas  de  racines  égales);  car,  si,  pour  deux 
valeurs  différentes  de  c,  l'équation  F=:^  o  était  satisfaite 
}iar  la  même  valeur  de  a",  ou  aurait  à  la  fois 

(  t 

ce  qui  exigerait  que  l'on  eût  eu  même  temps/'.  =:o  ei 
J'y.  =  o-,  or  cela  est  impossible,  puisque  l'équation  jr=:  o 
n'a  pas  de  racines  égales. 

Pour  fixer  les  idées,  supposous  n  =  4i  et  soient,  pour 
;  =  —  co  ,  a,  3  et  y  les  racines  de  l'équation  F  =  o; 
quand  t  varie  de  — co  à  -j-co  ,  la  racine  de  l'équation 
F  =  o  dont  la  valeur  initiale  est  a  va  constamment  eu 
décroissant,  passe  de  —  oo  à  -i-  co  et  acquiert  finalement 
la  valeur  y;  la  racine  dont  la  valeur  initiale  est  [j  va 
constamment  en  décroissant  et  acquiert  {inalement  la 
valeur  y..  De  même,  la  troisième  racine  décroit  coustam- 
ment  depuis  y  jusqu'à  (3. 

La  variable  ç  croissant  constamment  depuis  —  ce 
jusqu'à  -f-  x)  ,  il  y  a  nécessairement  un  instant  où  elle  a 
la  même  valeur  que  la  troisième  racine-,  à  ce  moment, 
c  étant  égal  à  x,  on  a 

If'c  -\-f'y  =  -^fl-  -^fr  =  nf=  o  ; 
d'où    il    suit  que  celie    valeur  de  \  est  une  racine   de 
l'équation  (i). 

L'équation  (i)  a  ainsi  une  racine  comprise  entre  y  et  p  ; 
on  prouverait  de  même  qTi'elle  en  a  une  comprise  entre 
|3  et  a,  une  autre  entre  a  et  —  co  et  une  dernière  enli'e 
H-  co  et  y;  elle  a  donc  toutes  ses  racir.es  réelles. 

7.  Comme  application,  je  considérerai  l'équation 

x^  -X-  p  J"  -r  y  — -  O . 


(  -^s  ) 

Pour  que  celle  équalion  ait  loules  ses  racines  réelles, 
il  faut  et  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'équation 

ç  (  3^^  -f-  /^  1  -f-  '?.p.T  +  3  7  =r  O 

ait  toutes  ses  racines  réelles,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  |. 

De  là  résulte  (\\nt 

doit  toujours  être  positif;  ce  qui  exige  que  4/>  '  H-  27 <7- 
et  p  soient  négatifs.  On  retrouve  ainsi  l'équation  de 
(îondition  bien  connue 

III. 

8.  La  propriété  du  hessien  d'un  polynômey  déconi- 
posable  en  facteurs  réels  du  premier  degré  et  que  j'ai 
mentionnée  plus  haut,  à  savoir  qu'il  a  une  valeur  con- 
stamment positive,  est  un  cas  particulier  de  la  proposi- 
tion suivante,  qui  a  d'utiles  applications  : 

Si  le  polynôme  f  est  décomposahle  en  facteurs  réels 
du  premier  degré  et  si  Von  attribue  à  la  uariable  x  une 
valeur  imaginaire  quelconque  a-{-[ùi,  le  coefficient 
de  i  dans  toutes  les  racines  de  V équation  0  =  o  est  de 
signe  contraire  à  celui  de  j3. 

Cette  proposition  est  un  corollaire  immédiat  d'un 
ihéorème  général  que  j'ai  démontré  plus  haut  (n°  4). 

En  particulier,  si  l'on  fait  x  =  a  -f-  [ùi  dans  l'expres- 
sion 

"/ 
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le  coefficient  de  i  dans  le  résultai  de  la  substitution  est 
(le  signe  contraire  à  celui  de  [i. 

Il  en  est  de  même  des  diverses  expressions 

[n-x)/'  {n-i]f" 

puisque,  quand  l'équation  y=  o  a  toutes  ses  racines 
réelles,  les  équations  J' ^=  o,  f"=^  o,  .  .  .  (*)  jouissent 
de  la  même  propriété. 

9.  Comme  application,  en  désignant  par^un  poly- 
nôme décomposable  en  facteurs  réels  inégaux  du  premier 
degré  et  par  a  et  h  deux  constantes  réelles  arbitraires, 
je  considérerai  l'équation 

(4)  ^  +  ^-  =  o. 

En  substituant  successivement  dans  le  premier  membre 
de  cette  équation  — oo  ,  puis  les  racines  de  l'équation 
f=  o  et  enfin  -h  oo  ,  on  constate  aisément  qu'elle  a  toutes 
ses  racines  réelles  si  h  est  <C  o  et  qu'elle  a  au  plus  deux 
racines  imaginaires  si  b  est  ^o. 

Dans  ce  dernier  cas,  désignons  par  a  H-  [ji  une  de  ces 
racines;  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  rem- 
place X  par  cette  valeur  dans  l'expression 

"/ 

le  coefficient  de  i  dans  le  résultat  de  la  substitution  doit 
être  de  sierne  contraire  à  6. 


('  )  Ici,  ainsi  que  dans  tout  rc  (jui  suit,  je  désigne  par  /',  /",  /'",  .  . 
les  dérivées  de  /  prises  par  rapport  à  la  variable  x. 


(  .5o  ) 
Or,  cMi  vertu  de  réqualion  (4  j,  elle  se  r(duit  à 

nh 
.T  —  a 

«l,  en  faisant  x  r=  y.  -^  ''ji^  à 

nh 


(y,  — 


a  —  a  —  ^S  / 
OÙ  le  coefficient  de  i  est 


Ayant  donc  i  — ^—- —  <'  o,  on  en  déduit  tout 

•^  («  —  ai-H-p-   ^     ' 

d'abord,  comme  je  l'avais  trouvé  directement,  rjue  1  équa- 
tion (4)  ne  peut  avoir  de  racine  imaginaire  que  si  h 
est  >  o. 

On  voit  en  second  lieu  que,  si  h  est  ^  o,  et  si  l' équa- 
tion a  deux  racines  imaginaires,  elles  sont  renjerniées 
dans  l'intérieur  du  cercle  dont  l'équation  est 

(X—nY--hY'-=nb. 

11  est  remarquable  que  la  position  de  ce  cercle  ne  dépende 
pas  de  la  valeur  des  racines  de  réquationy^=  o. 

10.  Considérons  une  équation  f=  o  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires-,  soient  /7,  p',  p",  ...  les  coefficients 
de  i  dans  ses  racines  et  p  un  nombre  quelconque  égal 
ou  supérieur  au  plus  grand  de  ces  coefficients.  Traçons 
dans  le  plan  la  droite  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  et 
dont  l'ordonnée  a  pour  valeur  [j-^  on  voit  que  toutes  les 
racines  de  l'équation  J'=  o  sont  situées  au-dessous  de 
cette  droite,  et,  en  vertu  d'une  proposition  énoncée 
ci-dessus,  il  en  est  de  ;nème  des  racines  des  équations 

/—,-,,    /"=o,     r=n 
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On  en  conclut  que,  si  dans  les  expressions 

nf  [n-Af  in --y.)/" 

on  remplacer:  par  la  quantité  a  -T-[^i-i  où  a  désigne  un 
nombre  réel  arbitraire  et  ^^  le  nombre  dé(ini  ci-dessus,  le 
coefficient  de /dans  les  résultais  obtenus  est  inférieur  à  [3. 
Soient  F  =  o  une  équation  quelconque  de  degré  n  et 
a  -T-  [ii  celle  de  ses  racines  pour  laquelle  le  coefficient 
de  i  a  la  plus  grande  valeur;  en  posant,  pour  abréger, 


.>.■—  a—  pi 
ou  voit  que,  dans  les  expressions 


/'(a  +  p/) 


le  coefficient  de  i  est  plus  petit  que  [S. 
On  trouve  aisément  d'ailleurs 

/   [cc^9J]  =  F'{a+p/), 
/'(a-u8/):=Ç(a  +  Ê/), 
Y'" 


d'où  la  conclusion  suivante  : 

Jetant  donnée  V équation  du  degré  n 

FzrrO, 

désignons  par  a  -f-  ,5^  celle  de  ses  racines  pour  laquelh: 
le  coefficient  de  i  n   la  plii<:  i^randc  valeur  :  cela  pose. 
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las  cocIJicicnls  de  i  dans  les  expressions 

F'(a-h|3/)         F"(a-^fi/) 


F"(«  +  p/)         F"(a+p/]' 
sont  tous  positifs. 

11.  Comme  application,  je  me  propose  de  montrer 
que  le  polynôme  du  degré  /2,  étudié  par  M.  Hermite  et 
qui  satisfait  à  l'équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre 

(5)  f"^a:f'^nf=o, 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Cette  proposition  bien  connue  peut  s'établir  par  les 
considérations  les  plus  élémentaires;  je  crois  néanmoins, 
dans  cette  question  importante  de  la  détermination  de 
la  nature  des  racines  d'une  équation,  qu'il  est  utile 
d'étudier  toutes  les  méthodes  qui  peuvent  conduire  au 
résultat. 

Supposons  donc  que  l'équation/"  =  o  ait  des  racines 
imaginaires,  et  soit  a-i-(ii  celle  d'entre  elles  pour  la- 
quelle le  coefficient  de  /est  le  plus  grand.  Je  remarquerai 
tout  d'abord  que,  l'équation  ayant  ses  coefficients  réels, 
les  racines  sont  conjuguées  deux  à  deux;  par  suite,  ,Û  a 
une  valeur  positive. 

J'observe  ensuite  que  l'expression 


se  réduit  à 


en  vertu  de  l'équation  différentielle  (5). 

Or,  le  coefficient  de  /  dans   cette  expression   esi   le 


/'(a-4- 

fi') 

/"{«-r- 

■P') 

I 

(  ---^3  ) 
nombre  esseiitiellemeut  négalit'  -j— ^5  ce  qui,   d'apxès 

la  proposilion  énoncée  plus  haut,  est  impossible.  Léqua- 
lion  a  donc  toutes  ses  racines  réelles. 

La  même  démonstration  s'applique  au  polynôme  de 
Legendre  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 

(.r2—  l)/"-(-  -y.xf  —  nia  H-  i)/—  O. 

En  conservant  les  mêmes  notations  (jue  ci-dessus,  oii 
voit  encore  que,  en  vertu  de  cette  équation  différentielle, 
l'expression 


/'(- 

-1- 

,80 

/"(a 

+ 

PO 

I  —  ;  a 

+ 

P^'l' 

se  réduit  à 

?,  ;  a  -T-  (i  /  ') 

où  le  coefficient  de  /  a  le  signe  de  l'expression 

et,  cette  quantité  étant  essentiellement  négative,  il  en 
résulte  que  les  polynômes  de  Legendre  ont  toutes  leurs 
racines  réelles. 


MU  SLR  LE  TRLi^GLE  IXSCRIT  ET  CIRCOIVSCRIT 
A   DEIX    COMQUES; 

Par  m.  WEILL. 


Considérons  un  quadrilatère  ABDE  (^)  dont  l'un  des 
angles  EDlî  est  droit,  abaissons  du  point  A  la  perpendi- 

(')  Lp  ioctoiir  est   prio  do  faire  la  llfiiiro. 
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cnlairc  ACi  sur  le  côlc  BD^  suit  C  le  point  de  concours 
des  côtés  opposés  AE,  lîD-,  soit  H  le  point  de  concours 
des  hauteurs  du  iriatigle  AIjC. 

Si  nous  considérons  les  cercles  décrits  sur  les  diago- 
nales AD  et  BE  comme  diamètres,  les  points  H  et  D  ap- 
partiennent à  l'axe  radical  de  ces  cercles,  comme  ayant 
chacun  la  même  puissance  par  rapport  aux  deux  cercles. 
Dès  h)rs,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
est  perpendiculaire  sur  DH  en  K.  Soit  L  le  milieu  de  la 
diagonale  AD,  et  soit  I  le  centre  d'une  conique  inscrite 
dans  le  fjuadrilalère  ABDE.  Ce  point  I  sera  sur  LK.  On 
a  alors 

ID  —  1h'=Ld'—  LH". 

Or  la  dillérenci;  (l.D  — LH  )  représente  la  puissance 
du  point  M  pai"  rapport  au  cercle  décrit  sur  la  diago- 
nale AD  comme  diamètre.  Mais  cette  puissance  est  la 
moitié  de  celle  du  même  point  H  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC;  car,  si  Ton  prolonge  la 
hauteur  AH  jns(|n\à  sa  rencontre  en  Hj  avec  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC,  on  a  GH  =  CtH,,  par  suite 

HG.HA  r-^Hl!,.HA. 

Si  donc  on  appelle  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  et  c;  la  distance  du  point  H  au  centre  O 
de  ce  cercle,  on  aura 

iD  —  m  = 

2 

ou 

lO  2(a=4- *=)  -  alîT+J-^— R-'  =  o. 

La  formule  très  simple  (pu-  nous  venons  d'établir  va 
nous  conduire  à  de  très  nonibieuses  conséquences. 

iHÉouiMi-    I.   —  Si  une  coui(jiic  est  inscrite  dans  un 
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inaîigle  et  que  la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste 
constante,   son   centre  décrit  une  circonférence  ayant 
pour  centre   le   point    de   concours    des    hauteurs    du 
triangle. 

La  formule  (i)  dotiiic  imincdialement  ce  théorème, 
qui  est  dû  à  M.  Mansion  el  qu'il  a  étendu  à  l'espace. 

Théorème  II.  —  Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une 
conique  et  si  le  point  de  concours  des  hauteurs  de  ce 
triangle  a  une  puissance  constante  par  rapport  au 
cercle  circonscrit,  ce  point  décrit  un  cercle  concentrique 
à  la  conique. 

Ce  lîiéorème,  comme  le  précédent,  n'est  que  la  tra- 
duction de  la  formule  (i). 

Nous  allons  maintenant  li  ansformer  celte  formule  et 
en  déduire  des  théorèmes  nouveaux. 

Soit  S  le  mi  lieu  de  OH;  ce  point  est  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  ABC.  On  a  la  relation 

9X6  H-  2Ih'=  41s'  -t-  011'  =  4IS  4-  o\ 
d'où 

o^—  2m'=r  210  —  4is\ 

La  formule  (1)  devient  alors 
[1)  1[a'-^-  b-']  —  R-^-  9..I0'  —  4.1s'  — o. 

La  formule  (2)  donne  immédiatement  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  III.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  un  cercle  et  circonscrit  à  une  co- 
nique : 

i"  Le  centre  du  cercle  des  neuf  points  de  ce  truuigle 
décrit  un  cercle  concentrique  à  In  conique  ;  par  suite, 
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le  cercle  des  neuf  points  est.    tangent  à  deux  cercles 
fixes  concentriques  ; 

2°  Le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle 
décrit  une  circonférence  ; 

3°  Le  centre  de  gravité  du  triangle  décrit  une  cir- 
conférence. 

Si  l'on  considère  le  triangle  formé  par  les  tangentes 
menées  aux  points  A,  B,  C  au  cercle  fixe  circonscrit  à  ce 
triangle  variable,  on  obtient  un  triangle  qui  se  déplace 
en  restant  circonscrit  à  un  cercle  et  inscrit  dans  une 
conique  fixe.  Le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC 
se  transforme  par  rayons  vecteurs  réciproques,  le  pôle 
de  transformation  étant  en  O,  dans  le  cercle  circonscrit 
au  nouveau  triangle,  et  Ton  obtient  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  1\  .  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  une  conique  fixe  et  circo?iscrit  à  un 
cercle  fixe,  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  variable 
est  tangent  à  deux  cercles  fixes. 

Supposons,  en  particulier,  un  triangle  (^uv)  qui  se  dé- 
place en  restant  inscrit  dans  une  conique  fixe  et  circon- 
scrit à  un  cercle  concentrique  à  cette  conique;  soit  (ABC) 
le  triangle  formé  par  les  points  de  contact  des  côtés  du 
premier  -,  les  deux  cercles  concentriques  qui  forment  l'en- 
veloppe du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  se 
transforment  ici  en  deux  cercles  concentriques  formant 
l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  triangle  Q^y-v). 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  \  .  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  une  conique  et  circonscrit  à  un  cercle 
concentrique  à  la  conique,  le  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  est  de  rayon  constant. 


(  ■--:  ) 

Ce  ihéorème  a  étc'  cnoficé  par  Steiaor. 

Théouème  ^  I.  —  Oiiaiid  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  un  cercle  O  et  circonscrit  à  un  cercle 
{le  centre  C,  si  l'on  considère  la  conique  o.j  ant  pour 
centre  le  point  C  et  passant  par  les  trois  sommets  du 
triangle,  cette  conique  est  de  grandeur  invariable  et  ses 
demi-axes  sont  les  distances  du  point  Q  à  la  circonfé- 
rence O. 

Ce  théorème  est  la  ti^aduciion  anah* tique  du  précé- 
dent. 

Théorème  VIL  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  fixes  quel- 
conques, son  centre  de  gravité  décrit  une  conique  ho- 
mothétique  à  la  conique  dans  laquelle  le  triangle  j'este 
inscrit. 

Ce  tliéorènie  se  déduit  du  théorème  III  par  la  pro- 
jection cylindrique. 

On  peut  le  rapprocher  du  théorème  analogue  de 
Burnside,  relatif  au  point  de  concours  des  hauteurs  d'un 
triangle  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  5  mais  notre 
théorème  a  des  conséquences  nombreuses. 

Théorème  MIL  — ■  Quand  un  hexagone  se  déplace 
en  restant  ijiscrit  et  circonscrit  ii  deux  coniques  fixes, 
son  centre  de  gravité  décrit  une  conique. 

En  eiiet,  il  suffit  de  remarquer  que  les  diagonales  de 
l'hexagone  passent  par  un  point  fixe  et  c[ue  le  triangle 
formé  par  les  milieux  de  ces  diagonales  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques  iixes. 

Théorème  IX.  —  Quand  un  polygone  dont  le  nombre 
des  côtés  est  3.2''  se  déplace  en  restant  inscrit  et  cir- 
conscrit à  deux  coniques  Jixes,  son  centre  de  gravité 
décrit  une  conique. 

Ann.  de  Mat/iém.,  2«  série,  t.  \IX  (Juin    i8So).  ly 
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Ce  lliéorème  se  déduit  aisément  du  précédent. 

Théorème  X.  —  Quand  un  triangle  est  circonscrit  ii 
une  conique  et  inscrit  dans  un  cercle  concentrique,  la 
somme  des  carres  de  ses  côtés  est  constante. 

En  efTet,  le  centre  de  gravité  du  triangle  décrit  une 
circonférence  concentrique. 

Théorème  XÏ.  —  Qua/id  un  triangle  est  inscrit  dans 
fin  cercle  et  circonscrit  à  une  conique  ayant  pour  foyer 
le  centre  du  cercle  : 

1°  Le  point  de  concoins  des  liauleurs  du  triangle  est 
nu  deuxième  foyer  de  la  conique; 

2°  Le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  coïncide 
avec  le  cercle  princij) al  de  la  conique  relatif  ci  l'axe 
focal  et,  par  conséquent,  reste  fixe  ; 

3°  La  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  reste 
constante. 

Ce  iliéorème  se  démon  ire  facilement  à  l'aide  des  for- 
mules que  nous  avons  données. 

Théokème  XIL  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  une  conique  A  et  circonscrit  à  une 
conique  B,  si  l'on  fait  passer  U7ie  conique  par  deux 
points  fixes  V  et  (^  de  la  conique  B  et  par  les  trois  som- 
mets du  triangle,  cette  conique  variable  aura  pour 
enveloppes  deux  coniques  fixes  passant  par  les  points 
P  et  Q. 

Ce  tliéorème  se  déduit  du  théorème  IV  par  la  projec- 
tion conique. 

Théorème  XIII.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 
restant  insciit  et  circonscrit  à  deux  coniques  A  et  B,  si 
l'on  trace  une  conique  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle  et   ii  deux  tangentes  fixes  P  e/  Q  de  la  co- 
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nique  h,  cette  conu/ue  tmiiablc.  aura  pour  cru^eloppes 
deux  coîiiquesjîxes  tangentes  aux  deux  droites  V  et  Q. 

Ce  théorème  se  déduit  du  précédent  par  la  méthode 
des  polaires  réciproques. 

Si,  eti  particulier,  les  deux  tangentes  fixes  P  et  Qsont 
des  droites  focales,  le  théorème  précédent  prend  une 
autre  forme,  et  l'on  a  le  ihéocèine  que  nous  allons 
énoncer. 

Théorème  XH  .  —  Lorsiju  un  /rinng/e  est.  iuH^i'it  à 
une  conique  A  et  ci/consc/it  à  une  conique  B,  si  l'on 
considère  la  conique  inscrite  da7is  le  triangle  et  ayanl 
pour  foyer  r  un  des  foyers  F  de  A  : 

1°  Cette  conique  variable  reste  tangente  à  deux  co- 
niques fixes  ayant  F  pour  fojer; 

1°  Le  deuxième  foyer  de  cette  conique  décrit  une 
conique. 

Théorème  X\  .  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  à 
une  co7iique  A  et  circonscrit  à  une  conique  B,  si  d'un 
foyer  F  de  A  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
côtés  du  triangle,  le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  a  pour  enveloppes  deux  cercles 
fixes. 

Ce  théorème  se  déduit  facilement  de  celui  qui  précède. 

Théorîîme  XM.  —  Lorsqu'une  conique  est  inscrite 
dans  un  triangle,  et  que  son  axe  focal  passe  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  le  cercle  prin- 
cipal correspondant  à  cet  axe  est  tangent  au  cercle  des 
neuf  points  du  triangle. 

Ce  théorème,  dont  la  démonstration  exige  quelques 
développements,  renferme,  comme  cas  particulier,  le 
théorème  de  Feucrhach.  relatif  au  cercle  des  neuf  poinis; 


f      >.(JO    j 

<;ii  elïoi,  il  su(iil  dr.  supposer  que  la  coiiicjue  dont  il  s'agit 
dans  notre  ibéorèine  est  Pun  des  cercles  inscrits  ou  ex- 
inscrits  au  triangle. 

Pour  démontrer  le  iLéorènie  en  (juestion.  nous  don- 
nerons une  foiiuule  très  facile  à  établir  et  (jul  est  la  sui- 
vante : 

Si  l'on  considère  une  circonférence  ayant  son  centre 
sur  le  grand  axe  d'une  ellipse,  à  une  distance  d  du  centre 
de  ia  courbe,  et  si  cette  circonférence  de  rayon  R  est 
circonsciile  à  un  tiiangle  circonscrit  à  l'ellipse,  on  a  la 
relation  suivan.le  : 
(3)  R-^  a ]■=  f}--\-  cP. 

Reprenons  uîaintenant  la  formule  (2  ;,  qui  est 

7.{a--+-  ù')  —  R=—  2c?=—  4IS'=  o. 
Les  formules  (2)  et  (3)  donnent 

R^— 4«K^  4fl==4îs\ 
d 'où 

2 

Celle  dernière  formule  démonire  le  théorème  énoncé. 

On  peut  remarquer  que  la  formule  (3)  indique  que  le 
cercle  circonscrit  à  un  triangle  circonscrit  à  une  ellipse, 
et  dont  le  centre  est  sur  l'axe  focal,  touche  les  deux 
cercles  passant  par  les  deux  foyei's  et  ayant  pour  centres 
les  extrémités  du  [)elit  axe. 

Le  théorème  qut;  nous  venons  de  démontrer  est  sus- 
ceptible de  diverses  traductions  intéressantes,  et  qu'il  est 
facile  de  faire. 

Nous  terminerons  celle  jNote  par  l'énoncé  d'un  der- 
nier théorème  qu'il  est  plus  dilBcile  de  dégager  des  for- 
mules ([ne  nous  avons  établies,  et  dont  la  démonstration 
présente  un  ccitain  inU'ièt. 
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Théorème  XMI.  —  Si  l'on  cuitsiclère  une  cuniqiio 
ayant  C  pour  centre  et  F  et  F'  pour  foj  ers,  si  O  est  le 
centre  et  R  le  rayon  d'un  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
circonscrit  lui-même  à  la  conique,  et  si  l'oji  désigne  par 
S  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle,  on 
a  la  relation  fort  simple 

OF.OF'=?.U.CS.  ''''-•''  ■• 


Sl]R  l]KE  RÈGLE  DE  Rî.  LAGIiERRE; 

Par  m.   Ch.   VÉNARD, 

Elève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Renues. 


M.  Laguerre  a  fait  voir  (même  tome,  p.  5o)  qu'un 
ijombre  a  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
d'une  équationy(x)  =  o  si  la  suite  des  nombres  obtenus 
en  formant  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  àc  f[x) 
par  X  —  a  ne  présente  que  des  permanences.  Je  dis  que 
cette  limite  a  est  supérieure  ou  au  moins  égale  à  la  limite 
fournie  par  la  suite  connue  de  Newtou. 

Soient^Oî  Xn/s'  •  •  '-fm-\ifm  'es  coefficients  du  quo- 
tient et  le  reste  de  la  division  de 

f[x)  =Ao.r"— .  .  .-r  A„_,.r-!- A„, 

par  r  —  a.  On  sait  qu'entre  ("es  nombres  on  a  les  leia- 
lions 

Jm  ^^^  ^Vm — I  ~"   Ami 
Jm — ;  --  (^Jm — 2  ~~  A,„_|, 


/„_„  =  af„ 


fiZ=r.af,-V   A,, 

f»  ^  Ao- 


(   iGa   ) 
Calculons  les  dciivées  successives  dey„, (a).  On  liouvc 
facilement,  en  se  servant  des  formules  précédentes,  que 

/    \  \  J  m  '^~Jm-\  "i"  Ojm—1  -t-  .  .  . 

I)  \ 

r  -r-  «'       Jm~p  -r-  .  .  .  -r-  «         /o) 

(.)      j^-c:/„_.  +  c;„/.,,-.... 

\  -r  Cj       c/'      Jm—p  -r  .  •  •  -1-  v^i       '<       yu, 

(       /'" 

\        •'   in-        n-i  £  _i_  (^^  ^f  _L_ 

(3)  I      ,_2      3  —   ^.^«-3+^^.'^/— 4+    ••• 

(  +  C^-'  aP-%,p-^  ...  -1-  C^'-'  a"'-%, 

et  l'on  est  ainsi  amené  à  poser 

[p ]      \  1.2/3. ..7 "=  <^y-l^''-/' -^ ^y-i ^Z"'-/'-' -^  •  •  • 

(  4-  c;rf  «'"-/'-■y;  -r-  c;r/  «"■-/'/„. 

Je  dis  que  cette  loi  est  générale.  Snpposons-la  vraie 
pour  la  p'^"^*"  dérivée,  et  démontrons  qu'elle  est  vraie 
pour  la  (p -h  i)""'"".  En  calculant  cette  dérivée,  on 
trouve 

/•(/'+ 1) 

J  m 

\  .i.'à  .  .  .  p 

—    C'"^  a'f  -J-  -i- 


__  rm-1    m—p-if 


c'est-à-dire,  en  faisant  la  somme, 


I .2.3. . .p 
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et,  comme 

on  a,  en  divisant  par  (/?  H-  i), 

[p  + ,)  ! r^s . "'..p[p  +T) --^/i/"-/'-. +c;r '«/„,_,_.+... 


I  .2.  3.  .  .  i^W 1) 

.1  :n 


I  .  2 . 3  . . .  ( /«  —  -]["'  —  • 


I  .  2  .  3  .  .  .  1  /?/  ^ —  I  )  i 


p/H  ~  1    f 


Sous  ces  formes,  oji  voit  que,  si  un  nombre  a  rend  posi- 
tifs les  termes  de  la  suitey,„,y]„_,,  .  .  .  ^J\,fo,  ce  nombre 
rendra  aussi  positifs  les  termes  de  la  suite  de  la  fonction 
et  de  ses  dérivées  /'„,/''«:  •  •  -^fm'i  c'est-à-dire  que  la 
limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
f{x)  =  G,  limite  fournie  par  la  considération  de  la  suiti? 
de  M.  Laguerre,  s'appliquera  à  la  suite  de  JNevvton. 

Réciproquement,  la  limite  donnée  par  la  suite  de 
Newton  rend-elle  positifs  les  termes  de  la  suite  des  fonc- 
lionsy'„,,y]„_,,  .,.,yi,/o?  En  d'autres  termes,  les  deux 
limites  fournies  par  l'une  et  l'antre  méthode  sont-elles 
égales?  Démontrons  ijue,  en  général,  il  n'en  est  pas 
ainsi.  Pour  cela,  calculons  les  fonctions  f,„ifm-i-,   •  •  •, 

fm^pi  fiifo  au  moyen  des  formules  établies  plus  haut.  De 

ri'it: 

la  dernière  on  lire  fo= !^ ?Sous  désignerons, 

"^  I  .  2  . 3         "■  '^ 


.  .  //.' 


pour  abiégei-, "- l>a'" /,,';" S  ^'^  '""  général  ' 


1.2.  .  ./W  '         ^   '"     '  ^  1.2.3..     p 

i>«-7':- 
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On  trouve  ainsi,  en  calculant  de  proche  en  proche, 

/  __    fini) 

/• /"('«— li  nm-l  „f{>n) 

'i  —  Jm  ^in-i'U  m    > 

et  l'on  démontre  facilement  que  l'on  a,  en  général, 


m    » 
m    » 


/,._.  =Jl  -C\afl-^C\  «  V;v  -...±:  cr'  n-V 

fm-\  =^/,n  —  ^0  ^f  m  +  ^l  ^''f  m  —   •  •  -  =P  C„'~'  U 

Sous  ces  formes,  on  voit  que,  si  le  nombre  a  rend  posi- 
tives la  fonction^,',,  et  ses  dérivées,  il  ne  s'ensuit  pas  né- 
cessairement que  a  rende  positives  les  fonctions^oï/i?  •  •  •, 
fm-fi  •  •  •  -fm-i-  Par  exemple,  si  nous  prenons  la  deuxième 
de  ces  fonctions,  /"j,  qui  est  égale  à  Ao«  -f-  Aj,  par  hypo- 

lese,  /,     "= et    f,'= sont 

'  -^  '"  I  .  2  ...(/«  —  1  )  -^  '"  I  .  2  .  .  .  /« 

positives;  il  ne  résulte  pas  nécessairement  que  Â^a  -f-  A, 
soit  positif. 

Donc,  en  général,  la  limite  supérieure  des  racines  po- 
sitives d'une  équation  fournie  par  la  règle  de  INewton 
est  plus  petite  que  la  limite  fournie  par  la  lègle  de 
M.  Laguerre. 


APPLICATIONS  DE  GEOMETRIE  CINEMATIQIE  PLAKE; 

Par  m.   Maurice  D'OCAGNE, 

Élève  en  Mathémaliqucs  spéciales  au  lycée  Fontanes. 


Voici    quelques  nouvelles   applications  élémentaires 
des  principes  si  élégants  et  si  féconds  de  la  Géométrie 


(  ^65  ) 
cinématique,  qui,  lëunis  en  cojjs  de  dodrine  par 
M.  MaiiTîlieim,  consli tuent  aujourd'lnii,  grâce  à  l'émi- 
nent  professeur,  une  brasiclie  importante  de  la  science 
géométrique  [^).  Au  moyen  de  ces  principes,  je  suis 
arrivé,  dans  dillérenles  recherdies  élémentaires,  à  plu- 
sieurs résultats  nouveaux  qui  se  trouvent  consignés  dans 
cette  Note.  Après  un  problème  sur  la  parabole,  les  ques- 
tions que  je  tiaite  ici  se  rapportent  au  centre  de  cour- 
bure de  l'ellipse,  au  point  où  la  droite  de  Simson  toucLe 
son  enveloppe,  à  la  cîssoïde,  à  la  stroplioïde,  à  la  con- 
choïde,  à  la  spirale  d'Archimède,  aux  caustiques,  aux 
anamorphoses  et  aux  podaires. 

I,   —  Question  sur  la  pakabole. 

Z'«»  des  côtes  d'im  angle  droit  dont  le  sommet  dé- 
crit une  droite  enveloppe  une  parabole  dont  l' axe  est 
perpendiculaire  à  cette  droite  :  trouver  l' enveloppe  de 
l'autre  côté  de  cet  angle. 

Soient  (5)  la  droite  que  décrit  le  sommet  s  [fig-  i), 
{m)  la  parabole  enveloppée  par  le  côté  st  qui  la  touche 
au  point  m,  su  le  côté  dont  nous  cherchons  l'enveloppe. 
Remarquons  d'abord  que  celte  enveloppe  a  évidemment 
pour  axe  de  symétrie  l'axe  de  la  parabole  donnée.  Cher- 
chons maintenant,  pour  la  position  considérée,  la  nor- 
male à  l'enveloppe  de  su.  La  normale  à  la  trajectoire  du 
point  .«  est  la  perpendiculaire  sq  a  (5)5  la  normale  nui- 
à  la  parabole  (///)  coupe  sq  en  (7;  du  point  q  abaissons 
sur  su  la  perpendiculaire  (jp:,  su  touche  son  enveloppe 
au  point  p,  et  pq  est  la  normale  à  cette  enveloppe;  pq 
coupe  l'axe  en  /•;  du  point  /^  abaissons  sur  cet  axe  la 


(')  Voie   Man.mikim,    Cours  de  Géomi'lite  descriptive  de  l'Ecole  Poly- 
tcchnique  (Gauthit'i-  Villars,   iSSo). 
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perpendiculaire  pi  qui   coupe  sq  en  g:  ri  csl  la  sous- 
norinale  à  l'enveloppe  cliercliée,  rclaiive  au  point /y;  du 

ri;:-  1- 


point  TU  abaissons  sur  l'axe  la  perpendiculaire  mh  qui 
coupe  s(/  en  /;  enfin,  par  le  point  g  menons  g\>  parallè- 
lement à  st.  Cela  fait,  on  voit  que 

et  que 


par  suite 


(a  ; 

=  ah  H-  at. 


Comme  le  sommet  o  est  le  milieu  de  la  sous-tangente 

//i,  on  a 

ah  H-  nt  r  ;  ?.  (7fl, 
OU 

ri  -—  lao. 

La  sous-noi  niale  est  donc  constante  et  l'enveloppe  clier- 
cliée  est  une  parabole  dont  le  paramètre  est  lou.  V.v. 
sommet  o'  de  cette  parabole  est  le  milieu  de  la  sous- 
tangente  iti. 

On    établit,    absolument   comme   nous    venons   de   le 
faiie  pour  la  l'elation  précédente,  ipie 

hn  ---z  ino' . 


nGy 


Alors  le  foyer  Je  la  parabole  (m)  est  à  une  tlislance  du 
sommet  o  égale  à  «o'-,  le  foyer  de  la  parabole  [p],  enve- 
loppe de  su,  est  à  une  dislance-du  sonnvn^t  o'  é:;ale  à  ao; 
ces  deux  foyers  coïncident  donc,  et  ce  foyer  connnuii/ 
est  le  symétrique  du  point  a  par  rapport  au  milieu 
de  oo'. 

On  est  ainsi  conduit  à  ce  ibcorèmo  : 

Le  lieu  du  sommet  d' un  angle  droit  dont  les  côtés 
sont  respectivement  tangents  à  deux  paraboles  coaxalrs 
et  confocales  est  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe 
commun  et  qui  divise  le  segment  compris  entre  les  som- 
mets en  parties  inversement  proportionnelles  aux  pa- 
ramètres de  ces  paraboles. 

II.  —  Sur   le  cE>Tr.E  de  courbure   de  l'ellipsk. 

Considérons  deux  circonférences  concentricjues  [ni) 
et  (/?)  et  une  droite  fixe  ox  passant  par  le  centre  com- 
mun o  [fig'  ■a);  lirons  les  rayons  om  et  op  également 
inclinés  sur  ox. 

On  sait,  et  cela  est  une  conséquence  immédiate  du 
procédé  de  M.  Chasles  pour  construire  les  ax»  s  d'une 
ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués,  (jue 
le  milieu  i  àe  mp  décrit,  lorsque  les  droites  om  et  op 
varient,  une  ellipse  ( /)  ayant  o  pour  centre  et  un  axe 
dirigé  suivant  ox,  que  la  somme  des  axes  de  cotte  ellipse 
est  égale  à  om  et  leur  dilïérence  à  op,  que  mp  est  nor- 
male à  cette  ellipse,  enfin  que  les  segments  /?//et  pi  sont 
tous  deux  égaux  an  demi-diamètre  conjugué  du  diamètre 
oi  dans  l'ellipse  (  /). 

Pour  avoir  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse  (/)  icla- 
lif  au  point  /,  cherchons  donc  le  point  où  mp  louche 
son  enveloppe.  Soit  e  ce  point;  la  perpendiculaire  à 
i}ip  au  point  e  coupe  en  y.  la  normale  mo  an  lieu  (jUc  dé- 
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dit  le  poiîil  TU  <t  en  /3  la  normale  po  au  lieu  que  décrit 
le  point  p. 

Si  nous  représentons  par  d{in)  clfl{p)  deux  déplace- 

Fif[.  2. 


ments  infiniment  petits  correspondants  des  points  m  et  p 
respectivement  sur  les  circonférences  [m)  et  (y[>),  nous 

avons  (*) 

d[ni)        m  7. 

Mais,  les  angles  xoin  et  xop  étant  constamment  égaux 

entre  eux,  on  a 

d[rn)        om 


donc 


d[p)         op 

m  a. om  ma.        pP 

/?  P         ojj  om         op 


Du  point  o  abaissons  sur  tu/}  la  perpendiculaire  ot/  et 


(')  Manmh.im,  Ouvrage  rite,  p.  lo^. 


(  "^^^  ) 

sui'  c?j3  la  p(Mpt'ii(]iciihiiio  or.  Nous  avons 


Mi 


cjj         re         oq 
om        oq 


-^  = —     OU      r8=:e«; 


par  suile, 


p/WÊ-  =  aine, 

d'où  la  construclion  : 

Pour  avoir  le  centre  de  courbure  relatif  au  point  i  de 
r ellipse  (/),  je  porte  sur  la  Jiormale  au  point  i,  de  part 
et  d'autre  de  ce  point,  les  longueurs  ini  et  ip,  toutes 
deux  égales  au  demi-diamètre  conjugué  du  diamètre  io. 
Je  tire  la  ligne  m'p  jaisant  avec  la  normale  mp  un 
angle  égal  à  V angle  omp  ;  m|3  coupe  op  au  point  |3  ;  du 
point  (3  f  abaisse  sur  mp  la  perpendiculaire  jSe^  /e  pied 
e  de  cette  perpendiculaire  est  le  centre  de  courbure 
cherché. 

Si  donc  on  connaît  deux  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse,  on  obtiendra  facilement,  par  cette  construclion, 
les  centres  de  couibure  relatifs  aux  extrémités  de  ces 
diamètres,  sans  qu'il  soit  besoin  de  déterminer  les  axes 
de  cette  ellipse. 

La  construction  précédente  peut  être  modiiiée  en  par- 
tant de  cette  remarque,  faite  plus  haut,  que  om  est  égale 
à  la  somme  des  axes  de  Tellipse  (/)  et  op  à  leur  dKî'é- 
rence. 

On  voit  facilement  que  les  points  e  ci  q  sont  conju- 


(  ^7°  ) 
içut's  liannoiliques  par  rapport  aux  points  ru  vl  p^  ce  qui 
consiilue  un  iliéorème  de  M.  Cluislos  (*). 

Problème.  —  Trouver  le  centre  de  courbure  de 
VelJipse  considérée  comme  enveloppe  d'' un  côté  d'un 
angle  droit  dont  le  sommet  parcourt  une  circonférence, 
l'autre  côté  passant  par  un  point  fixe  (*). 

Soient /(y/,^--.  ?>)  le  point  fixe  autour  duquel  pivote  le 


côté  tf  de  l'angle  droit  mth,  et  o  le  centre  de;  la  circon- 
férence que  décrit  le  sommet  t. 

La  normale  to  au  lieu  de  t  coupe  en  n  la  normale y« 
à  Fenveloppe  de  tf.  Du  point  n  abaissons  sur  l'autre  côté 
de  l'angle  droit  la  perpendiculaire  nm  ;  le  côté  tm  touche 
son  enveloppe  au  point  m  et  la  normale  en  ce  point 
est  mn. 

Remarquons, en  passant, que  de  celte  construction  ré- 
sulte le  théoième  suivant  : 

La  droite  qui  joint  les  projections  d'un  foyer  d  une 
ellipse  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  en  un  point  de 
cette  courbe  passe  par  le  centre  de  V ellipse. 


(')  Journal  de  Liouville,  i"  série,  l.\,  p.  -«(iS. 
(')  Gll.BKRT,   nirc.  anal.,  p     Hi,    ox.   à. 


(  '-;•  ) 

Oiî  voit  facilement  ([ue  le  tliéorème  est  également  vrai 
pour  riiyperbole  et  la  paiabole. 

Cela  posé,  avant  de  déterminer  le  centre  de  courbure 
relatif  au  point  w,  c'est-à-dire  le  point  où  mn  touche 
son  enveloppe,  clierclions  la  normale  au  lieu  que  décrit 
le  point  //.  Soit  ////  cette  normale.  (Considérons  alors  le 
triangle^/zf. 

Le  point  yétant  fixe,  la  perpendiculaire  /)/  à  //  cou- 
pant v.n  n  la  normale  to  au  lieu  décrit  par  ?,  et  la  per- 
pendiculairey'A  à  ^7/ coupant  en  Ji  la  normale  nli  an  lieu 
décrit  par  «,  on  a 

<l\t\         tu 


d  n  11  h 


Mais  o  étant  le  point  où  tn  touche  son  enveloppe  et 
oi  la  normale  à  celte  enveloppe,  on  a  aussi 


d[t\  tn 


Un 


Do, 


tn         tn  ni        nt 

— -  =  —      ou        -   =  — 
nli        ni  nli        nt 


Par  le  point  i  menons  io'  parailélemenl  à  tf\  nous 
avons 

ni  no' 

nh  nt 

11  en  résulte  que  no' =■  ot.  Le  point  i  est  ainsi  déter- 
miné, et  par  suite  la  normale  nJi. 

Considérons  alors  le  triangle  nitn.  Le  côté  /m  touche 
son  envrloppe  au  ])oint  7//,  le  côté  tu  au  point  o  et  le 
côté  iini  au  point  e,  centre  de  courbuie  cherché.  De 
plus,  fïiu  est  la  normale  au  lieu  décrit  par  /?/,  lo  la  nor- 
male au  lieu  décrit  par  f,  nli  la  normale  au  lieu  décrit 
par  /7  •,  nous  avons  donc,  en   appelant  //,  le  point  où  la 


1 

\ 

■2-2    ) 

en  e  coii|!e 

'l[ 

'") 

n/i, 

d{ 

///' 

)        me 

d 

'/) 

tn 

.     . . 

cl 

{"] 

)        "i 

A 

ni 

]        me 

d[t]  tn 

Mullipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 


/?//,    tn 

nh^ .  no' 

— -  — 

ni  .tn 

ni  nt 

nh\ 

nt 

• .  :zi 

z ■■ 

ni 

no' 

ce  (jui  montre  (|ue  le  point  /?i  coïncide  avec  le  point  h. 
\a\  conslruction  du  point  e  sera  donc  la  suivante  : 

Une  fois  la  normale  nin  tracée,  on  parle  sur  to  ht 
longueur  no'  =  ot-^  par  le  poinl  a  on  mène  la  droite  oi 
perpe ndic ulaireniejit  à  ot,  et  par  o'  la  droite  o'i paral- 
lèlement à  tlf^  ces  droites  se  coupent  en  t;  on  tire  ni 
qui  rencontre  tf  en  A;  enfin,  de  h  on  abaisse  sw  nin  la 
perpendiculaire  lie  :  le  point  e  est  le  centre  de  courbure 
cherché. 

ni. ScPi    LE    rOINT    ou    L\    DUOITE    DE    SlMSON    TOUCHE 

SON    ENVELOPPE. 

QuESTioJV  PRÉLIMINAIRE. —  Un  triangle  variable  amh 
se.  déplace  de  façon  que  ses  sommets  décrivent  des 
courbes  données  (a),  (/«)  et  {b),  et  que  ses  côtés  ma  et 
mh  restent  constamment  parallèles  à  des  directions 
données  :  déterminer  le  point  oit  le  côté  ah  touche  son 
enveloppe  {fg.  4)- 
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Soit  e  le  point  où  ah  touche  son  enveloppe;  la  nor- 
male à  celte  courbe  au  point  e  coupe  en  a  et  (i  les  nor- 
males aa  et  h^  aux  courbes  [a]  et  [b).  Soient,  de  plus, 

Fig.  4. 


/,  t'  ei  f  les  points  où  se  coupent  deux  à  deux  les  tan- 
gentes aux  courbes  («),  [m]  et  [b)  aux  points  rt,  ni  eib. 
D'après  un  principe  de  Géométrie  cinématique  (M, 
on  a,  en  représentant  par  d[a),  d[b)  et  d[ni)  des  dé- 
placements infiniment  jietits  correspondants  des  points 
<-/,  b  ex  m  sur  leurs  trajectoires. 


(2j 
et 


d[h) 


nt 

mt' 


dib]        hl"  .be 


dia' 


nt    .oc 


ou,  d'après  le  principe  dont  nous  avons  fait  usage  dans 


(')  Manmieim,  ()uvi'a(;e  cite,  p.  -.ioS. 

Ann.  de  Mnthémat.,  1'  série,  l.  XIX  (Juin  1880). 
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e  paragraphe  précc'deut, 
d  :  h 


3' 


ip 


dîa] 


Multiplions  membre  à  membre  les  égalités  (i),  (2)  et 
(3)  -,  il  vient 


al.mt' .  hf .  be 


ou 

(4) 


rnt .  ht' .  nt" .  ae 
ac        at  .mt' .  bt" 


be        mt.hl'.at" 


Multiplions  maintenant  membre  à  membre  les  égali- 
tés (i),  (2)  et  (3')  5  il  vient 


ou 

(41 


at.mt'.  b^ 
mt .  ht' .  ax 

au.        at.mt' 


^[•J        mt.bt' 


Des  formules  (4)  el  (4')  résultent,  pour  le  point  <?, 

deux   procédés  de  détermination  diflérents.  Cela  posé, 

cberclions  le  point  où  la  droite  de  Simson  louche  sou 

enveloppe. 

Fig.  5. 


1°  Soit  nhc  le  triangle  considéré  {fg.  i^)-  D'un  point 


(  ^^  ) 

quelconque  m  pris  sur  la  circonférence  (m)  circonscrite 
à  ce  triangle,  abaissons  les  perpendiculaires  mp  et  v\q 
sur  les  côtés  ah  et  ac,  et  cherchons  le  point  où  la  droite 
pq  touche  son  enveloppe. 

Dans  le  triangle  mpq-,  le  sommet  ni  décrit  la  circon- 
férence (wi);  le  sommet  p,  la  droite  ab:  le  sommet  q,  la 
droite  ac\  de  plus,  les  côtés  mp  et  mq  se  déplacent  pa- 
rallèlement à  eux-mêmes,  puisqu'ils  sont  constamment 
perpendiculaires,  l'un  à  la  droite  nb,  l'autre  à  la  droite 
ac.  Appliquons  donc  au  triangle  mpq  la  formule  (4) 
établie  précédemment-,  pour  cela,  menons  à  la  circonfé- 
rence (m)  la  tangente  au  point  m,  qui  coupe  ab  en  t  et 
ac  en  l! .  Nous  avons 


Mais 


et 


dont 


qe        qt' .  mt .  pa 
pe        mt' .  pt .qn 

qt'  /^ 

;   =  COS/Wf  (I 

tnt 


pt  /\ 

—  =  co^mtu  ; 
n;t 


qp        pa .('Oitmt  q 

pe  ^ 


qa  .  cos  mtp 

Nous  déduisons  de  cette  relation  la  construction  sui- 
vante du  point  e  : 

Par  le  sommet  «,  menons  à  la  tangente  tt'  la  paral- 
lèle ax\  portons  respectivement  sur  ab  et  sur  ac  les 
longueurs  aq' =■  aq  et  ap'=^ap\  des  points  q'  et  p' 
abaissons  sur  ax  les  perpendiculaires  q'i  et  p'h^  qui  ren- 
contrent ax  aux  points  i  et  A;  poHons  sur  ax  la  lon- 
gueur hr  =  ia  ;  tirons  pr\  par  le  point  /?,  menons  à  pr 
la  parallèle  lis,  qui  coupe  ab  au  point  5;  enjîn,  par  le 
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point  5,  menons  à  ac  la  parallèle  se,  qui  coupe  pq  au 
point  e  :  e  est  le  point  cherché. 

Nous  avons,  en  effet, 


qe       as 
pe       ps 


ah 
7h 


ah        p'a.co?,p'ax        pa.cosmt'g 


q  a  .  ces  f/  fijc         qa  .  COS  rntp 

s»**  Appliquons   maintenant  la  formule  (4')'  La  pcr- 
Fig.  6. 


(m-) 


pendiculaire  jSy  à  pq.,  au  point  e  clierclié,  coupe  nip  en 
3  et  mq  en  y  (  fig.  6).  Nous  avons  alors 

q^/         qt' .  mt 
pfj        mt'  .pt 

ou,  d'après  ce  qui  a  déjà  été  vu, 


qy cos/«f  7 

cosnKp 

Joignons  le  point  m  au  centre  o  de  la  circonféreacc 
{ni)]  la  droite  nio  étant  perpendiculaire  à  «',  nous 
avons 

fut'q  z=z  omq      et      nitj)  ■=  nmp. 


Donc 


*77 


qy        cos  omq 
cos  omp 


Par  le  point  o  menons  ta  «/?  et  à  dc  les  parallèles  ou 
et  op"  qui  coupent  inp  et  w*/  en  ff  et  en  u  à  angle  droit. 
Alors 


Mais 


par  suite 


mt>        r/io  .cosomq        qy 

mu  --^^        p  S 

mo  .cos  omp 


<77 


r/6' 


P\^ 


pe 


cosmqe  cosmpe 

me        qp.co^mpe 

mu  --'^^ 

pe.  cos  mqc 

qe       mv.cosmqe 


pe 


mu.  cos  mpe 


Des  points  m,  u  et  ^^  abaissons  sur  pq  les  perpendicu- 
laires mni'^  uu'  et  t^i^.  Nous  avons 


Par  conséquent, 


Nous  obtenons  ainsi  très  simplement  la  valeur  du  rap- 
port dans  lequel  le  point  e  divise  la  droite  pq^  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  construction  facile  de  ce  point. 

(^  suivre.  ) 


./x 

m' 

i> 

— 

mu.cosmqe. 

m' 

u 

mu.  cos  mpe. 

qe 

m'v' 

■  —  . ■  " 

pe 

m  u 
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SIU  M  PUOBLÈilIE  DE  DIOPHAXTE; 

Par  m.    Edouard   LUCAS. 


Trouver  quatre  nombres  tels  que  leurs  produits  deux 
à  deux,  augmentés  de  L' unité,  soient  des  carrés  (Liv.IV, 
prob.  XXI). 

Voici  une  élégante  solution  du  problème,  qui  détei- 
ujine  quatre  nombres  entiers  en  fonction  de  deux 
iionibres  entiers  indéterminés  /•  et  s.  Si  l'on  désigne  pai' 
rt,  h,  c,  ^les  quatre  nombres  cherchés,  on  a 

b  =  s[rs  -+-  9.), 

c  :=:  [s  -h  i)  [rs  -^  r  -[-  0.) , 

d  =  ^[rs  -]-  l)[rs  -h  r  -\-  i)[  rs^  -\-  r.f  -4-  2  *  -f-  i  )  - 

En  effet, 


\]ab-\-  iz=rs  -ir-  \ , 
\lac  -\-  \  z=:z  rs  -^  r  - 


^/ad H-  I  =  o  r',î'  -4-  2 r" a-  4-  4 '•'''  -h  2 '"  -r-  i , 

\bc  H-  I  =  rs^  +  /-.y  -4-  2  .y  -î-  I , 

\j bd-^  I  z^ir'^s^  +  ii'-s^  -f-  6r.v'  +  ^rs  -^  ^s  -\-  i, 

sjcd  -T-  I  =2/-^.y^  4-  4^'-s'-r-  6/'5^  +  2r-.v  -hSr^  +  4^^  +  2rH-  3. 

Ainsi,  pour  ;' =  i  et  s  =z  2,  on  a 

a=ri,      Z»  r=  8,      C=:l5,      d=^Si^ 


ei 


1.8    4- 1 -;    3%     i.i5    4-1=    4%       1.5284-1  =  23=. 
8.  i5  4-1 --11%     8.5284-1  =  65%     1 5 . 528 -i- 1  =:  89=. 
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Existe-l-il  un  cinquième  nombre  e  tel  que  «^-f-i, 
ée  -h  I,  ce -\-  i ^  de  -i-  i  soient  des  carrés? 

II  y  aurait  lieu  d'obtenir  des  formules  analogues  en 
remplaçant  dans  le  problème  précédent  -t-  i  par  —  i,  et 
de  compléter  ainsi  le  problème  résolu  à  la  page  3'i3  du 
Tome  X  des  JYom'elles  Annales  (2*^  série,  1871). 

La  solution  précédente  m'a  été  adressée  dernièrement 
de  Gothembourg  par  M.  Boije  af  Genniis. 


KOTE  SIR  LA  COXSTRl'CTION  DES  NORMALES  A  L'ELLIPSE  (» 

Par  IM.   Edouard  LUCAS. 


Les  solutions  indiquées  ici  peuvent  être  résumées  et 
améliorées  de  la  façon  suivante.  Désignons  par 


l'équation  d'une  ellipse  tracée,  et  par  Jo?  J'o  les  coor- 
données d'un  point  P  d'où  l'on  abaisse  les  normales.  Les 
perpendiculaires  abaissées  du  sommet  A  de  coordonnées 
[a,  o)  sur  les  normales  issues  du  point  P  renconlreni 
la  courbe  en  quatre  points  Mj,  INIj,  M3,  IM4  situés  sur 
une  circonférence  dont  l'équation  est 


ax^r^  a^xl-^h-rl 

—  4 y  -^  2  — ■ «2=  o. 

c-                             c' 
La  puissance  du  sommet  A  par  rapport  à  cette  circon- 
férence a  pour  expression  ( |  »  et  celle  du  sommet  A' 

(')  NottveUes  .4nna/es,  2'  série,  t.  IX,  p.  S^S,  et  t.  X.V,  p.  b. 
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('y  fi  y  \  ^ 
"-  I  •  II  suffit  donc  de  trarer  une 

circonférence  dont  l'ordonnée  du  centre  ésfale  2  — "—,  et 

qui  coupe  orlliogonalement  les  circonféretices  décrites 
des  sommets  A  et  A'  comme   centres  avec    des  rayons 

.   26 J„         ?./7.r„     r   ^.         ■  c  1'   1 

égaux  a  ■ et •  Lette  circonierence  coupe  1  el- 
lipse en  quatre  points  Mj,  Mj,  M3,  M4  au  plus-,  on 
obtient  les  normales  en  abaissant  du  point  P  des  perpen- 
diculaires sur  les  quatre  droites  AMi,  AMj,  AM3  et 
AM.. 


COUKESPONDAKCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.    Talayrach, 
capitaine  d' Artillerie  ('), 

J'ai  l'honneur  de  vous  envoyer  ci-joint  une  démons- 
tration géométrique  du  théorème  de  Poncelet  sur  les 
polygones  qui  sont  à  la  fois  inscrits  à  une  circonférence 
et  circonscrits  à  une  autre.  Ce  théorème  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Etant  données  deux  circonférences ,  si  l'on  prend 
un  point  a^  sur  V une  d'elles  et  que  l'on  mène  les  taii- 
gentes  successii^esa^  «25  «2^31  •  •  •  ?  ^,i—i^n  ^  ^^  deuxième , 
la  droite  aiO,i  qui  ferme  le  polygone  enveloppe  un 
cercle  coradical  aux  deux  cercles  donnes. 

La  démonstration  qu'en  a  donnée  Poncelet  s'appuie 
sur  des  calculs  assez  longs;  je  ne  sais  s'il  en  a  été  donné 
une  purement  géométrique.  En  tout  cas,  je  vous  livre  la 

(')  Cette  Lettre,  qui  porte  la  date  du  y^  mars  187J,  et  qui  malheu- 
reusement avait  été  égarée,  est  antérieure  à  l'élude  Sur  la  strophoïde, 
liildiéc  en  1875  par  M.  Maleyx.  (.11.  IV 
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mienne  en  vous  laissant  libre  de  la  publier  si  vous  le 
croyez  utile. 

Solution.  —  Supposons  menées  {fig.  i)  les  trois  lan- 

Fig.  I. 


gentes  successives  a^ciç,,  a^ai^  (izO,.^  et  la  corde  a-,ai. 
Pour  trouver  le  point  de  contact  de  cette  corde  avec  son 
enveloppe,  prenons  sur  la  première  circonférence  un 
Doint  bi  infiniment  voisin  de  «j  et  menons,  en  partant  de 
ce  point,  les  tangentes  successives  h^h^_.,  h.^h^.^  h-^ht,  et  la 
corde  h\h^.  J'appelle  Cj,  Cg,  c^  les  points  d'intersection 
des  droites  («i<7,,  ^i^,)^  ( «2^3?  ^2^3)1  (<ïs<^i5  Z»3Z>4),  etC 
le  point  d'intersection  des  cordes  [^a-^a^.,  b^hi). 

A  la  limite,  les  points  Cj,  c,,  C3  sont  les  points  de 
contact  des  tangentes  avec  le  cercle,  et  le  point  C  le  point 
de  contact  de  la  corde  avec  son  enveloppe. 

Or  les  triangles  semblables  cubaCa.,  ^^_^.^b^^^c^^^  don- 
nent 
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Multipliant  membre  à  membre  et  passant  aux  limites, 
en  remarquant  que  liniZ^gC,  zz^  a^_c^  =  a^_c^^  on  a 

I  hm^-p  = 

De  son  eôlé,  la  similitude  des  deux  triangles  «j^jC, 
a^bi^Q  donne  la  relation 

(2)  lim — -  =^ — -. 

Comparant  (1)  à  (2),  011  a,  pour  déterminer  la  position 
limite  du  point  C,  la  relation  très-simple 

«4  C       «74  C3 

Cela  posé,  si  nous  décrivons  [fig.  2)  un  cercle  cora- 
Fig.  2. 


dical  aux  deux  cercles  donnés  et  tangent  à  la  corde  (i<,n^ 
le  point  de  contact  D  sera  donné,  d'après  une  propriété 
bien  connue  des  cercles  coradicaux,  par  la  relation 


(4) 
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Le  point  D  n'est  donc  autre  que  le  point  G  où  la  corde 
a^a^  louche  son  enveloppe- 
Il  en  résulte  que,  si  d'un  côté  nous  traçons  les  diffé- 
rentes cordes  «iflj,  et  que  de  l'autre  nous  tracions  les 
différents  cercles  coradicaux  qui  leur  sont  tangents,  ces 
deux  séries  de  lignes  auront  une  même  enveloppe.  Or 
deux  cercles  coradicaux  ne  peuvent  avoir,  en  dehors  des 
deux  points  fixes  communs  sur  l'axe  radical,  un  troisiènu' 
point  commun  sans  se  confondre.  Tous  ces  cercles  se 
confondent  donc  en  un  seul,  qui  n'est  autre  que  l'enve- 
loppe cherchée  et  qui  est  indépendant  de  la  position  du 
point  rt,  sur  la  première  circonférence. 

c.    Q.    F.    D. 

Nota.  —  Cette  démonstration  s'appliquerait  de  la 
même  manière  au  cas  où  les  droites  aya.^^  o^a^,  ..., 
«p«p+i  seraient  tangentes,  non  à  un  cercle  unique,  mais 
à  une  série  de  cercles  coradicaux. 

Première  conséquence.  —  La  première  conséquence 
de  cette  proposition  est  que,  si  la  droite  «„<^/i  touche  la 
seconde  circonférence  donnée,  tous  les  polygones  tels  que 
«1^2  ...  rt„  sont  à  la  fois  inscrits  à  un  cercle  et  cir- 
conscrits à  un  autre. 

Deuxième  conséquence.  —  Les  diagonales  d'ordre 
quelconque  des  polygones  qui  sont  à  la  fois  inscrits  à  un 
cercle  et  circonscrits  à  un  autre  touchent  d'autres  cercles 
coradicaux  aux  deux  cercles  donnés. 

Troisième  conséquence.  —  Si  le  polygone  à  la  fois 
inscrit  et  circonscrit  a  un  nombre  pair  de  côtés,  les  dia- 
gonales qui  joignent  les  sommets  opposés  passent  par  un 
même  point  F,  qui  n'est  autre  que  le  cercle  coradical  de 
rayon  nul. 

(Quatrième  conséquence.  —  Si  «pOp^i  {fig.?>)  sont 
deux  sommets  d'un  de  ces  polygones  et  Cp  son  point  de 
<;ontacl,  Fc^  est  la  bissectrice  de  l'angle  «pFc/p^, .   Pai 


(  2^4  ) 

suite,  dans  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  d'un 
nombre  pair  de  côtés,  les  droites  joignant  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  concourent  aussi  au  point  F. 

Fis.  3. 


Cinquième  conséquence.  —  De  ce  que  la  droite  Fc 
est  la  bissectrice  de  l'angle  «^Frtp^i,  on  peut  encoi'e  dé- 
duire que,  dans  tout  polygone  inscrit  et  circonscrit,  la 
somme  des  diagonales  joignant  les  sommets  232, 
3  à  3,  . .  . ,  m  h  TU  est  dans  un  rapport  constant  avec  le 
périmètre  du  polygone. 

Sixième  conséquence.  —  Dans  tout  polygone  inscrit 
et  circonscrit,  les  droites  qui  joignent  2  à  2,  3  à  3,  . .  . , 

Fis.  4- 


n)   à  m  [fig.  4)  les  points  de  contact  des  côtés  détcr- 
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minent  par  leurs  intersections  successives  les  sommets 
d'un  polygone  inscriptible. 

Puisque  j'en  suis  au  théorème  de  Poncelet,  permettez- 
moi  de  vous  en  donner  une  dernière  conséquence  assez 
remarquable,  qui  peut  se  traduire  ainsi  : 

Proposition.  —  Etant  donné  un  pentagone  quel- 
conque x\BCDE,  on  joint  les  diagonales  et  l'on  forme 
ainsi  un  second  pentagone  ACEBD.  Les  points  de 
contact  de  ces  deux  pentagones  avec  les  deux  coniques 
qui  leur  sont  inscrites  sont  ^  à  ^  en  ligne  droite. 

Je  crois  que  cette  proposition  pourrait  être  donnée 
comme  exercice  à  des  élèves  de  INlathématiques  spéciales. 
Voici  d'ailleurs  comment  je  la  démontre. 

Lemme.  —  Etant  donné  un  polygone  inscrit  à  un 
cercle  et  circonscrit  à  un  autre  cercle ^  si  l'on  joint  les 
points  de  contact  des  côtés  2rt2,  3à  3,  ...,/>  à;7,  ces 
droites  se  coupent  sur  les  diagonales  joigiiant  les  som- 
mets 2  à  2,  3  rt  3,  .  .  . ,  p  à  p,  précisément  aux  points 
où.  celles-ci  touchent  leur  cercle  enveloppe. 

Soit  menée  par  exemple  la  diagonale  A^Ag  {Jig'  5), 

Fig.  5. 

P' 


"---A-, 


qui  est  coupée  en  Q  par  la  droite  a^a-,.  Prolongeons  les 
côtés  Aj  A.2,  AgAv  jusqu'en  P.  Le  triangle  PAjAj,  coupé 
parla  transversale  a^Ç^a^,  donne 
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ot,  à  cause  de  Prt,  =  P«7,  il  reste 

AsQ       Aja, 

De  même  le  triangle  P' A2  As,  coupé  par  la  transversale 

^îQ'^'s?  donnerait 

AjQ'        Aj«2 

AgQ'       Agflg 

et,  à  cause  de  Kui^,  =  A^fli  et  Ag^g  =  Ag^v,  on  voit  que 
Q  et  Q'  se  confondent,  c'est-à-dire  que  les  droites  Oia-^ 
aç,as  se  coupent  bien  sur  la  diagonale  A^Ag.  De  plus, 

à  cause  de  -— ^  =  r^%  1<"  point  Q  n'est  autre  que  le 
AgQ         As<?8 

point  où  la  diagonale  A2  Ag  touche  le  cercle  enveloppe 
des  diagonales  telles  que  A,  Ag. 

Appliquons  cette  proposition  au  pentagone  inscrit  ot 
circonscrit  à  deux  cercles.  Menons  les  diagonales  joi- 
gnant les  sommets  2  à  2.  D'après  ce  qui  précède,  les 
droites  ac,bdse  coupent  sur  la  diagonale  BD  [fig-  6)  au 


point  e,  où  celte  diagonale  touche  le  cercle  enveloppe. 
De  même  les  droites  ac,  eh  se  coupent  en  à  sur  la  diago- 
nale AC,  au  point  où  celle-ci  touche  le  cercle  enveloppe. 
Donc  les  quatre  points  a,  ^,  e,  c,  où  les  côîés  et  les  diago- 
nales  louchent  les  deux  cercles  inscrits,   sont  en  liane 


(  --87  ) 
droite.  De  même  tous  les  autres  groupes  de  quatre  points 
de  contact. 

Soit  maintenant  un  pentagone  quelconque  ;  nous  pou- 
vons toujours  le  projeter  de  manière  que  les  deux  coniques 
qui  lui  sont  l'une  inscrite  et  l'autre  circonscrite  se  pro- 
jettent suivant  deux  cercles.  La  conique  inscrite  au 
pentagone  des  diagonales  se  projettera  aussi  suivant  un 
cercle  et  la  proposition  énoncée,  vraie  pour  les  penta- 
gones inscrits  et  circonscrits  à  deux  cercles,  se  trouve 
étendue  à  tous  les  pentagones. 

Cette  proposition  pourrait  être  énoncée  sous  une 
seconde  forme  : 

Etant  donné  un  pentagone  a^yôt  [fig.  7),  on  forme 
le  pentagone  ahcde  qui  a  pour  sommets  les  points  de 

Fis-  7- 


rencontre  des  côtés  2  à  1^  et  l'on  décrit  les  deux  co- 
niques circonscrites  à  ces  deux  pentagones.  Les  tan- 
gentes menées  à  ces  deux  coniques  par  les  sommets  se 
coupent  4^4  flux  mêmes  points. 


See  k'; 


âS/>£( 


hon-Hijy^Vi, 
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APPLICATIONS  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉMATIQUE  PLANE; 

Par  m.   Maurice  D'OCAGNE, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Foutanes. 

[SUTK    (■).] 


IV.  —  Sur  les  courbes  classiques  du  troisième 

ORDRE. 

Nous  allons  donner  une  construction  commune  de  la 
normale  en  un  point  de  l'une  f|ueIconque  des  courbes 
classiques  du  troisième  ordre  :  cissoïde,strophoïde  et  con- 
choïde. 

Eîablissons  dabord  une  formule,  qui  est  dune  appli- 
cation fréquente.  Une  droite  mobile  coupe  quatre  courbes 
fixes  [n],  (Z»),  (c)   et  [d]  aux  points  a,  h,  c  et  r/  de 

r  ab         m     .  m   ,  ,  n  \ 

taçon  que  — -  =  —  5  le  rapport—  étant  constant  \j^g.  7). 

Soit  e  le  point  où   la  droite   mobile   touche  son    enve- 

Fig.  7. 


loppe  (e);   menons  la  normale  à  celte  enveloppe  en  ce 
point  ;  elle  coupe  respectivement  en  a,  p,  y  et  (?  les  nor- 

(')  Voir  même  tome,  p.  26.'|. 

Ann.  de  Mathèm..  jf  série,  t.  XIX  (Juillet   iSSo).  I9 
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niales  CM  rt,  Z»,  c  et  /-/aux  courbes  («),  (7>),  (c)  et  [d). 
M.  MaiiiilieiiH  a  clc'inonlré(^)  que,  si  ù^ah  et  Acr/  repré- 
sciilenl  les  variations  de  longueur  des  sej^;menls  ab  et  cd 
pour  un  déplaeemeiii  infiniment  petit  de  la  droite  mo- 
bile, et  A0  l'angle  de  contingence  de  (e),  on  a 


— —  z=  a8,     — —  =  7tf  ; 
A9  '^        A(5  ' 


par  suite 


et 


^ab 
C^cd' 

7^ 

Cela  posé,  considérons  dans  un  plan  un  poi)it  o,  une 
circonférence  (p'j  et  une  droite  [q]  (juelconques  (fig-^)- 

Fig.  8. 


Autour  de  o  faisons  pivoter  une  sécante  qui  coupe  la 
circonférence  j?  en  {p)  et  la  droite  [q)  en  q.  Portons 
07)1  =  pq  et  clierclions  la  normale  au  lieu  que  décrit  le 
point  m,  pour  la  position  considérée. 

La  perpendiculaire  à  oq  en  o,  qui  est  la  normale  à 
Tenvj'loppe  de  cette  droite,  coupc^  en  p'  et  en  fj*  les  nor- 


('  )  Loc.  cit..  p.   'jo!}. 


(    ^^M   ) 
n\.il»'s  à   la  rinonlci  iMioe  [(f)  el  à  I.i  duMlo  \^i>^  ou  />  ol  tf. 
i.oinmc  om  -—  fuj.  on  a.  d  ajMÔs  c»^  ^\\\\  vitiit  d  ilro  vu, 
la  uorni.ilo  au  lii-u  ilr  ni  ou  j>vir(anl  cm  r^^  p  i^''  c[  on  ti- 
ra ut  m' m. 

Si  lo  poiut  o  ost  sur  la  oirooulot  tMU'o  ^/>^  ot  si  la  droiti' 
{(j)  ost  taui;outoà  ootlo  oiroonloronoo.  \c  lion  du  point  //; 
ost  uuo  ci  s  SOI  Je. 

Si  lo  point  o  ost  sur  la  t  iioiviliTiMioo  >  />  '  ot  si  la  di  oi  h- 
{(j)  nasso  par  lo  ootitio  i"  do  l'ollo  mit^iilcriMuo.  lo  \\r\\ 
du  point  m  ost  uuo  sli  op'ioi  l'r.  a\anl  piUir  jnMut  iKuil'K 
lo  point  o  ot  pour  asvniptoto  la  droiio  \^,;   . 

Enlin,  si  lo  point  o  ost  au  oiMilio  Ac  la  oirOiMilcrout'c 
[p)  ot  si  la  droito(</)  ost  taui;oulo  a  ootto  oiroouloiouoo. 
lo  liou  du  point  m  ost  uuo  otv/(7/c)/'</c?  do  la  droite  \^</)  par 
rappmi  au  poinl  ,< . 

I''u    appliiiuanl    à    »l\uun    de  oos  trois  oas  l,i  stdution 
géiioralo  dt>niu'o  plus  liaul.  on  vdihonl  \.\  noinialo  à  olia 
cuiio  ilos  oonrbos  oorrospoudautos, 

V.  —  Son   1  \  siMUAi.K  d'Auchimèoiî. 

l^ri  côté  fc  {/is;.  j)^  (/'m^/  tin^Io  droit  roule  sur  un 
cercle  de  centre  o  ;   i\i titre  côté  srn  est  ègtii  «»"  rayon 


fiu  cercle  ;  le  fuvnf  ni  décrit  tinr  spiiide  d  ^/rc/nnièdc 
troui'er  la  nonnule  et  le  centre  de  courbure  ^^  '  ). 


(' ")  rtunruT,  (liiM'.ij^o  cilo.   p.  tîv>,  p\ . 


{  -^92  ) 
Rappeloiis  le  tliéo renie  de  Descartes  : 

Lorsqii  une  ligne  roule  sur  une  nuire  ligne,  sans  glis- 
semenl,  dans  une  position  quelconque,  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  un  point  fixe  de  la  première  ligna 
passe  par  le  point  de  contact  des  deux  lignes  consi- 
dérées . 

De  là  résulte  immédiatement  que  la  normale  deman- 
dée est  la  droite  uic. 

Considérons  maintenant  le  triangle  variable  scm.  La 
normale  au  lieu  décrit  par  c  est  co-^  la  normale  au  lieu 
déciit  par  5,  qui  est  la  développante  du  cercle  considéré, 
est  5C,  et  c  est  le  centre  de  courbure  correspondant:  la 
normale  au  lieu  décrit  par  m  est  me.  Déplus,  se  touche 
son  enveloppe  au  point  c,  ms  au  point  5,  car  ms  est  tan- 
gente à  la  développante  sur  laquelle  se  nieut  s. 

Menons  alors  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  m, 
c'est-à-dire  la  perpendiculaire  mt  à  mc^  qui  coupe  es 
en  t.  Nous  avons,  en  appelant  e  le  centre  de  courbure 
cberclié,  c'est-à-dire  le  point  où  me  touche  son  enve- 
loppe, 


d[c) 

ro 

d[s) 

se 

dis) 

se 

■  —  —  9 

d[m  : 

III  c 

d[m] 

me . 

.lut 

d[c, 

ce . 

ce 

Multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 


me.  mt.cn 

nie.int 

on 

me 
ee 

et 

ce   et .  me 

ee  .cl 

mt 

Le  point  e  est  donc  symétrique,  par  rapport  au  nulieu 
du  côté  me,  du  pied  de  la  droite  .v)  m  et /-'que  de  la  mr~ 


(  ^-9^  ) 
(liane  issue  du  suininet   t  pnv  rapport  à  la    bissectrice 
issue  du  même  sommet. 

VI.   SlU    les    CAUSriOL'ES. 

Considérons  un  angle  variable  asb  dont  le  sommet 
décrit  la  courbe  (5),  les  côtés  .«a  et  sb  enveloppant  res- 
pectivement les  courbes  A  et  B  [Jig-  10  ).  Dans  chacune 

Fiiî.  10. 


des  positions  de  cet  angle,  lirons  ia  droite  se  faisant  avec 
sa  ui)  angle  égal  à  l'angle  asb,  et  cherchons  à  construire 
la  normale  à  l'enveloppe  de  se. 

Les  normales  à  A  et  à  B  en  a  et  Z^  coupent  aux  points 
a  et  Ci  la  normale  à  (5)  en  s.  Soit  y  le  point  où  la  nor- 
male cherchée  rencontre  sa.  Si  cp  est  la  valeur  de  l'angle 
asb,  on  a,  pour  un  déplacement  infiniment  petit  de 
l'angle  mobile  ('), 

I 
■  ■Va        sp^ 


1^9 


^lis]     --  -r 


(')  Gcom.  cinéin.,  p.   204. 


(   "^94 
De  même,  l'angle  asc  donne 


Av  =:  d[s] 

{-- 

I  \ 

\>-/ 

s  y.) 

Il  résulte  de  là  que 

I          I 

1 

I 

_ — 

—  —  - 

—  — • 

sy.        J[i 

^V 

SX 

i  que 

9. 

I 

r 

SX 

"7p~ 

.s'v' 

c'est-à-dire  que  les  points  6  et  y  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  points  s  et  a. 

Application  aux  caustiques  par  réflexion.  —  Consi- 
dérons alors  une  courbe  [s)  et  un  point  lumineux />  si- 
tué dans  son  plan  (*).  Un  rayon  quelcon(jue />5  issu  de 

p  se  réflécliit  sur  [s)  suivant  sr  tel  que  rsn  =  iisp.,  su 
étant  normale  à  (5). 

L'enveloppe  du  rayon  réfléchi  s?-  est  la  caustique  C 
de  la  courbe  (5)  par  rapport  au  point  p.  Cherchons  à 
construire  la  normale  à  cette  caustique. 

Soit  h  le  point  où  celte  noruiale  rh  rencontre  sn.  La 
normale  à  l'enveloppe  de  sp,  c'est-à-dire  la  perpendi- 
culaire à  sp  au  point  p,  coupe  sn  au  point  n.  Si  donc  e 
est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  [s)  relatif  au 
point  5,  on  voit,  d'après  la  question  préliminaire,  que 
le  point  h  est  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par 
rapport  aux  points  s  et  e. 

Ce  théorème  permet  d'obtenir  très  facilement  la  nor- 
male In\  surtout  lorsque  la  courbe  (a)  est  une  circonfé- 
rence, ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire. 

On  voit  que  le  théorème  piécédcnt  a  encore  lieu  pour 
les  caustiques  de  surfaces  en  coupant  la  surface  donnée 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  29^  ) 
par  le  plan  mené  par  le  point  lumineux  el  îa  normale  à 
la  surface  au  point  considéré. 

Caustiques  par  réfraction.  —  Considérons  la  courbe 
(5)  et  le  point  lumineux /^  situé  dans  son  plan  {jig.  11)5 
un  rayon  quelconque  ps  issu  de  p  se  réfracte  sur  [s]  el 

Fig.   II. 


prend  la  direction  sr.  L'enveloppe  de  57' est  la  caustique 
par  réfraction  à  laquelle  nous  allons  chercher  à  con- 
struire la  normale.  La  perpendiculaire  à  ps  au  point  p 
coupe  au  point  n  la  normale  s?i  à  (5).  Soient  de  plus  e 
le  centre  de  courbure  de  [s)  relatif  à  5,  h  le  point  où  la 
normale  cherchée  rli  coupe  sn. 
On  a,  comme  précédemment, 


A  ^  psn  j 
A  (  lisr  ) 


dis 


d[s 


d'où  l'on  déduit 


,(C) 


)l' 

H- 

I 

^[sn 

se 

'U 

— 

I 
JJi 

I 
— h 

se 

I 

Sff 

I 

1 

? 

se 

7/i 

ou,  puisque  les  angles  ù,\j)sn )  vi  ât\hsr)    soin    infini- 
ment  petits, 

à\  s\D/Jsn  ) 


I 

sn 


(  ■    <^\          >          ' 
A  \  sin  hsr  ) 


sh 

ou,  si  a  est  riiidire  au  passage  du  premiei  milieu  dans  le 
second, 

I         I 


I          I 

se       s/i 

a         a 

se       s/i 

I           I 

i 

sn        se 

a          I 
sn       sn 

n  —  I 

se 

Le  point /i  est  ainsi  délerminé,  et  par  suite  la  nor- 
male hr. 

La  détermination  est  évidemment  la  même  lorsqu'il 
s'agit  d'une  surface  au  lieu  d'une  courbe. 

Remarquons  enfin  que,  pour  les  caustiques  de  réfrac- 
tion comme  pour  les  caustiques  de  réflexion,  le  point/? 
est  le  foyer  conjugué  du  point  //,  considéré  comme  point 
lumineux,  par  rapport  au  cercle  osculateur  à  lacourbe  (5) 
au  point  5,  pris  comme  courbe  réfractante  dans  un  cas, 
comme  courbe  réfléchissante  dans  l'autre. 

VIL   Sun     LES    ANAMORPHOSES. 

Considérons  \\\\  cône  circulaire  dioit  [sab^s' a'h')  re- 
posant par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  et  une  courbe 
[in]  tracée  dans  ce  plan  [fg.  12). 

Soit  [n)  l'image  de  (m)  produite  par  le  cône  supposé 
poli  sur  sa  surface  eslerne  poui"  un  «'il  silué  à  l'infini 


'^9: 


dans  la  direction  de  l'axe  de  ce  cône.  La  couibe  [in)  est 
dite  anamorphose  fie  la  courbe  {«). 

On  peutsepioposer  de  déterminer  l'anamorphose  (m) 
de  façon  que  (//)  soit  une  courbe  donnée.  Menons  la  sé- 
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cante  on  qui  coupe  la  courbe  («)  au  poinl/i,  et  rabattons- 
la  sur  ab.  Le  point  («,  n')  vient  en  (wj,  n\).  Le  rayon 
rétléehi  doit  donc  être  h'i',  parallèle  à  i'o'\  on  en  déduit 
le  rayon  incident  h' in\-^  du  point  (/7/i,m',)  on  revient 
au  point  [ni^rn').  Chercbonsla  normale  à  la  courbe  (/n) 
au  point  m.  Soient  q  le  point  où  la  perpendiculaire  à  op 
en  o  coupe  la  normale  nrj  à  (ji)-^  r  le  point  où  oq  coupe 
la  normale  cherchée. 

On   a,    d'après   un   principe   déjà   appliqué  au  para- 


^y8  ) 


ijraphe  I\  , 
Mais 

Or 

par  suite, 

ou 
Mais 


A .  tnp 

ro 

A.  np 

~^  qo 

mp       nitb 
np        iiib 

m\  b  ' 
"  n\  b' 

/-—-^          --^^ 

^-^ 

n\U'  b'  =  s' h'  1 

'  =  b'  /i'  nt\  , 

m'  b'        m',  h' 

I 

//.h'         n,/i' 


cosn'Ji'  ni , 


mp  I 

//p        cos/î', /i' ///, 


n.  h'  b'  =  o'  s' b  . 


Si  donc  nous  posons 


nous  aurons 


par  conséquent, 


et 


ou 


a's'b' 


n  ,h'  nî. 


nip           I 

np        cos  a 

ù^.mp           1 

A  .  np        cos  ce. 

ro 

I                           qo 

—  — r 

,      ro  =  -î— 

qo 

cos a                    cos a 

De  plus,  il  est  évident  que  les  points  </  et  r  sont  de 
part  et  d'aiitre  du  point  o;  la  normale  cherchée  wr  se 
trouve  donc  ainsi  déterminée. 

Cela  fait,  cherchons  à  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure en  un  point  de  Tanamorphose  (m),  connaissant  le 
centre  de  courbure  c  au  point  correspondant  de  la 
courbe  [n]  [fi  g-  i3). 


(  299  ) 
Conslruisons  d'abord  la  normale  au  lieu  quedéciil  le 
point  de  rencontre  q  de  la  normale  uq  au  lieu  de  n 
et  de  la  perpendiculaire  oq  à  on.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle 0/^(7,  le  sommet  o  est  fixe,  la  normale  au  lieu  du 

lig.    i3. 
3^ 


sommet  n  est  nq  et  le  côté  nq  louche  son  enveloppe  au 
point  c.  Nous  savons,  dès  lors,  construire  la  normale  au 
lieu  du  sommet  q  [voir  p.  2ji).  INous  prenons  ne'  =  cq  j 
la  parallèle  à  no  menée  par  c'  coupe  en^^la  perpendi- 
culaire à  nq  menée  par  c\  qfesl  la  normale  demai'.dée. 

Or,  nous  venons  de  voir  que,  si  a  désigne  l'angle  au 
sommet  du  miroir  conioue,  on  a 

oq 

—   =  COSx. 

op 

Le  lieu  du  point  p  est  donc  homoihéti([ue  au  lieu  du. 


(  :^oo  ; 

j)oiiil  //,  cl  la  normale  ])l  au  pieniier  de  ces  lieux  esl 
parallèle  à  la  uonnah^  '/J^^  second. 

Cela  posé,  clierclions  le  centre  de  courbure  relatif  au 
point  m,  c'est-à-dire  le  point  e,  où  nip  touche  son  en- 
veloppe. 

La  tangente  pt.  au  lieu  décrit  par/;  coupe  en  t  la  tan- 
gente rnf  au  lieu  décrit  par  i/i. 

Donc 

d[m  ]        m  t.  nie 

d[p)  ~  jjt.pe 

Mais  le  triangle  rectangle  omp  pivote  autour  de  son 
sommet  o\  de  plus,  la  normale  nip  au  lieu  décrit  par/// 
coupe  en  p  la  perpendiculaire  op  à  om,  la  normale  pi  au 
lieu  décrit  par  p  coupe  en  /  la  perpendiculaire  oui  à 
op-^  par  suite, 


Pai-  conséqu.nt, 
d'où 


pe         pi.  mt 

Du  point  ///  abaissons  sur  pi  la  perpendiculaire  /?/«•, 
les  angles  mip  et  inpu  sont  égaux  comme  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires.  Donc 

pt        nip 
mt        pu 

et  l'égalité  précédente  devient 

me         nip 
pe        pi.  pu 

Mais,  dans  le  triangle  rectangle  fnpg, 
nip  z^  pu  .pi^. 


d[,n) 

mp 

^[P) 

pi 

mt  me 

nip 

pt.pc 

Pl 

me 

nip.pt 

(  :',o.  ) 

Conséquemnient 


pe        pi 


d'où  la  construction 


On  joint  le  milieu  v  de  Ig  au  milieu  u  de  mp-^  par  le 
point,  l  on  mène  le  parallèlement  à  v^  :  e  est  le  point 
cherché. 

En  effet,  par  g  menons  ge'  parallèlement  à  va;  nous 
avons 

tp         Ip 

ou,  puisque  y.  est  le  milieu  de  ee\ 

ffie  _  p^^ 
pc  "  pi 

^  lil.   —  Sur  les  l'ODAiRES. 

M.  ÎNÎaniilieini donne,  dans  sa  Géométrie  cinématique 
(p.  196),  un  procédé  pour  construire  le  centre  de  cour- 
bure en  un  point  delà  podaire  d'une  courbe  quelconque. 
Il  emploie  dans  ce  procédé  une  certaine  circonférence. 
Je  vais  donner  une  solution  tout  à  fait  diîïérente  de  la 
niènie  question.  La  consLruction  que  je  vais  exposer, 
également  très  simple,  n'exige  absolument  que  l'emploi 
de  droites. 

Soient  donnés  le  point/?  et  la  courlx^  L  [ftg-  i4)-  Du 
poirji/^,  abaissons  sur  une  tangente  quelconque  Im  à  la 
courbe  L  la  perpendiculaiie;;w.  Cherchons  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  décrite  par  le  point  m  pour  la 
position  considérée. 

Les  perpendiculaires  lo  à  ////,  po  à  pm  se  coupent 
eu  o;  mo  est  la  normale  au  lieu  décrit  par/?z.  Cherchons 
ie  centre  de  courbure  situé  sur  celte  normale,  e'est-à- 


(  ■■^'>-  ) 

dire  le  point  y.  où  i/io  louclie  son  enveloppe,  connaissani 
le  centre  de  conrbnre  X  de  la  couiLe  L. 


;  '^ 


\  o 


'.M^ 


;  n^' 


^  X 


Remarquons  d'abord  que  la  normale  oq  au  lieude'erit 
paro  est  déterminée  par  le  point  de  rencontre  ^des  per- 
pendiculaires pc/ et  /.q  a  op  et  oÀ,  puisque  les  côtés  de 
l'angle  droit  pof.  touchent  respectivement  leurs  enve- 
loppes aux  points  p  et  /, 

Considérons  alors  le  triangle  variable  mol.  Soit  i  le 
point  où  oq  rencontre  la  perpendiculaire  à  mo  au  point 
fx  chercbé.  Nous  avons 

d[m]        mil. 


d[o) 

oi 

d[o] 

d[l] 

n 

d[l) 

_   '^ 

dm 


Multiplions  ces  trois  égalité?   membre  à   membre;  il 


vient 


ou 


(  3o3  ) 


m  fi  01 

mo         oq 


d'où  la  construction 


Par  les  points  q  et  o  meno?is  à  nio  les  perpendicu- 
laires qr  et  os  ;  portons  sur  os  la  longueur  os  =iq  \  w.v 
coupe  oq  au  point  «•,  du  point  i  abaissons  sur  nio  la 
perpendiculaire  iu.\  y-  est  le  centre  de  courbure  cherché. 

On  a,  en  elïet,  d'après  cette  construction, 

m  n         mi         oi 
mo         m  s        oq 

Comme  application  de  cette  règle,  on  a  immédiatement 
la  détermination  du  centre  de  courbure  de  la  cisso'ùh^ 
considérée  comme  podaire  d'une  parabole  par  rapport 
à  son  sommet,  de  la  leniniscate  de  Bernoulli  considérée 
comme  podaire  d'une  hyperbole  équilalère  par  rapport 
à  son  centre,  du  scarabée  considéré  conmie  podaire 
d'une  épicycloïde  à  quatre  points  de  rebroussement  par 
rapport  à  son  centre.  On  sait,  en  efTet,  construire  le 
centre  de  courbure  de  la  parabole  et  de  l'hypeibole 
équilalère,  qui  sont  des  coniques,  et  celui  de  l'épicy- 
cloïde  à  quatre  points  de  rebroussement,  puisque  pour 
cette  dernière  courbe  le  rayon  de  courbure  est  le  triple 
de  la  distance  du  centre  à  la  tangente  au  point  considéré. 
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DÉMONSTRATIONS  DE  THÉORÈMES  ÉXOACÉS 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES; 

Par  m.   Maurice  D'OCAGXE. 


La  remarquable  solution  géométrique,  donnée  dans 
les  Nouvelles  Annales,  de  la  question  proposée  à  l'ad- 
mission à  l'Ecole  Polytecliuique  en  1878  contient  les 
théorèmes  suivants,  dont  l'auteur  engage  à  rechercher 
les  démonstrations.   Voici  ces  théorèmes  : 

1.  On  a  un  triangle  isoscèlc  atb.  On  mène  les  deux 
JiaWeurs  tCj  ao\  ces  droites  se  coupent  en  u.  On  pro- 
longe te  jusqu'en  s,  de  façon  que  es  soit  égale  à  la  dis- 
tance du  point  o  à  la  base  ah.  On  joint  le  point  a  au 
point  s  et  le  point  a  au  point  z,  milieu  de  tu  :  démon- 
trer que  l'angle  zas  est  droit  (*). 

Si  oh  est  la  perpendiculaire  abaissée  dn  point  o  sui  la 
hase  ah,  on  a 


d'( 


et 


oh  X  et 


en 

ac 

^i 

'^t 

t 

oh 

X  eu 

Vh 

X  n( 

-•i 

ah 

te 

hc 

~oh 

yr 

?/  = 

_Vh 

X 
bh 

bc  _ 

_oh 

X 
bh 

ac 

(')   rdr  ■.?•«(■•.•!.•,  1.  XVII,   p.    Il 


(  3o5  ) 
Additionnons  membre  à  membre:  il  vient 

oh  ycii  -\~  et]  =1  oh  X  ac . 

«//  X  bh 
OU 

2 

—  2       "iac 

icsy:,cz  —  cs  X  -rzsr  '•> 

es 
par  suite, 

2 

es  "Xi  ez  ==  ae  , 
ce  qui  de'montre  que  l'angle  saz  est  droit. 

2.  On  a  lui  triangle  boa  et  les  points  a'  et  h' ^  milieux 
des  côtés  oa,  oh\  on  prend  un  point  quelconque  m  sur 
la  base;  on  a 

rua a'm  —  oa' 

0  m   —  ob 

Tirons  om  et  projetons  a'  et  b'  en  h  et  i  sur  cette 
droite.  Si  a'  b'  coupe  om  en  ;z,  ce  point  est  le  milieu 
de  om,  et  l'on  a 


DoiK 


a'm   —  oa'  :=:  2o/«  X  an, 
b' m  —  ob'   ^  2  0/?/  X  in. 

a'  m  —  ofz'  lui        na'        ma 

T,     "  7/  ///         nh'        inb 

b  m   —  00 

C.    Q.    F.    D. 

3.  Un  point  d'une  conicpie,  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  sur  la  tangente  en  ce  point 
et  les  extrémités  de  l'un  des  axes  sont  sur  une  même 
circonjérence  de  cercle  ('). 

(')  T.  xvn,  p.  4i2. 

(^)  T.  XVH,  p.  4i3,  et  t.  XIX,  p.  7. 

Ann.  de  Mathémal..ï'-iii'.v'n',  t.  XIX.  (Juillet  1880.)  20 


{  3o6  ) 

Soient  iti  un  point  d'une  conique  de  centre  o,  ml  la 
tangente  en  ce  point  qui  coupe  l'axe  aa'  en  JÇ,  i  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  o  sur  ml.  Sur  l'axe  aa' 
comme  diamètre  je  décris  unecirconférence,  et  du  point  «x 
j'abaisse  sur  aa'  la  perpendiculaire  mh  qui  coupe  celte 
circonférence  en  y.  et  aa'  en  h;  ^t  est  tangente  en  jU.  à  la 
circonférence. 

Le  quadrilatère  mhoi  étant  inscriptible,  on  a 

tm  X  ti  =  //'  X  to. 
Mais  le  triangle  rectangle  o^jLt  donne 

—  s 

th  yc  to  z=z  t[i.  . 
Donc 

—  s 
fA«  X  ti  =  t^j.  =  ta  >^  ta'. 

Par  suite,  le  quadrilatère  amia'  est  inscriptible. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  les  som- 
mets ^,  //. 

Ce  tliéorème  nous  a  conduit  au  suivant  : 

Si  la  tangente  au  point  m  d'une  conique  coupe  l'axe 
oa  en  l  et  V axe  oh  en  5,  on  a 

—  :  —  J 

St  OS  st  ot 

mt 

En  effet,  le  triangle  rectangle  sol  donne 

(  I  ]  o.ï  =  si  X  st 

ou 

fsb'    -sh  . 

=^  siy<i  sm  -f-  SI  X  mt. 


os 

et 

st 

"ob 

ms 

Mais,  d'après  le  théorème  précédent, 

si  X  sm  =.  sb  X  sb' . 


Donc 


c'est-à-dire 


-  si  X  rut, 


,  j  oO  z=z  si  y<i  nit. 

Divisant  (i)  et  (2)  membre  à  membre,  il  vient 

OS  st 

~7^       mt 
00 

On  établirait  de  même  la  seconde  relation. 
SliR  Ul  RÈGLE  UE  M.  LAGIERUE; 

Par  m.   CANDÈZE, 

Élèvfi  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 


Je  me  propose  de  démontrer  que  la  règle  donnée  par 
M.  Laguerre  (même  Tome,  p.  Sa)  pour  trouver  une 
limite  supérieure  du  nombre  des  racines  supérieures  à 
un  nombre  donné  a  fournit  toujours  un  nombre  au 
moins  égal  à  celui  donné  par  les  variations  de  la  suite  de 
Budan  et  de  Fourier. 

Considérons  l'identité  d'où  part  M.  Laguerre, 

f[x\ 


jr  —  a 


+  F„_,^  -f-  F„  .,  +  -^  =/.  (.r)  +  -^'^ 


.r  —  a  X  —  a 


(  3o8  ) 
et  divisons  de  mêmeyi  (,r)  par  x  —  a  :  nous  aurons 

X  —  a 

Cela  posé,  je  dis  que  : 

Lemme.  —  Le  nombre  des  ^mriations  de  la  suite 

est  au  moins  égal  à  celui  de  la  suite 
lo)  F'     F'  F'  F'  F 

Pour  le  démontrer,  remarquons  d'abord  que,  si  l'on 
multiplie  un  polynôme  par  x  —  a  et  qu'on  ajoute  au 
produit  une  constante,  on  ne  peut  faire  disparaître  au 
plus  qu'uffe  des  variations  introduites  en  multipliant 
par  X  —  a;  le  nombre  des  variations  du  nouveau  poly- 
nôme est  donc  au  moins  égal  au  nombre  des  variations 
du  polynôme  proposé,  ce  qui  prouve,  en  particulier,  que 
le  nombre  des  variations  de  la  suite  de  M.  Laguerre  est 
toujours  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  du  poly- 
nôme. 

Soient  maintenant  P»!,  U-2  les  nombres  des  variations 
des  suites  (i)  et  (a)  jusqu'à  F,„_2,  F,^j_2  inclusivement,  et 
Vj,  Vo  les  nombres  des  variations  des  suites  (i)  et  (2) 
complètes.  On  a  d'ailleurs 

f„,_,=:~«f;„_, -fF;„_,. 

Supposons  ; 

1°  Qu'il  n'y  ait  pas  de  variations  entre  F,'„  .,,  F^„_ , 
et  F,„. 

On  sait  que 


(  3o9  ) 

Or 

«^.  =  V,  ; 
donc 

V.  >»'.>(•„  v,>v,. 

2°  Qu'il  y  ail  une  variation  unique  dans  F,',j_.,,  F) 
et  F,„,  et  qu'elle  soit  entre  F^„_.,  et  F,'„_, . 
On  a 


D'ailleurs,  en  multipliantyo( x)  par  x  —  «,  on  inlro- 
it  certainem 
signe  de  F;„_2 


duit  certainement  une  variation,  car  — aF^_2  est  du 


Vj=:p2-1-i,      V,>  c, -f- i>c', -t- I,      V,  >c, -t-i; 

donc 

V,>V,. 

3°  Que  la  variation  soit  entre  F,^_j  et  F„. 

Alors,  en  ajoutant  au  dernier  terme  du  produit 
f^[x){x  —  a),  qui  est  — aF,^,_o,  le  terme  F,'„_j,  on 
pourra  détruire  la  variation.  Si  on  ne  la  détruit  pas, 

V,  >  f',  4-  I . 
Or 

V,  =  Pj  -7-  I  ; 
donc 

V,>  V,. 

Si  on  la  détruit,  —  aF,^,_2  ■+-  F,'„_j  est  du  signe  de  F,^,_j  5 
donc  encore 

d'où 

V,  >  V,. 

4°  Que  F,'„_2,  F,'„_,,  F„.  présentent  deux  variations  : 
En  multipliant  y^(x)  par  x  —  a  et  ajoutant  F^_j ,  on 


(  ^io  ; 

inlroduit  au  moins  une  vaiiaiion,  el   le  dernier    ternie 
—  «F,'„_2  -î-  F,'„_,  est  (le  signe  coîi traire  à  F,„  : 

\\>i>,-h  2,  V,>V,. 

C.     Q.     F.    D. 

Cela  posé,  divisons/], (jc)  par  x —  «,  el  ainsi  de  suite 
jusqu\à/„_,(.r)  ei/,„  : 

Jm  -^ • 


La  suite 

(3)  fm,  fm-y[a\,    .  .  . ,  /,{a),  /{a  ) 

aura,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi,  au  plus  autant  de 
variations  que  la  suite  de  M.  Laguerre.  Or,  cette  suite 
n'est  autre  que  la  suite  des  dérivées  affectées  de  coeffi- 
cients positifs. 
En  effet. 


[■T  —  a  y"  ac  —  a 

Mais 


j.m-\  fm-il^\  ^j^mt^a' 


i  .'2..6.  .  .[m  —  i]        i.2.3.../n 
d'où 

af"  .If"  x""—'         '  '  '    '     1.2.3.../» 

et  enfin 

/(■-r)      ^       /"■[a]  ,  f-^jn) 

[.T  —  a)'"        i.2.3.../«        j.2.3...l/n  —  i)('^  —  ") 

(.r  — a)"'-'        (.r  — fl)"' 


+• 


{  3ii  ) 

Et  romme  la  décomposition  en  fraciions  rationnelles 
n'est  possible  que  dune  seule  manière,  la  propriété  est 
établie. 

Il  suit  de  là  que  former  la  suite  des  dérivées,  c'est  en 
réalité  faire  une  suite  de  divisions  para: —  n,  et,  comme 
M.  Laguerre  s  arrête  après  la  première  ,  le  nombre 
obtenu  par  le  procédé  si  simple  quMl  a  donné  se  trouve 
compris  entre  le  nrmbre  des  variations  du  polynôme  et 
le  nombre  des  variations  de  la  suite  des  dérivées. 

On  pourrait  d'ailleurs  s'arrêter  après  une  quelconque 
îles   opérations. 

Le  nombre  des  variations  obtenues  à  chaque  instant 
est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  supé- 
lieures  à  a. 


SIR    LES    ÉQUATIONS   M^ÉUliES: 

Par  m.   Ch     BIEHLER. 


I. 

LE   MOMBllE    DES    liSCOlVWUES    EST    ÉGAL    A    CELUI 
DES  ÉQUATIO>S. 

Résolution  et  discussion  d'un  système  <•/«  n  équations 
linéaires  à  n  inconnues. 

\  .  Soient 

X,=r  «,,,.r,  H-  rt,.,.rj-f-  .  .  .  -J-  a,,„a:„-r-  K,  =::  o, 

'^n='-  «H,i^i  -t   finr-^i  4-  .  .  .  -f  rt„,„.r„-;-  K„:  -  o 


(  3^2  ) 
les  «équationslinéairesenlreles  inconnues^:,,  Xo-  .  .,x„. 
Appelons  A  le  déterminant  des  /r  coefficients  des  in- 
connues, 


'/M        «n.î         •  •   •         «^n.v          •   •   •         f'n. 

et  supposons  A<^  o. 

Multiplions  les  éléments  de  la  première  colonne  de  A 
par  j?!,  ceux  de  la  deuxième  par  x^t  ceux  de  la  troisième 
par  0:3..  -  .,  ceux  de  la  dernière  par  a^n'^  ajoutons  par 
lignes  horizontales  les  éléments  ainsi  modifiés  et  substi- 
tuons aux  éléinents  de  la  colonne  d'ordre  v  dans  A  les 
sommes  ainsi  obtenues;  par  cette  substitution  le  déter- 
minant A  sera  multiplié  par  Xv,  et  l'on  aura 


à.i\ 


«I,v- 


X,  —  K, 
X.  -  K. 


<•/■> ... 


«„,i        '^/„,2        ■  ■  ■        ««,v-i        X„ K„       «„,v+i        .  .  •        «H,n 

Le  déterminant  qui  figure  dans  le  second  membre  peut 
être  décomposé  en  deux  autres,  savoir 


A./-„ 


fi,  )  «,  2  .  .   .  «I,.,  — 1  A.1  «t.v-f-i  •  .  •  ''1,11 

«!,1  «i,5  •    •    -  «2.V-1  Xv  «J.v  +  I  •  •    •  «5.» 

«H,l  a„,2  ■   ■  •  (hi,>-\  X„  rt„,^^.|  .  .  .  <ln,n 

«2,1  «2,2  .   •    .  «2,v-l  K2  «2,v+l  .  •    .  "l.n 

fnA  (fn.1  •  '   •  ^n.;-l  K-n  «H,v-t-l  •  •  •  «h./i 


Désignons  par  Av(X)  ce  que  devient  A  quand  on  y 
remplace  les  éléments  «i.v,  r/jv, .  .  . .  a,,.,  de  la  colonne 


(  3i3  ) 
d'ordre  v  respetlivemcntparXi,  X»;  ■  .  .  .X„,et  soitAv(K) 
ce  que  devient  le  même  délerminaut  û  quand  on  y  rem- 
place les  éléments  de  la  même  colonne  par  les  quantités 
Kl,  K,. .  .  . ,  K„  ;  l'égalité  précédente  pourra  s'écrire 

Ax„  +  A,(K)=A,(X). 

En  faisant    successivement   y  =  i ,    v  =  2, .  .  . ,  v  =  « 
dans  celte  formule,  on  obtiendra  la  série  des  identités 

Aa-,+ A,(K).-=A,{X), 
Ar,-f-  A2(K)  =  AJX), 


A.r„+A„(K)  — A^X). 

Les  quantités  Av(X)  sont  des  fonctions  linéaires   et 
homogènes  de  Xi,  X^. .  .  . ,  X„5  par  suite,  toute  solution 

du  système 

j  X,  =  0, 

(    X„=:  O 

annule  les  déterminants  Av(X)  et  par  suite  satisfait  au 
système 

/   A.r,  -+-  A,(K)r=  o, 


,    AJ'2  -f-  Aj   K)  =:  o, 
2)  <  \     I  •> 


A,r„-r^A„(K)=:o. 

Inversement,  dans  l'hypothèse  admise  de  A^o,  la 
solution  du  système  (2}  satisfait  au  système  (1). 

Si  l'on  multiplie  en  effet  la  première  équation  du  sys- 
tème (2)  parajx.i,  la  deuxième  par  rt,x,2,.--,  la  dernière  par 
<7^,n,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  obte- 
nues, il  viendra 

A  (a,;,,, .ri  -!-  a^,^t.i\  -h  .  .  .  ■+-  a^,^„x„) 

-f-«,,,,A,(K)-l-«^,2A,(K)  +  .  .  .  +fl^,„A„(K)=o 


(  3^4  ) 

ou  bien 

Mais 

a^,,A,(K)  +«^,jA,(K)+.  ..H-flj,,,.A„(K)  — K^A 
est,  au  signe  près,  le  délerminanl  d'ordre  n  4-  i 
«n,i      a^,2      ■  ■  ■      a.^n     K^ 


'2,1  "2,2 


«ai  «a. 2 


'C' 


«.  „     K. 


fjuî  est  idimtiquement  nul,  comme  ayant  deux  rangées 
identiques;  l'équation  précédente  devient  donc 

AX,,=  o, 

et,  comme  A  ^o,  on  aX^=o  pour  toutes  les  valeurs  de  fz 
depuis  p-  =  I  jusqu'à  fj^=  n. 

On  voit  donc  que,  si  A  est  différent  de  zéro,  les  sys- 
tèmes (i)  et  (2)  sont  équivalenis,  et  le  système  (2)  donne 
pour  les  inconnues  jTi,  Xg, .  .  . ,  jr,,  des  valeurs  uniques  et 
déterminées. 

Discussion . 

2.  Considérons  actuellement  le  cas  oùle  déterminant  A 
est  égal  k  zéro,  et  supposons  en  outre  que  tous  les  déter- 
minants mineurs  d'ordre  supérieur  à  p  [p<^n)  soient 
nuls. 

L'un  des  déterminants  mineurs  d'ordre  p  est  supposé 
différent  de  zéro;  supposons  que  ce  soit  le  déterminant 

a,  ,      n,  ^      ...      a, 


V;' 


(  3i5  ) 

Alors  le  système  des  équations  Xj  =  o,  X.2  =  o, .  .  . , 
X^=  o  sera  satisfait  pour  des  valeurs  uniques  et  déter- 
minées de  Xi,  ^2, .  .  .  ^  Xp  quand  on  aura  attribué  aux  in- 
connues JTp+i,  Xp^2i  ■  '  '  ■)  Xn  des  valeurs  arbitraires,  mais 
déterminées. 

Considérons  le  déterminant 


'p.p 


,p+? 

;p+i 


^P'P+i- 


*P+^ 


'p+ot,l 


^p+a,p        flp-\-a.p+^ 


C'est  un  déterminant  d'ordre  ^  H- I,  qui,  par  hypo- 
thèse, est  nul. 

Ce  déterminant  est  identique  au  suivant,  savoir 


«M 

«I.î 

fl,,p 

u 

«2,1 

«2,2 

■    •               a^.p 

u 

«/>,. 

"p. 2 

■    ■              ('p.p 

u, 

«/-+«,! 

«/)-(-»,  î 

(lp+1,p 

u,. 

oùUi,  Ua,  .  .  . ,  Up,  pour  abréger,  désignentles  quantités 


U,  =  X, 


a 


!  .r„  .  I  —  a 


l,p+!'^/)-t- 


l,p+7^p+-'. 


XJ2=   X2  O; 


,/'+? 


-K-, 


!,/>-t-l -^/JH-l 


a 


2,p+2'^p-i-t 


U 


^2,n^n ^2,p+°, "-2 


^p-\-a. 


' p+r>.,p+\  '*■  p+i 


*p-i-a,p+2^p+.: 


^p+a,n^n  ^p+n.p-^^  l^p+a- 


Si  l'on  décompose  le  déterminant  (a)  en  une  somme  de 
déterminants,  les  coefficients  de  Xj,^i,  0:^+5, .  .  . .  Xn  sont 
des  déterminants  mineurs  de  A,  qui,  par  hypothèse,  sont 


(  3x6  ) 
uuls:  par  suite,  [x)  prend  la  forme  plus  simple 


■'p+a.,  1 


a 


p+rt.-i 


'p+a.,p 


X,-K. 

X,—  K, 

X^ —  K^ 


le  déterminant  (a)  étant  nul,  ou  aura 


'/»+«,• 


'P+^,^ 


*p+<i,-i 


^i.p 

^p+n.p 


X, 
X. 


K, 
K, 


K. 


V+'.- 


K 


p+a 


Si  l'on  considère  un  système  de  valeurs  de  x, ,  x^, .  . . , 
Xp,.  .  . .  Xn  qui  annulent  Xi,  X,, ....  X^  (ce  système, 
comme  nous  l'avons  vu,  est  formé  par  des  valeurs  arbi- 
traires de  Xp^i,  Xp^i. . .  . ,  Xn  et  par  des  valeurs  corres- 
pondantes déterminées  de  Jc,,  x, . .  .  ..  Xp)^  pour  ces  va- 
leurs, l'équation  précédente  se  réduira  à 


X^^a  ^ 


•■p.t 


11./, 

^7.p 


\.p+\ 


'yj4-a./r         -l^/j+a 


=  0, 


(  3x7) 
et,  comme  le  multiplicateur  de  X^4-,  est,  par  hypothèse, 
différent  de  zéro,   l'équation  X^+a  =  o   ne  pourra  être 
satisfaite  pour  les  valeurs  des  inconnues  qui  annulent  Xi, 
X,.  .  .  .,  X^,  que  si  le  déterminant 


a 


p.i 


K„ 


'f)+o:,2 


K 


f+a 


est  nul.  Si  ce  déterminant  n'est  pas  nul,  l'équa- 
tion X^+a  =  o  est  incompatible  avec  les  p  premières 
équations  5  il  y  aura  donc,  dans  le  système  proposé,  au- 
tant d'équations  incompatibles  avec  Xj  =  o,  X,  ^=  o, 
.  . ,  Xp  =  o  qu'il  y  a  de  déterminants  (a')  différents  de 
zéro.  Si  (a')  est  nul,  X^+a  est  une  fonction  linéaire  et 
homogène  de  X,,  X^,  .  .  . ,  Xp,  définie  par  l'identité 


«... 

«1,5 

.    •                  a,.p 

X, 

«2,. 

Ci.' 

■    ■                 "^,p 

X, 

<ï/),l 

"p.-^            ■ 

■    •                 "p.p 

X, 

'/)+a.i 

ffp^t.2            . 

■   ■         ^p+a.p 

X/,+ 

Cas  où  le  système  proposé  est  homogène. 

3.  Ce  qui  précède  montre  que,  dans  le  cas  où  A  est 
différent  de  zéro,  un  système  linéaire  et  homogène,  dans 
lequel  le  nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des  incon- 
nues, ne  peut  être  satisfait  que  pour  des  valeurs  nulles 
des  inconnues. 

Si  A  =  o  et  si,  en  outre,  tous  les  déterminants  mineurs 
d'ordre  supérieur  à  p  sont  nuls  sans  que  tous  les  déter- 
minants d'ordre  p  soient  nuls,  la  discussion  précédente 


(  :i'8  ) 
inonlre  quo,  si  le  déteiininant 


^,2 


'2,p 


^p.p      I 


est  différent  de  zéro,  les  équations  Xj  =  o,  X,  =  o,  .  .  . , 
Xp  =  o  sont  satisfaites  pour  des  valeurs  arbitraires  de 
oCp^i^  ^p+2i  •  •  -,  x„  et  des  valeurs  déterminées  corres- 
pondantes de  ^Ti,  X.2,  .  .  .,  Xp^  les  équations  Xp^.i  =  o, 
X^^2  =0,  .  .  . ,  X„  =  o  seront  satisfaites  pour  les  mêmes 
valeurs  des  inconnues.  Ces  Ji  —  p  équations  sont  des  con- 
séquences des  p  premières;  il  n'y  a  jamais  incompati- 
bilité, puisque  les  déterminants  tels  que  (a')  sont  nuls 
d'eux-mêmes. 

Les  quantités  X/,+a  sont  des  fonctions  linéaires  de  Xj, 
X,.  .  .  . ,  Xp  définies  par  la  relation 


«1.1 

«1,2 

0:,i 

«2,2 

"p.\ 

«y,.2 

p+aA 

«y;+a,2         ■    • 

'2,p 


X. 

X. 


II. 


LE  NOMBRE   DES  EQUAXIOKS  SURPASSE  CELUI   DES  INCONNUES. 

4.   Supposons   d'abord   que    Ton    ait   un    système  de 
n  +  I  équations  à  fi  inconnues,  savoir  : 

X,     =  «,,,.r,  +  «1.2^2  +  .  .  .  -4-  a,_„x„  H-  «,,„+,  -~  o, 

Xj        =  «2,t^i  -f-  lll.iX,  -f-  •  .  •  +  fi-i.n^n  -i-  «j.n+i  =  O, 


Xn+i «H-|-i,i'^i  -i-  «n 


•  •   -!-  «n+l.n-2^n  -+"  ««+..«4-1  =  O. 


{  3.9  ) 
Cherchons  la  coiulilion  pourcjiie  ces  équations  soienlcom- 
palibles.  Désignons  par  A  le  déterminant  cForcIre  //  ■+-  i 


on  aura  aussi  identiquement 


■3)  A  = 


«I..  Clx.i 


X, 
X, 

X„_^.| 


Si  les  équations  Xi  =  o,  X2  =  o,  .  .  . ,  X,,^.!  =  o  admet- 
tent une  solution  commune,  l'équation  précédente 
montre  qu'on  devra  avoir  A  :^  o;  par  suite,  A  =  o  est 
la  condition  nécessaire  pour  que  les  équations  proposées 
soient  compatibles. 

Inversement,  supposons  que  A  soit  nul  et  supposons, 
de  plus,  que  l'un  des  déterminants  mineurs  de  A  d'ordre  n. 
formé  avec  les  coefficients  des  inconnues,  soit  différent 
de  zéro,  par  exemple  le  déterminant 


Mf^j 


'[jt— 1,1    "(j.— 1.2 


f^V.—  \,n 


rtfiH 


les  équations  Xi  —-  o,  X^  =  o,  ....  X|a_,  =  o,  X^^,  =  o, 
.  .  • ,  X„^t  --=^  o  adcneltront  une  solution  unique  et  déter- 
minée.   D'ailleurs,    l'équation     A  =  o     peut    s'écrire, 
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d'après  (3), 


!A  =  ^{n  +  l)X„+.,  —  A(«)X„-f-  .  .  . 
±=A(fA—  i)X.^_,  ip  .  .  .  ±A,  X,  =  o. 

Pour  les  valeurs  de  a^i,  .Xo,  .  .  . .  j?„  qui  annulent  Xi,  X,, 
.  .  . ,  X^_i,  Xa^.,,  .  .  . ,  X„+i,  l'idenlilé  (4)  se  réduit  à 

A  (  p.  )  Xji  =  o , 

et,  comme  A  (y.)  est  supposé  différent  de  zéro,  pour  ces 

valeurs  on  aura  aussi 

X,,  =  o , 

c'est-à-dire  que  les  n~{-  i  équations  proposées  sont  com- 
patibles. 

On  voit  donc  que  si  les  déierminants  mineurs  de  û, 
coefficients  de  «i,„+i,  «2,n+ii  •  •  ■?  (in+i,r:Jfii  ne  sont  pas 
tous  nuls,  la  condition  A  =^  o  indique  que  les  équations 
proposées  ont  une  solution  commune.  Si  tous  les  déter- 
minants mineurs  de  A  d'ordre  supérieur  à  ^  et  ne  ren- 
fermant pas  les  éléments  «i^^^.!,  «s^n+i ,  .  -  . ,  ^i„+i.„+i  sont 
nuls,  et  si  un  déterminant  d'ordre  p^  par  exemple 


'/>.' 


U.p 


est  différent  de  zéro,  les  équations  Xj  =  o,  X,  =  o,  .  .  . , 
X^  =  o  admettent  pouroTi,  Xo,  .  .  .,  Xp  une  solution  dé- 
terminée quand  on  donne  à  x^+i,  J?p+2,  •  ■  • ,  x„  des  va- 
leurs arbitraires,  mais  déterminées. 

En  opérant  comme  pour  la  discussion  d'un  système  de 
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n  équations  à  n  inconnues  (n^  2),  on  arrive  à  l'idenlilé 


'/'.' 


♦/n-a,i 


'■p+a,  I 


a 


p-ha,2 


*p,2 


'/»+»■ 


«2    B 


a 


P-p 

'p+a.,p 


a 


y.p 


X, 

X, 


X 


p-i-a 


a 


2,/H-l 


'p,7l+l 


'p+a,)t+i 


Pour  un  système  de  valeurs  de  x^,  Xo,  .  .  -,  x„  qui 
annulent  Xj,  X,,  .  .  .,  Xp,  cette  identité  se  réduit  à  la 
suivante  : 


«1,1      «i,i 

«1,1  «I 

«2,1  «2 


fl 


«r 


p,t  "■/',2 


^2,p 


X,^. 


■'p-i-a.p        ^  p-\-a,n-\-\ 


Si  donc  le  déterminant 


'/>,' 


'p-i-a,\ 


*p-i-o,2 


•'./' 


'2./. 


«I,n+i 
«2,n+i 


'p~a,p       "^+a,n+i 


Aiin.  de  Mnthémat.,  2«  série,  t.  XI  Xv .  (Juillet  1880.) 
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est  différent  de  zéro,  l'équation  X^^,=  o  ne  peut  être 
satisfaite  par  les  valeurs  des  inconnues  qui  annulent 
Xi,  Xa,  .  .  .,  Xpî  l'équation  Xp^a  =  o  est  donc  incom- 
patible avec  les  équations  X,  =  o,  Xa  =  o,  .  .  . ,  Xp=  o, 
quoique  A  soit  nul. 

Le  nombre  d'équations  incompatibles  avec  Xj  =  o, 
X,  =  o,  .  .  . ,  Xp  =  o  est  égal  au  nombre  de  détermi- 
nants de  la  forme  (ê)  qui  ne  sont  pas  nuls. 

5.  D'une  manière  générale,  considérons  un  S3'stèn)e 
àe  n  -h  p  équations  à  n  inconnues,  et  proposons-nous  de 
cherclier  les.  conditions  de  compatibilité  des  équations  de 
ce  système. 

Soit  le  système 


X„: 


n„^,Xt      -\-     On, 2^2 


«n, 


^n+p  ^n-i-p,l-^\  ~f-  O  n-hp  ,i  ■^  7  ~r-  .  .  .   +  ^n+p.ri^n      i"  ^ii+p.n+i  O. 

Supposons  d'abord  que  l'un  des  déterminants  d'ordre /z, 
formé  avec  les  coefficients  des  inconnues  de  n  des  équa- 
tions précédentes,  soit  différent  de  zéro  *,  supposons  que 
ce  soit  le  déterminant 


A  = 


Considérons  le  déterminant  d'ordre  n  -f-  i 

A(v)  = 


On-, 


'h 

.n-Hi 

«; 

,'(-+-! 

fin 

'H-i 

'n-(-v,n-i-l 

( 

3q3 

) 

On  aura  identiq 

Liemenl 

«M 

«1,2 

«i,« 

X, 

«2.1 

«2.7 

«2,n 

X., 

)  'i(--')  = 

^ 

. 

«n,l 

«,,.2 

^n.n 

X,. 

«,,4-v., 

«„+v.2 

«H+v,« 

x„^ 

Comme  Aj  o,  les  équations 

X|=  o,     X2=  o, 


x„ 


admettent  une  solution  unique  et  déterminée*,  si  l'équa- 
tion X„^,,=:  o  doit  être  compatible  avec  les  précédentes, 
il  faudra  que  l'on  ait  A(v)  =  o.  Les  équations  A(i  )  =  o, 
A(2)  =  o,  .  .  . ,  A[p)  =  o  seront  donc  (dans  le  cas  de 
A^o)  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  Ji -\~  p 
équations  proposées  soient  compatibles. 

Ces  conditions  sont  aussi  suffisantes,  car  l'identité  (5) 
devient 

«1.1  «1.2  .    •    ■  «I.,  X, 

CT;  I  a-,  ■>         ...        n^  „  Xo 


X„ 

Xn- 


et,  par  suite,  le  système  de  valeurs  des  inconnues  qui 
annule  Xj,  X2,  •  •  • ,  X„  annule  aussi  X^^,,,  puisque  A  est 
toujours  supposé  différent  de  zéro.  Par  suite  enfin, 
A(i)  =  o,  A(2)  ;^  o,  . . . ,  A(/7 )  =  o  sont  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  u  ■+-  p  équations 
proposées  soient  compatibles,  sous  la  condition  A^o. 

Dans  le  cas  où  les  n -{- p  équations  proposées  sont 
compatibles,  tous  les  déterminants  d'ordre  ?i  -f-  i  formés 
avec  les  coefficients  de  7/  +  i  des  équations  proposées 
sont  nuls. 


(  3^4  ) 

Cela  résulte  de  la  proposition  établie  au  n°  4. 

Supposons  maintenant  que  tous  les  déterminants 
d'ordre  supérieur  à  q  que  l'on  peut  former  avec  les  coef- 
ficients des  inconnues,  en  prenant  pour  éléments  d'une 
rangée  les  coefficients  d'une  même  équation  et  pour 
éléments  d'une  colonne  les  coefficients  d'une  même  in- 
connue dans  les  mêmes  équations,  soient  nuls,  et  que  le 
déterminant  d'ordre  q 


•q,\         "q.l 


'Il 


soit  différent  de  zéro.  On  établira,  comme  on  l'a  fait  au 
n^'â,  l'identité 


fqA 


On 


'q+rj.,\        "q-i-a,1 


a. 


'-7,1  "q,2 

0„ 


'q+a,\        "q+<i,'i 

Cela  posé,  si  le  déterminant 


X, 
X, 

X, 


^g.n-i 


'q-i-1.  q        "y+o,n-l-l 


U.q 


'^Q.'l  '^''/•'H 


Tq+ix,\        '7(/  +  a.2 


^q-¥i.q        '^y+a.H+l 


(  325  ) 
esi  différent  de  zéro,  réqiialion  X,^^.a=  o  sera  incompa- 
tible avec  le  système  Xj  :=  o,  X»  =  o,    .  .  . ,  X^  =  o  ;  si 
le  déterminant  (6')  est  nul,  X^+a  =  o  est  au  contraire 
compatible  avec  Xi  =  o,  X,  =  o,  .  .  . ,  X^  =  o. 

Par  suite,  les  équations  A(i)  =  o,  A(2)  =  o,  ,.., 
A(/^)  =  o  n'entraînent  plus  la  compatibilité  des  n  4-  p 
équations  proposées. 

IIL 

LE  NOMBRE  DES  IKCOJNNUES  SURPASSE  CELUI    DES  ÉQUATIONS. 

6.  Considérons  le  système  de  n  équations  k  n  -\-  p  in- 
connues 


-T-  OxjiXn-T-  .  .  .  -r 
Xj  =  <72.|.ri  -1-   «2,2-^2  + 


'^\.n+lf^n+[i  ~t~  -t^l  Oj 

~!~  '^îjH-^nH"  •   .   •    H~  ^■l,n-{-i)-^n+i}~T-   l\  2  =^^  O, 

> 

A,;::^::  ^,,1X1  -f-  ^„,2-'*^2+  .  .  • 


-H-  «„.,i.T„-T- 


^n,n+p-^ii+p     I     ■!»■« O. 


Si  un  seul  des  déterminants  d'ordre  Ji  formés  avec  les 
coefficients  de  Ji  des  inconnues  dans  les  7i  équations  est 
différent  de  zéro,  le  système  proposé  admet  une  inanité 
de  solutions. 

Si  tous  les  déterminants  d'ordre  supérieur  à  ^  (^Z  <C  ") 
formés  avec  les  coefticienls  des  inconnues  sont  nuls,  et 
que  le  déterminant 


«2,1     «2,2 


soit  difféi eut  de  zéro,  nous  pourrons,   comme  au  n^S, 


établir  l'identité 


il,  A 


^q+'J.. 


3^6  ) 


'ir- 


'■q+n.l 


'-q+i.'i 

Si  donc  le  déterminant 


''.7 


''.î 


a-i.a 


X, 
X, 

X, 

K, 
K. 


K 


S+a 


—  O. 


'î+a. 


"1,2 
<2,  o 


'j+a,5 


'l.î 


est  différent  de  zéro,  l'équation  X^^.,  =  o  est  incompa- 
tible avec  Xi=  o,  Xa^^  o,  .  .  .,  X^=  o. 

7.  Si  les  équations  proposées  sont  homogènes,  c'est-à- 
dire  si  K,  =  o,  R2=  o,  . .  . ,  K„=  o,  l'identité  (6)  et 
toutes  celles  qu'on  obtient  en  faisant  varier  a  de  i  à 
n  —  c/,  prennent  la  forme 


\l) 


U.q 


'2,y 


X. 

X, 


a 


'q+Oi.l 


'q+r> 


11 
q-\-1.q 


=  o, 


et  l'équation  X^^,  =  o  estiompatibleavec  \esq  premières. 


(  3^7  ) 
La  quantité  X,+aestune fonction  linéaire  et  liomogènede 
Xi,  X2,  •  .  . ,  X,,  et  par  suite  les  n  équations  du  système 
proposé  se  réduisent  à  q  d'entre  elles.  Ces  q  équations 
Xj  =  o,  X,  =  0,  .  .  . ,  Xj=:  o  sont  indépendantes,  c'est- 
à-dii"e  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène 
entre  leurs  premiers  membres.  Si  l'on  avait,  en  ellet, 
entre  Xi,  Xj,  .  .  . ,  X,,  une  relation  de  la  forme 


(8)  ^X. 

on  en  déduirait 


>.,X. 


.  +  /„X„:rr  O, 


«,,,>,  —  a:,,À2-4-  .   .   .  ~r   «y.l).y=  O, 
«■/...Ài  -i-  0-i_2\-^-  .  .  .  -r-  <'/y,2Ay=  O, 


doù 


«l,?^l   -T-   «2,9'2+  • 


«1.1  <^2.1 


»q,q»q=  "  J 


«7.1 
«7.2 


'1,7  "2,7  •    •    •  "7.7 

Le  premier  membre  étant  un  déterminant  que  nous 
avons  supposé  différent  de  zéro,  l'équation  (8)  ne  peiit 
pas  avoir  lieu. 

8.  Nous  allons,  en  terminant  cette  question,  donner 
la  démonstration  d'une  proposition  générale  qui  renferme 
comme  cas  particuliers  les  théorèmes  suivants  de 
M.  Ventéjol  [Théorie  de  V élimination ,  février  1877): 

1°  Si,  dans  un  système  de  n  équations  linéaires  et 
homogènes  à  n  -^ p  inconnues,  un  déterminant  d'ordre 
[n —  1)  est  différent  de  zéro,  pour  que  ces  équations  se 
réduisent  à  [n  —  i)  distinctes,  il  est  nécessaire  et  suf- 
fisant que  les  p  -\-  i  déterminants  d'ordre  n  formés  par 
les  n  —  1  colonnes  qui  donnent  le  déterminant  différent 
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(le  zéro  et  chacune  des  p  ■+-  i  autres  soient   nuls  à  ta 
fois. 

2°  Si,  dans  un  système  de  n  équations  linéaires  et 
homogènes  à  n  -+-  pinçon  nues,  un  déterminant  d'ordre 
n  —  I  est  différent  de  zéro,  et  que  les  p  -h  t  détermi- 
nants d'ordre  Ji  formés  par  les  n —  i  colonnes  qui  don- 
nent le  déterminant  différent  de  zéro  et  chacune  des 
p  -¥-  i  restantes  soient  nuls  à  la  fois,  tous  les  autres  dé- 
ternùnants  d'ordre  n  tirés  du  système  proposé  seront 
aussi  nuls. 

3°  Siy  dans  un  système  de  n  équations  linéaires  et 
hoinogènes  à  n-\-  p  inconnues,  tous  les  déterminants 
d'ordre  n —  i  sont  nuls,  et  qu'un  déterminant  d' ordre 
n  —  1  soit  différent  de  zéro,  le  système  se  réduit  à 
71  —  2  équations  distinctes. 

4^  Si  tous  les  déterminants  d'ordre  n  —  i  sont  nuls 
et  qu'un  déterminant  d^ ordre  n — 3  soit  digèrent  de 
zéro,  le  système  proposé  se  réduit  an  —  3  équations 
distinctes. 

Supposons  à  cet  effet  qu'un  déterminant  d'ordre  </ 
( //•  <^  n)  soit  différent  de  zéro  5  soit,  pour  fixer  les  idées. 


'7.'     "7 


c.,1 


ce  déterminant,   et  considérons  le  déterminant  d  ordre 

«1,1  fll.2  ••■  «1,7  ''1.7-M 


'î-f-I 


a-i.n 


n,,- 


'2,7-4-1 


^7.7-+-! 
'"'7+1.7+' 


(  329  ] 
Nous  désignerons  ce  déterminant  par  A  (a,  i),  en  po- 
sant, d'une  manière  générale, 


A(a,  p)  = 


a. 


'2.17 


'7,. 


'7.2 


-.g+? 


'7.7+3 


•7+a,l         "7  +  01,2 


(^q+n.q        ^q+a.q+^ 


En  opérant  sur  le  déterminant  A(a,i)  comme  nous 
l'avons  fait  dans  les  n°*  1  et  2,  on  obtiendra  l'identité 


l9)^(«'ï! 


■n  faisant 


'7+1 


«7.1  ^^7,: 


"7+a.i         "q-ha. 


«1.7 

u, 

«2.7 

u, 

«7.7 

U7 

(Jq+a,q 

u,.. 

*jl  —  ^1  —  <^  1,7+2  ■^l 


7+2  -^7+2 


u.  =  x. 


1,7+3 -'7+3 


'2,7+2  •'-7+2 


'  2,7+3  ■*•  7+3 


■  ^\,n-hp  "^n+/»> 


'->,«+/),    "•  /!+/)» 


U, 


7+a 


■"^o+a  (^n-^a 


7+a, 7+2  •'  7+-' 


'7+a,7+3'*7+3 


'q+x,ri-i-p  •'  n+ji 


et,  parsuite,  en  développant  et  faisant  usage  de  la  notation 
adoptée,  il  viendra 


A  (  a,  I  )  ,r„+,  +  A  (  a,  2  )  x„+j  -{-...  -4-  A  (  a,  «  -f-/-»  —  7  ]  ,r, 


'7+1 

«1.1  «i,i 

!       «7.1  «7,i 

I     f'q+1.\  '''7+a, 


"+/» 


'1,7 

'^7 


X, 
X, 


'^7,7  ^7 
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Pour  que  les  équations  données  se  réduisent  aux  q 
premières,  savoir 

X,  =  o,     X2=:o,      ...,      Xy=o, 

il  faut  que  toute  solution  de  ces  équations  satisfasse  à 
Téquatioii 

pour    toutes    les    valeurs    de   a    depuis    a  =  i    jusqu'à 
a  =111  —  q. 

Or, si  l'on  donne  à  x,4.i,j:^+2,  .  .  .  ,a:„4.pdes  valeurs  tout 
à  fai  t  arbitraires,  les  équations  Xj^^:  o,X2=  o,  . . ,  ,X^  =  o 
fournissent  pour  Xi,  jCj,  •  • . ,  x^  des  valeurs  fonctions 
déterminées  de  j:,+, , .  •  •  •.  oc„j_^ .  Pou r  ces  valeurs  Xi ,  X2, . . . , 
X,.  X,^^,  devront  s'annuler 5  par  suite,  on  doit  avoir, 
quelles  que  soient  les  valeurs  dex^^i,.  .  .,x„^^, 

I      ^  (   A(a,  i)  j:j+,  H- à(a,2).ry^.,H-,  .  . 

L'équation  (i  i)  devant  subsister  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  a:,^^i.  x.^j^.,^ ....  x„^„,  on  devra  avoir 

et  cela  pour  toutes  les  valeurs  de  a  depuis  a  =^  i  jusqu'à 
c/.  =  n  —  q. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  le  déterminant  d'ordre  q  désigné 
plus  haut  est  différent  de  zéro,  pour  que  les  équations 
j'îoposées  se  réduisent  aux  q  premières,  il  faut  que  tous 
les  déterminants  A  (a, (3)  obtenus  en  faisant  varier  a 
de  i  à  n  —  q  et  ^  de  i  à  n  -\-  p  —  q  soient  îiuls. 

L'identité  (10)  montre  d' ailleurs  que,  si  les  détermi' 
nants  A  (a,  (5)  obtenus  en  faisant  varier  a  depuis  i 
jusqu'à  n  —  q  et  ^  depuis  1  jiusqu' à  n  -;-/; —  (j  sont  nuls, 
les  quant  if  as  X^, .,  sotil  des  fonctions  linéaires  et  honio- 
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gènes  É^eX, ,  Xo,  •  .  . ,  X^  e/,  par  suite,  toutes  les  équations 
se  réduisent  aux  q  premières. 

En  suivant  la  même  méthode,  on  démontrerait  aisé- 
ment que  tous  les  déterminants  d' ordre  q  -{-  i  sont  nuls,  si 
les  équations  proposées  se  réduisent  à  q  d'entre  elles. 

{A  suivre.) 


IlEHARQUE  SUR  L\  COMPOSITION  DE  MATHÉMATIQIES 
PROPOSÉE  m  1879  POIR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
POLYTECHMQtE  ; 

Par  un  ABONNÉ. 


i  .  Etant  donnés  une  conique  K  et  un  point  O  si  tué  sur 
celte  conique,  on  sait  que,  si  l'on  fait  tourner  les  côtés 
(l'un  angle  droit  ayant  pour  sommet  le  point  O  et  si,  aux 
points  où  ils  rencontrent  la  courbe,  on  lui  mène  des 
tangentes,  le  point  de  rencontre  de  ces  tangentes  décrit 
une  droite  A. 

Celte  droite  A  (que  l'on  peut  appeler  l'adjointe  du 
point  O  relalivemenl  à  la  conique)  peut  se  déterminer 
de  la  façon  suivante  : 

Par  le  point  O,  menons  deux  droites  isotropes  cou- 
pant la  courbe  aux  points  ielj  :  la  droite  /}' est  l'adjointe 
du  point  O. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  remarquer  qu'une 
droite  isotrope  est  perpendiculaire  à  elle-même. 

2.  Soient  une  conique  donnée  C,  ayant  pour  centre  le 
point  O,  et  un  point  fixe  M  5  on  considère  un  diamètre 
([uelconque  de  la  conique;  par  ses  extrémitéset  le  point  I\i 
on  mène  un  cercle  dont  le  centre  déciit,  quand  le  dia- 
mèlre  tourne  autour  du  point  O,  une  conique  R  passant 
par  le  point  O. 
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Il  s'agit  de  trouver  l'adjointe  du  point  O  relativement 
àK. 

Soit  01  une  droite  isotrope  passant  par  le  point  O;  le 
cercle  passant  par  les  extrémités  de  ce  diamètre  et  par 
le  point  M  se  compose  d'abord  de  01  et  de  la  droite 
isotrope  de  système  opposé  MI  que  l'on  peut  mener 
par  le  point  M.  Le  point  de  rencontre /?  de  ces  deux 
droites,  étant  le  centre  du  cercle,  est  sur  la  courbe  K. 

Semblablement,  si  l'on  considère  les  deux  autres  droites 
isotropes  OJ  et  MI  qui  passent  respectivement  par  les 
points  O  et  M  et  qui  se  coupent  aupoint^,on  voit  que  ^ 
est  sur  la  conique  K. 

Les  points  p  gI  q  sont  donc  les  intersections  de  K  avec 
les  droites  isotropes  qui  se  croisent  au  point  O;  pg  est 
donc  Fadjointe  du  point  O. 

Il  est  visible  d'ailleurs  que  la  droite  pg  passe  par  le 
milieu  du  segment  OM  et  est  perpendiculaire  à  ce 
segment;  la  proposition  énoncée  dans  le  sujet  de  la  com- 
position est  donc  démontrée. 


CORRESPONDANCE. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

J'ai  publié  dans  le  numéro  de  mai  des  Nouvelles 
Annales  un  article  intitulé  Sur  un  procédé  d'élimina- 
tion, et  j'ai  donné  comme  application  une  manière  de 
former  l'équation  aux  puissances  7i  des  racines  d'une 
é(jualion  algébrique  donnée  de  degré  ///  [m  étant  plus 
petit  que  ti  ou  égal  à  7i).  J'aurais  pu  ajouter  que  la  dé- 
monstration que  j'ai  faite  justifie  également  la  méthode 
très  élégante  au  moyen  de  laquelle  on  forme  l'équation 
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en    r   résultant  de    l'élimination  de  r  entre  les   deux 
équations 

(l)  /(.r)z=Ac.r"'+ A,.r"'-'-h  ...  H- A„  =  o, 

On  sait  que  la  fonction  rationnelle  la  plus  générale 
d'une  racine  de  l'équation  (i)  peut  être  exprimée  par 
une  fonction  entière  de  degré  m —  i  de  cette  racine,  par 
conséquent  par  une  fonction  de  la  forme  (2)5  ce  pro- 
blème est  donc  le  plus  général  de  son  espèce. 

Voici  la  méthode  que  l'on  emploie  pour  obtenir  l'équa- 
tion transformée. 

De  l'équation 

7  =  au  -f-  a,^  H-  «2^^  +  ...-{-  am_i.r'"~' 

on  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres  par  x  et  en 
remplaçante.™  par  sa  valeur  tirée  de  l'équationy"(x)  =  o, 

(  3  )  .r)-  =  [i,  +  p,^  4-  <^,.7:-'  4-  ...  -h  8,„_,  j:"-', 

|3o,  j3i,  .  .  .,  P„._i  étant  des  fonctions  de  ao,  «i,  •  •  • ,  '^■,n-\ 
et  des  coefficients  de  /(a:)  ==  o  aisés  à  déterminer. 

En  multipliant  ensuite  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (3)  par  X  et  remplaçant  encore  x'"'  par  sa  valeur 
tirée  àef{x)  =  o,  on  aura 

(  4  )  ^^y  =  7"  +  7.  -^  -t-  72  J^'  +  .  .  .  H-  7„,_,  j:"'-' , 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

Jc"'-' j  z=  ),(,  H-  X,  .r  +  .  .  .  -f-  !„,_,  x"'-'' . 
Les  équations 

I     a„,_  ,,r"'— '  -4-  a„,^-jX"'~^  M-  .  .  .  +  ajX^  -I-  a,  :r  -+-  ao  —    y     =:  O, 

l    P„_,.7-"'-'  4-  P„_,x"'-2-^  ...-+-  p,x-^-l-  (P,  -7)  X  +  p„  =  0, 

[a]'    7„,_., ./:'"-'  +  y,„_.,.r'"-=  +  .   .  .  -h  i-/,  —  j)x'  -h  y,.r  -\- y,   =0, 

\    (>m-,—  J  ) ■'-'"-'  +  Xn^,-r'"-'  -h  .  .  .  +  hx'  ■+-  >.,ar  +  >o  =  0, 


(  334  ) 


considérées  comme  linéaires  en  .r"'~',  x"'~~,  .  .  .,  .r,  x", 
admettant  nne  solution  différente  de  zéro,  le  détermi- 
nant 

a,„    I  «„_,  ...  Ci,  a,  ao — J 

P™-,  [î.-.  ...  h  P,—  J  % 

'/,„_,  7„_,  ...       V.  —  J  7,  7„ 


*(r)^ 


>.„_,—.>■      )., 


est  nnl  ;  les  équations  [a)  ne  sont  autre  chose  que  les 
équations 

F,(x)z=:o,       FJ^r—o,       .  .  .,      F,„_,f.3:)i=0 


de  la  théorie  générale,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  5  par 
suite,  Téqualion  ^P(j-)  =  o,  de  degré  tJi,  donne  la  condi- 
lion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  deux  équations 
(i)  et  (2)  aient  une  racine  commune  en  x. 
Veuillez  agréer,  etc. 

BlEHLER. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SIPERIEIRE 

m  1880; 


Composition  en  Mathématiques. 

Etant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  con- 
sidère une  génératrice  recliligne  A  de  celte  surface  et  la 
génératrice  B  du  même  système  qui  est  perpendiculaire 
à  la  première*,  par  les  points  a  et  b  où  ces  droites  sont 
rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent 
deux  génératrices  rectilignes  A'  et  B'  de  l'autre  système; 
soient  a!  et  b'  les  points  où  les  deux  droites  A'  et  B'  sont 
rencontrées  parleur  perpendiculaire  commune. 
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1°  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  è,  et  celui  des 
points  a'  et  b\  quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloïde. 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites 
A  et  B'  ou  A'  et  B. 

3°  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des 
perpendiculaires  communes,  et  étudier  la  variation  de 
ces  longueurs. 

Composition  en  Physique. 

I.  Un  manomètre  à  air  comprimé  a  ses  deux  branches 
d'inégale  section;  la  branche  fermée  a  une  section  S,  et 
la  branche  ouverte  une  section  n  fois  plus  grande.  La 
différence  de  niveau  dans  les  deux  branches  est  j^.  La 
pression  extérieure  ne  changeant  pas,  on  demande  ce  qui 
se  passera  si  l'on  ajoute  un  poids  P  de  mercure  dans  la 
branche  ouverte. 

On  calculera  numériquement  l'exemple  suivant  : 
8=::  I  centimètre  carré,  n-z=i^  y  =  ^  centimètres, 
V=  I  centimètre  cube  et  demi  (i"",5),  P=2o8'",4, 
D  =  i3,6,  densité  du  mercure. 

IL  Trouver  le  foyer  principal  d'une  sphère  en  verre 
de  rayon  Pv  et  d'indice  n.  (On  comptera  la  distance  focale 
à  paitir  de  la  face  de  sortie  des  rayons.) 

L'expérience  étant  supposée  faite  à  o°,  on  demande 
de  combien  se  déplacera  le  foyer  si  la  température  est 
portée  à   t  degrés,  en  supposant   que  l'indice  —  i   soit 

proportionnel  à    la  densité  ( ::=  cons t.  | .  On  dési- 
gnera par  K   le   coefficient  de    dilatation   cubique   du 

verre. 

3 
On  calculera  ensuite  ce  déplacement  pour  //„=  — 
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QIESTIONS  RETIRÉES  Ail  CONCOIRS  GÉNÉRAL  RE  1879 
ET  RE  1880  m  MATHÉMATIQIES  SPÉCIALES. 


4879.   Étant  donnée  une  équation  du  troisième  degré 

a:^  -^  (ix^  ->r  h.r  -+-  c  =z  o  , 

calculer  les  coefficients  m,  /i,  p  d'un  polynôme  du 
second  degré  mx--\-nx-+-p  tel  que  les  valeurs  que 
prend  ce  polynôme  quand  on  y  remplace  x  successive- 
ment par  les  trois  racines  de  l'équation  proposée  soient 
égales  à  ces  trois  racines. 

Réciproquement,  étant  donné  un  polynôme  du  second 
degré  7nx^-+-  /ix  -\-  p,  calculer  les  coefficients  a,  i,  c 
d'une  équation  du  troisième  degré 

.7?^  -h  ax^  -h  b  .r-i-  c  =  o 

telle  que  la  propriété  énoncée  précédemment  ait  lieu. 

1880.  Le  produit 

(i+  r/s)(i  +  q^z]..  .(.  +  q"^-^z]  il  +  ^' 
est  représenté  par 

A_-  A_ 

— '-+.  .  .H !+  A,-t- A,c  +  .  .  .4- A„z". 

z"  z 

x°  On  demanded'exprimeren  fonction  du  paramètre  q 
les  coefficients  des  différentes  puissances  de  la  variable  z. 

2"  Le  paramètre  q  étant  un  nombre  réel  dont  la  va- 
leur absolue  est  inférieure  à  l'unité,  ou  une  quantité 
imaginaire  dont  le  module  est  inférieixr  à  l'unité,  dé- 
montrer que  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque 
de  z  tend  vers  une  limite  quand  n  augmente  indéfini- 
nu-nt,  et  déterminer  cette  limite. 
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COMPOSITION  MATHÉMATIOIE  POUR  l'AmiISSIOK  A  L'ÉCOLE 
POLYTECIIMQIE  U  1880.  EXPOSITION  SOMAIRE  DINE 
S0LIT10\  GÉOMÉTRIQLE; 

Par  un  ancien  élève  de  Mathématiques  spéciales. 


Soient  M  et  N  les  points  où  l'axe  des  x  rencontre  le 
cercle  o:^ -t-jK^  =  I^*  5  considérons  une  quelconque  des 
hjperbolr'S  êquilatères  qui  passent  par  les  points  M  et  N  ; 
menons, par  unpointÇ^pris  arbitrairement  sur  le  cercle, 
des  tangentes  à  l'hyperbole. 

Soient  A  ef  B  les  points  oii  le  cercle  coupe  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact.  Démontrer  que,  des  deux 
droites  QA  et  QB,  l'une  est  parallèle  à  une  direction 
fixe  et  l'autre  passe  par  un  point  fixe  P. 

Le  point  P  étant  donne,  l'hyperbole  équilatère  cor- 
respondante qui  passe  par  les  points  INI  et  N  est  déter- 
minée ;  on  construira  géométriquement  son  centre,  ses 
asymptotes  et  ses  sommets.  Si  le  point  P  décrit  la  droite 
y  z=  X,  quel  est  le  lieu  décrit  par  les  foyers  de  l'hyper- 
bole? On  déterminera  son  équation  et  on  le  construira. 

Commençons  par  quelques  remarques.  Appelons  R  el 
S  les  points  d'intersection,  autres  que  M  et  N,  de  l'hy- 
perbole équilatère  et  de  la  circonférence.  Il  résulte  du 
théorème  de  Frégier  que  les  tangentes  en  R  e/  S  «  l'by- 
perbole  sont  perpendiculaires  à  MN  ;  par  suite,  le  point 
C,  milieu  de  RS,  est  le  centre  de  l'hyperbole. 

D'après  un  théorème  connu,  les  axes  de  cette  courbe 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  droites  RS,  ÎMN.  Connaissant  le  centre  C  et  les  axes, 
on  a  tout  de  suite  les  asymptotes. 

Mnn.deMathémat.,  2*=  série,  t.  XIX.(AoiU  iS8o.)  52 
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Arrivons  à  la  question  proposée.  Lorsque  Je  point  Q 
décrit  la  circonférence  donnée,  les  droites  QA,  QB  enve- 
loppent une  courbe.  Du  point  arbitraire  Q  partent  seu- 
lement deux  droites  QA,QB,  et  il  n'y  a  pas  d'autres 
droites  telles  que  celles-ci  qui  contiennent  Q;  on  ne  peut 
alors  mener  de  ce  point  que  deux  tangentes  à  cette 
courbe  :  donc  c'est  une  conique. 

Cette  conique  a  pour  tangentes  les  tangentes  à  l'hy- 
perbole et  au  cercle  menées  aux  points  M,  N,  R,  S  :  cela 
se  voit  tout  de  suite  en  faisant  arriver  le  po'nt  Q  en 
chacun  de  ces  points  (*).  Mais,  parmi  ces  tangentes,  il  y 
en  a  quatre  qui  sont  parallèles  entre  elles  5  celte  conique 
ne  peut  être  alors  qu'une  conique  aplatie,  et  les  quatre 
autres  tangentes  doivent  passer  par  un  même  point  P. 

Toutes  les  tangentes  à  cette  conique  aplatie  sont  les 
unes  perpendiculaires  à  ]\1N  et  les  autres  passent  par  le 
point  fixe  P.  Cela  démontre  la  première  partie  de  la 
question  posée,  et  l'on  voit  en  outre  que /e  point  P  est  le 
pôle  de  MN  par  rapport  à  l'hyperbole  équilatère. 

Le  point  Pétant  donné,  l'hyperbole  équilatère  corres- 
pondante est  déterminée,  puisque  l'on  connaît  les  points 
M,  N  de  cette  courbe  et  les  tangentes  PM,  PN  en  ces 
points.  On  peut  ajouter,  d'après  ce  qui  précède  :  Le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O,  milieu  de 
MN,  sur  la  polaire  de  P  par  rappOT't  au  cercle,  est  le 
centre  de  cette  hyperbole,  et  les  bissectrices  des  angles 


(')  Ce  (jiie  nous  venons  de  dire  pour  cette  conique  est  applicable 
lorsqu'au  lieu  d'une  hyperbole  et  d'une  circonférence  on  donne  deui 
coniques  quelconques.  Il  eu  résulte  que  la  conique  enveloppe  des  droites 
telles  que  QA,  QB  est  la  même,  que  le  point  Q  décrive  l'une  on  l'autre 
des  coniques  données.  Du  reste,  on  peut  dire  que  cette  conique  est 
l'enveloppe  des  droites  qui  sont  partagées  harmoiiiquement  par  les  deux 
coniques  données,  et  dans  cette  [jénéralion  rien  ne  distingue  ces  deux 
dernières  courbes. 
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compris  entre  celle  polaire  et  MN   dorinent  les  direc- 
tions de  ses  axes. 

Il  est  très  simple  alors  d'avoir  les  asymptotes  et  les 
sommets  de  cette  hyperbole. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  trouver,  on  voit  que 
les  hyperboles  egiiilatères  qui  correspondent  aux  dij^é- 
rents  points  d'un  diamètre  de  la  circonférence  donnée 
ont  leurs  centres  sur  ce  diamètre  et  ont  leurs  axes  pa- 
rallèles entre  eux. 

Appelons  F,  F'  les  foyers  de  l'hyperbole  dont  le  centre 

est  C,  et  prenons  le  rapport  — •  •  Lorsque  P  se  déplace 

sur  le  diamètre  OP,  en  restant  au  dehors  de  la  circon- 
férence, pour  chacune  de  ses  positions,  on  a  une  hyper- 

bolequi  donne  un  rapport  analogue  à  4^- Les  droites  telles 

que  CR  sont  parallèles  entre  elles,  ainsi  que  les  droites 
lellesque  CF,  et,  comme  les  hyperboles  équilatères  sont  des 
courbes  semblables,  nous  concluons  que  les  rapports  tels 

CR 

que  — ;  sont  égaux  entre  eux.  Par  suite,  lorsque  P  est 

extérieur  à  la  circonférence  donnée,  le  lieu  des  foyers 
F  est  l'ellipse  qu'on  obtient  en  faisant  tourner  d'un 
même  angle  les  ordonnées  telles  que  CR  de  cette  cir- 
conférence et  en  portant  sur  ces  droites  des  longueurs 
proportionnelles  à  ces  ordonnées. 

Cette  ellipse  a  pour  centre  le  point  O  et  rencontre  la 
circonférence  donnée  aux  points  I  et  L,  où  cette  courbe 
est  coupée  par  le  diamètre  que  parcourt  le  point  P.  En 
ces  points  les  tangentes  àcette  ellipse  sont  parallèles  à  CF. 
Une  construction  bien  connue  donne  la  direction  de  ses 
axes  :  il  suffit  de  prendre  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  droites  RF,  RF'.  Mais  ces  bissectrices  sont  la 
tangenle  et  la  normale  à  l'hvperbole  équilatère  en  R  : 
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donc  celte  ellipse,  lieu  des  foyers  F,  a  un  axe  dirigé  sui- 
vant MN. 

Enfin,  si  le  point  P,  se  déplaçant  toujours  sur  le  même 
diamètre  OP,  vient  à  l'intérieur  de  la  circonférence 
donnée,  il  lui  correspond  des  hyperboles  éf|uilatères 
dont  les  axes  transverses  sont  perpendiculaires  à  CF.  Les 
foyers  de  ces  courbes  sont  sur  une  hyperbole  dont  le 
centre  est  O,  qui  a  un  axe  dirigé  suivant  MN,  qui  passe 
par  les  points  I  et  L,  et  qui,  en  ces  points,  rencontre  à 
angle  droit  l'ellipse  précédente. 

D'après  cela,  l'ellipse  et  l'hyperbole,  lieux  des  foyers 
des  hyperboles  équilatères  qui  correspondent  aux  dij^'é- 
rents  points  d'un  même  diamètre  OP,  sont  des  courbes 
homofocales . 

Les  foyers  communs  sont  M  et  N.  En  effet,  menons 
au  point  I  la  tangente  à  la  circonférence  donnée-,  appe- 
lons E  le  point  où  elle  rencontre  MN.  Les  tangentes  en  I 
à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole  lieux  des  foyers  rencontrent 
celte  même  droite  en  T  et  U.  Le  point  E  est  le  milieu 
de  TU.  La  circonférence  décrite  sur  TU  comme  diamètre 
a  pour  centre  E  et  pour  tangente  en  I  le  rayon  OL  On  a 

alors  OT  X  OU  =  ÔT—  ON  •  donc,  etc. 


SIR  LES  TRAJECTOIRES  D'll!\  POINT  MATERIEL  SOLMIS 
A  L'ACTION  DINE  FORCE  CENTRALE; 

Par   m.   a.   LEGOUX, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que 
du  cas  de  l'atlraction.  La  méthode  s'applique  sans  peine 
au  cas  de  la  répulsion. 
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Si  l'on  leprésente  par  ni[M'"  la  valeur  de  l'attraction 
et  par  K  le  double  de  Taire  décrite  par  le  rayon  vecteur 
dans  l'unité   de  temps  ,    l'équation  difféi^entielle  de  la 
trajectoire  est,  comme  on  sait, 

/     ^=' 

KM    I 


u.r"  = 


r 


I 
ou,  en  posant  z  =  -? 


d^  z  u. 

^    '  dB^  K^ 

en  intégrant  une  première  fois,  on  a,  si  //  -|-  i^o, 
B  et  A  étant  des  constantes  définies  par  les  égalités 

2  y. 


^='-l+-Pl  + 


où  Zq  et  po  sont  les  valeurs  initiales  de  z  et  -— - 

En  général,  on  ne  peut  pas  intégrer  couiplètement 
l'équation  (2).  Nous  montrerons  plus  loin  qu'on  peut 
l'intégrer  dans  le  cas  où  B  =  o.  Mais  on  peut,  au  moyen 
de  cette  équation,  indiquer  la  forme  générale  de  la 
courbe,  trouver  ses  sommets,  le  sens  de  sa  concavité, 
ses  asymptotes  et  son  rayon  de  courbure. 

D'abord  on  reconnaît  sans  peine  que  l'équation 

B  —  z'—  A;-("+'^  =  o 

a  au  plus  deux  racines  réelles  positives  ;  elle  peut  avoir 
une    racine    double,     une    racine   simple    ou     pas     de 


(•)  Dans  cet  article  nous  supposerons  toujours  qu'il  s'agit  des  racines 
positives. 
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1°  //  -I-  1  >-  o,  —  A  et  B  sont  positifs,  ei,  suivant  que 


on  a  deux  racines,  une  racine  double  ou  aucune  racine 
positive.  On  peut  mettre  l'équation  (2)  sous  la  forme 


z   '    dz 


Si  l'on  désigne  par  z'  et  z"  les  deux  racines  positives, 
on  reconnaît  que  z  ne  peut  varier  qu'entre  les  limites  z 
et  z" f  que  par  conséquent  la  trajectoire  sera  comprise 
entre  deux  cercles  ayant  l'origine  pour  centre   et  pour 

rayons  —•>  —  •,  de  plus,  si  l'on  désigne  par  V  l'angle  de  la 

tangente  en  un  point  avec  le  rayon  vecteur, 


rfl^] 

zdQ 

t;m 

-V 

— =: 

— 



dr 

dz 

Or,  pour  z  :=  z'  ei  z  =  z",  tangV  =  00  5  donc  la  courbe 
sera  tangente  aux  cercles  limites. 

Si  z  =:  z\  les  deux  cercles  précédents  coïncident  et  la 
trajectoire  est  une  circonférence. 

2°  /z  H-  I  <^  o.  —  A  est  négatif  et  B  peut  être  positif 

ou  négatif. 

Soient 

//  +  1  =ir  —  n  ,      A  :  :  —  A'; 

l'équation  (2)  peut  s'écrire 

dz 

df) 


v/a'  z"'  —  z-  —  b 
Ce  cas  en  comprend  plusieurs  autres  suivant  que; 
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n''^i.  —  Si  B^o,  le  polynôme  sous  le  radical  a 
deux,  une  ou  zéro  racines  positives.  Soient  z' et  z"  ces 
racines,  et  supposons  z'  <^z"\  il  faut,  pour  que  dQ  soil 
réel,  que  z  <^  s'  ou  2  >>  s",  ce  qui  montre  que  la  courbe 
se  composera  de  deux  parties,  l'une  située  à  Tintérieur 

du  cercle  ayant  Torigine  pour  centre  et  —  pourrayon, 

l'autre  extérieure  au  cercle  concentrique  au  premier  et 

de  rayon  —  •  D'ailleurs,  la  courbe  sera  tangente  à  ces  deux 

cercles.  Si  z'=  z" ,  ces  deux  cercles  coïncident,  et,  s'il  n'y 
apas  de  racines  réelles  positives,  z  pourraprendre  toutes 
les  valeurs  possibles  de  o  à  -t-  00  . 

Soit  maintenant  B<^o-,  le  polynôme  sous  le  radical 
n'aura  qu'une  seule  racine  réelle  2',  et  z  pourra  varier 
depuis  2' jusqu'à  -t-00.  La  courbe  sera  située  à  l'inté- 
rieur du  cercle  de  rayon  —  • 

//<^  2.  —  Si  B  ^  o,  on  a  toujours  une  racine  réelle 
positive.  Soitz'  celte  racine.  Il  faut  que  z  reste  toujours 
inférieur  à  -'.  c'est-à-dire  que  la  courbe  doit  être  située 

à  l'extérieur  du  cercle  de  rayon  -• 

Si  B<^o,  on  a  deux,  une  ou  zéro  racines  réelles  po- 
sitives. Soient  2' et  s",  -'<^  z" .  Il  faut  que  z  reste  tou- 
jours compris  entre  z'  et  z" .  La  courbe  sera  comprise 

entre  deux  cercles  de  ravons  —  et  -^  • 

''  z         z 

Si  z'  =  z" ^  les  deux  cercles  précédents  coïncident  et  la 
trajectoire  est  un  cercle. 
7/=2: 

dz  dz 


dB 


v/z=(A'— i)-^B 


\/-'ih 
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Dans  ce  cas,  rintégratiou  s'cffecl.iu;  facilcineul,  cl  l'on 
tiuuve  pour  l'équalion  Je  la  irajecioire  : 

1  —   S;  >  o,      :;  =:  C  cos  [h(J  —  a), 
I  —  -^  <  o,      z  =  C6'''«  H-  C  c  ■'''' , 
x  —  y-  =  o,     z  =  CO-^C'. 

Sommets.  —  Nous  appellerons  sommets  les  points  où 
le  rayon  vecleur  est  maximum  ou  minimum  5  ces  points 
sont  déterminés  par  l'équation 

(Iz  ,       , 

—  =  B  —  z^  —  Az-  "-+-'^  =  o. 

c/ô 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  trajectoire  a  deux 
sommets  au  plus.  Si  l'on  désigne  par  z'  et  z"  les  deux 
racines  de  l'équation  précédente,  l'angle  compris  entre 
un  rayon  vecteur  maximum  et  un  rayon  vecteur  mi- 
nimum consécutifs  sera  donné  par  l'intégrale  définie 


-  r 


dz 


-0'— Az-("+')  ■ 

si  cet  angle  0  est  commensurable  avec  r,  la  courbe  est 
fermée,  sinon  ellese  compose  d'une  infinité  d'arcs  égaux. 

Concavité.  —  Comme,  d'après  l'équation  (i), 

I  /■ 

7  ^  M' 

est  constamment  positif,  la  iiajectoire  tournera  toujours 
sa  concavité  vers  le  centre  d'attraction. 

^S)  niplotcs. —  Il  n'y  a  pas  d'asymptotes  si  «  +  i  ^  o. 
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puisque  la  courbe  est  comprise  tout  entière  entre  deux 
cercles  concentriques. 

Supposons  donc  ii  -|-i<"  o.  Pour  qu'il  y  ait  des  asym- 
ptotes rectilignes,  il  faut  que,  z  tendant  vers  zéro,  B  tende 
vers  une  valeur  finie  ainsi  que  la  sous-tangente  en  coor- 
données polaires. 

Or,  si  Ton  fait  décroître  ^  jusqu'à  zéro,  la  sous-tan- 

r/0  ,.     .        I 

gante,  qui  est  représentée  par r'  ^  pour  limite  — =. 


Donc  il  faut  d'abord  que  B  soit  positif.  Dans  le  second 
membre  de  l'équation 

dz 


si  z  décroît  depuis  une  quantité  très  petite  r:,  jusqu'à 
zéro,  la  différentielle  conserve  une  valeur  finie;  donc  Q 
tendra  vers  une  limite  finie  et  déterminée  lorsque  z  ten- 
dra vers  zéro.  Commed'ailleurs  on  peut  prendre  devantle 
radical  le  signe  H-  ou  le  signe  — ,  on  aura  généralement 
deux  directions  asymptotiques. 

Rayon  de  cowbure.  —  Rappelons  la  formule  qui 
donne  l'expression  du  rayon  de  courbure  en  coordon- 
nées polaires  : 


if 

dz-  \  ' 
'■-^dê-^l 

f  — 

■■'( 

le 

l'équation 

(0 

on  lire 

d'z 

y. 

dO-        R^ 


de  l'équaiion  (2)  on  lire 


dz' 
d'j- 


Subsliluons;  il  vient 
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'B  —  A3-("+')j 


J_  2-1+1 


Celle  valeur  de  p  paraît  assez  compliquée  clans  le  cas 
général;  mais,  si  l'on  choisit  les  données  initiales  de 
façon  que  B  soit  nul,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si 
/i  +  I  <C  o,  on  a 

A  J^2       _IH-t-Dl 

p  =  [—AY  —  z    -^. 
Cas  jyarticuUers  : 

n  = —    5,  f>  =  const.,  la  trajectoire  est  un  cercle. 

C 

n= —     -j,  p  =  Cz  =  — ?  » 

r   3       C 


Cas  particuliers  oii  l' intégration  peut  s'effectuer.  — 
Supposons  n4-i<^oetB  =  o;  Téquation  (2)  devient 


dz  dz 

d9  =  -=:=  =  — — 


V/ —  2'  —  Az-"-'         z\/  —  i  —  Az-'- 
On  sait  que  dans  ce  cas  A  est  négatif.  Posons 

—  Az-"-^  =  «'; 
on  trouve  sans  dilïicullé,  en  intégrant. 


cos- 1  9  —  a 


y.  étant  la  constante  d'intégration,  ou.  eu  remplaçant  u^ 
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el  A  par  leurs  valeurs, 


La  méthode  d'intégration  précédente  n'est  pas  appli- 
cable lorsque  n  =  —  i  et  7i  =  —  3.  Le  cas  de  n  =  —  i  se 
traite  sans  difficulté.  Le  cas  du  n  =  —  3  a  été  étudié  plus 
haut. 


SIR  LES  COMQUES  m   PASSENT  PAU  TROIS  POINTS  ET 
ONT  m  DOIBLE  CONTACT  AVEC  IN  CERCLE  DONNÉ  ; 

Par  m.  LAGUERRE. 


1.  Étant  donnés  trois  points  «,  Z>,  c  et  un  cercle  K, 
on  peut  construire  quatre  coniques  passant  par  ces  points 
et  ayant  un  double  contact  aveclc  cercle.  Les  longueurs 
des  axes  de  ces  coniques  qui  sont  parallèles  à  la  corde  de 
contact  peuvent  se  déterminer  facilement  de  la  façon 
suivante. 

Des  points  «,  h  et  c  comme  centres,  décrivons  trois 
cercles  A,  B  et  C  qui  coupent  orthogonalement  le  cercle 
K  et  enroulons  un  fil  autour  de  ces  trois  cercles  ^  cet  en- 
roulement peut  se  faire  de  quatre  façons  ditlérentes,  qui 
correspondent  aux  quatre  solutions  du  problème.  Con- 
sidérons l'un  d'eux  en  particulier;  soient  respectivement 
a,  a',  |3,  |3'  et  y,-/  les  points  de  contact  du  fil  avec  les 
cercles  A,  B  et  C. 

Cela  posé,  si  Voii  construit  un  triangle  ayant  pour 
côtés  les  longueurs  a',S,  [ù'y  et  y  y.,  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  est  la  longueur  de  l'axe  de  la 
conique  cherchée  qui  est  parallèle  à  la  corde  des  con- 
tacts. 
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La  proposition  précédente  résulte  immédialemeni  de 
ce  que,  quand  on  effectue  une  transformation  par  direc- 
tions réciproques,  aux  divers  points  d'un  cercle  corres- 
pondent des  cycles  dont  les  centres  décrivent  une  co- 
nique, tandis  qu'ils  coupent  orthogonalement  un  cercle 
doublement  tangent  à  cette  conique  (^). 

Il  est  très  facile,  du  reste,  de  la  vérifier  analytique- 
ment. 

2.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  ellipse  ayant 
pour  équation 

.r*  y- 

?  +  «-'  =  ' 

et  un  cercle  K,  doublement  tangent  à  cette  ellipse,  dont 
le  centre  soit  sur  l'axe  des  x. 
L'équation  de  ce  cercle  sera 

avec  la  condition 

h' ai' 

Soient  M.',  M"  et  M'"  trois  points  de  Tellipse  dont  les  co- 
ordonnées soient  respectivement  x',j',  x'\ y"  et  x'" ^  j""'. 

Le  carré  du  rayon  du  cercle  ayant  pour  centre  M'  et 
coupant  orthogonalement  le  cercle  K  est  égal  à 

ou,  en  remplaçant  7'-  et  R-  par  leurs  valeurs,  à 


semblablement,  le  carré  du  rayon  du  cercle  ayant  pour 


(')  Foir  ma  Note  Sur  la  Géométrie  de  direction,  communiquée  à   la 
Société  mathématique  dans  la  Géancc  du  4  juin  1880. 
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centre  ÎVF  et  coupant  orlhogonalemeni  R  a  pour  valeur 


Menons  une  tangente  commune  à  ces  deux  cercles  (en 
la  choisissant  de  telle  façon  que,  quand  M"  vient  à  se 
confondre  avec  M',  les  deux  points  de  contact  se  con- 
fondent également),  et  désignons  par  T"  la  distance 
comprise  sur  cette  tangente  entre  les  deux  points  de 
contact. 

On  trouvera  aisément 

r'=  =  (  r'  —  r"  'r-  -+-  (  j:'  _  x"  )=  _  -  ( ^'  _  .r"  )» 
ou  encore 


X  X 


Soient  ç,  ^,  1  les  anomalies  excentriques  des  points 
M',  M",  M'",  en  sorte  que  l'on  ait 

^'  =  «cosçp,  7'=^sin(5), 

j:"=:«cosS,  j^'"z=6sin9, 

.r"'=  a  coS'i ,  j"'=  i  si  n  i]/  ; 
on  en  déduit 

T"'-'=  2è'(i  —  cos^  ces  9  —  sin^  sinô) 

=  2i^[i  — cos(ïp  —  G)]  =4^^  sin^  -^ ) 


d'où   il    résulte  qu'en    valeur   absolue  T'"   est  égale  à 


2 

En  désignant  d'une  façon  analogue  par  T'  la  dis- 
tance tangentielie  des  cercles  ayant  M''  et  M'"  pour 
centres  et  orthogonaux  à  K,  par  T"  la  distance  tan- 
gentielie des  cercles  ayant  M'  et  M'"  pour  centres  et  or- 
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ihogonaux  à  K,  ou  démontreraît  de  même  que  T'  cl 

T"  sont,    en    valeur   absolue,   respeclivemenl   égales  à 

j     .      0  —  -b        ,       ,     .      -1/  —  '9 
a  6  sin et  a  20  sin ^• 


2  2 

D'où  résulte  immédiatement  que  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  déterminé  par  les  cùlés  T',  T"  et  T'"  a  pour 
diamètre  le  diamètre  2^  de  l'ellipse. 

3.  Supposons,  en  particulier,  que  le  cercle  K  ait  un 
rayon  infiniment  petit  et  se  réduise  à  un  foyer  F  de 
l'ellipse;  nous  pourrons  énoncer  la  proposition  suivante: 

Soient  rt,  b,  c  trois  points  d'une  ellipse  ayant  pour 
foyer  le  point  F:  considérons  les  cercles  A,  B,  C  qui, 
passant  par  le  point  F,  ont  respectivement  pour  centres 
les  points  a,  h  et  c. 

Soit  y  la  longueur  comprise  entre  les  points  de 
contact  d\ine  tangente  extérieure  commune  aux  deux 
cercles  A  e^  B  ;  désignons  par  a.  et^  les  longueurs  ana- 
logues relatives  aux  tangentes  communes  d'une  part 
à  B  ef  C  et  d'autre  part  à  K  et  Q. 

Cela  posé^  si  l'on  construit  un  triangle  ayant  pour 
côtés  a,  [i  et  y^  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  est  égal  au  petit  axe  de  l'ellipse. 


DES  COllUBES  ALGÉBUIQIES  Qll  OXT  PLliSIEliliS  AXES 
DE  SYMÉTRIE  5 

Par  m.   a.   DE  SAINT-GERMAIN. 


On  peut  mettre  sous  une  forme  caractéristique  léqua- 
lion  des  courbes  algébriques  qui  admettent  un  nombre 
donné  /z  d'axes  de  symétrie  saïis  en  admettre  davan- 
tage. Remarquons  d'abord  que,  en  vertu  de  théorèmes 
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connus,  deux  axes  de  l'une  des  courbes  considérées  ne 
peuvent  être  parallèles  ni  faire  entre  eux  un  angle  in- 
commensurable avec  71  sans  que  la  courbe  ait  une  infi- 
nité d'autres  axes;  ils  doivent  donc   se  couper  sous  un 

angle  égal  a  — ?  ///  et  /^  étant  des  entiers  premiers  entre 

eux.   Par  le   point  de  rencontre   de  ces   axes  je  mène 

des    droites   faisant    avec    le    premier  les    angles    — ? 

2  /;?  TT  m  II  —  I  77  ,     .  ,        , ,  , 

,  ...,. ;  ces  droites,  dont  1  une  n  est  autre 


que  le  second  axe  considéré,  sont  des  axes  de  la  courbe; 
les  propriétés  élémentaires  des  nombres  prouvent  qu'on 
a  n  droites  distinctes,  formant  un  faisceau  dont  les  rayons 

successifs  font  entre  eux  l'ansfle  -•   Enfin,  notre  courbe 

°       Il  ' 

ne  peut  avoir  des  axes  qui  concourent  en  deux  points 
différents  sans  en  avoir  une  infinité;  en  efl'et,  par  les 
points  de  rencontre  des  rayons  des  deux  faisceaux,  on 
pourrait  mener  d'autres  axes  dont  les  intersections  entre 
eux  et  avec  les  premiers  détermineraient  de  nouveaux 
centres  de  ravonnement,  de  nouveaux  axes,  et  ainsi  de 
suite  inJéfîniment.  Les  axes  de  la  courbe  clierchée doivent 

donc  se  couper  sous  des  angles  égaux  à  -■>  en  un  point 

que  je  prends  pour  origine  de  coordonnées  rectangu- 
laires. 

Soit  généralement  9  (x,/)  =  o  l'équation  d'une  courbe 
de  degré  m;  si  l'on  y  change  x  elj  en  p  cosco  et  psinw, 
et  qu'on  transforme  les  puissances  desinw  et  de  cosw  ou 
leurs  produits  en  sinus  et  cosinus  de  w  et  de  ses  mul- 
tiples, on  obtient  une  équation  de  la  forme 

i    P,„cosww  -!-  QmSin/rtw  4-  .  .  .  -f-  PfCOSrw 

(0 

{  -4- Q;.Sinrw -I- .  . . -I- Po=  o, 
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Pr  et  Qr  étant  des  polynômes  bien  déterminés  qui  con- 
tiennent p  avec  les  exposants  r,  /•+  2,  /'  -f-  4i  •  •  •  •>  ]^^~ 
qu'à  m  4-  I  exclusivement. 

Supposons  que  o{x,j)  =  o  représente  la  courbe  que 
j'étudie,  et  que  l'axe  des  a:  soit  un  de  ses  axes  de  symétrie; 
ç(x,  j)  ne  renfermera  que  des  puissances  paires  de j^', 
et  sa  transformée  en  p  et  o)  ne  contiendra  que  des  puis- 
sances paires  de  sin  w  5  elle  se  réduira  donc  à  une  fonction 
entière  de  coso),  dont  les  puissances,  on  le  sait,  peuvent 
s'exprimer  à  l'aide  des  cosinus  de  w  et  de  ses  multiples,  à 
l'exclusion  des  sinus,  et,  comme  la  forme  de  l'équa- 
tion (i)  est  bien  déterminée,  elle  doit  se  réduire  dans 
tous  les  cas  à 

PmCosww  +.  .  .  -1-  Ppcosrw  -f-.  .  .-I-  Po=  o, 

les  Qr  étant  nuls.  Il  y  a  plus  :  si  l'on  change  w  en  co'-|-  - , 

cette  équation  devient 

/           ,       '•-        .       ,   .    '^"-\ 
2 Pr    cos rw  cos sui ru>  sm  —  ]  =  o; 

\  f^  P  / 

or  cela  revient  à  prendre  pour  nouvel  axe  polaire  une 

droite  qui  fait  avec  le  premier  l'angle  -  et  par  rapport 

à  lacpielle  la  courbe  est  encore  symétrique-,  la  nouvelle 
équation  ne  devra  pas  renfermer  de  sinus,  et  cela  exige 
que  P,-  soit  identiquement  nul,  à  moins  que  /•  ne  soit  un 
multiple  de  p..  En  définitive,  les  courbes  cherchées 
peuvent  se  représenter  en  coordonnées  polaires  par  une 
équation  dont  la  forme  générale  est 

(2)  Po-I-  PuCOSpw  -4-  Pj.^COS^yM  -t-  .  .  .  =  o. 

Dans  le  cas  où  l'axe  des  x  ferait  partie  de  la  courbe, 
cj  pourrait  renfermer  des  puissances  impaires  de  y  ;  mais, 
en  le  supposant  débarrassé  des  facteurs  qui,  égalés  à  zéro, 
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lepréseiiterairnl  quelques-uns  des   axes  de  symétrie  ei 
qui  sont  faeiles  à  reconnaître,  on  est  ramené  à  la  règle 
générale. 

Eludions,  parmi  les  courbes  considérées,  celles  dont  le 
degré  a  la  plus  petite  valeur  possible;  celte  valeur  est  /:/, 
sinon  l'équation  (2  )  se  réduirait  à  P(,=  o  et  représente- 
rait un  système  de  cercles  avec  une  infinité  d'axes. 

Quand  on  suppose  y.  =  m,  l'équation  (2)  devient 

(3)  Po+  Pn,COSWW  =:  o. 

En  nous  rappelant  la  forme  de  Pq  et  de  P,„,  nous 
voyons  que  celle  équation  donne  pour  cos7?/.w,  quand  /// 
est  impair,  une  valeur  telle  que 

(4)  COS/««  =  -  +  _  +  ...  +  _-  =/,p^. 

Faisons  croîtie  0  de  zéro  à  l'intini  ;  la  forme  de  la 
courbe  dépend  de  la  manière  dont  varieray^{p),  et  il  sera 
commode,  pour  étudier  ses  variations,  de  construire  le 
lieu  des  points  dont  l'abscisse  serait  p,  rordonnéey(p). 
Quand  p  est  très  petit,  f[p)  est  très  grand  et  ne  peut  re- 
présenter un  cosinus  j  la  courbe  ne  passe  pas  au  pôle,  à 
moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  un  faisceau  de  droites.  Il  y 
a  toujours  une  valeur  p^  de  p  telle  que/(io,)  =±1,  et  à 
laquelle  correspondent  ni  points  de  la  courbe,  situés  sur 
les  axes  à  la  dislance  pi  du  pôle;  à  chaque  valeur  de  p 
qui  venà.  f[p)  <^  i  eu  valeur  aiisolue  correspondent  iin 
points  de  la  couibe;  enfin,  à  partir- d'une  certaine  gran- 
deur de  p,f[p)  tend  constamment  vers  zéro  et  w  vers 

1               1                     f-î/-  -h  1)7:       ,    ,,  7    '     1   . 

les  m  valeurs  «;=  ^ — —•>  ou   I  on  suppose  A  égal  a 

l'un  des  nombres  o,  i ,  2,  .  .  . ,  772  —  i .  La  dislance  0  du 
pôle   à   Tasymplote    qui    fait  l'angle  «;.  avec  l'axe  po- 

Ânn.  de  Mathémat.,   1'  série,  t.  XI\  (  Afiûl   18S0).  28 
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laire  est 

,.      sinfax- —  w)        ,.       ,  floi 

0  =  iiin  — ^ r=  nui  p-  - — 

I  '     c/p 

p 

Mais  l'équaiioii  (q)  donne 

deo  I  /'  fi         3  /; 


c/p        in  sin//<o)  \p^         û* 

subs  li  luaii  t  cl  ans  J,  fa  isan  l  o  =  oc  .  o)  =  a^ ,  on  trou  ve  o  =  — . 

/// 

La  perpendiculaire  à  Tasymptotc  faisant  l'angle  {Ji  +  i)  — 

avec  Taxe  polaire  est  un  axe  de  symétrie;  il  est  aisé  d'en 
conclure  que  l'asymptote  a  par  rapport  à  la  courbe  la 
position  qui  caractérise  une  tangente  d'inflexion  à  l'in- 
Cni.  On  voit  aussi  facilement  qu'aux  valeurs  négatives 
de  p  correspondent  des  points  déjà  fournis  par  les  valeurs 
positives. 

Quand  in  est  pair,  la  valeur  de  cosmw  est  de  la  forme 

b        c                    l 
cos  w  w  =r  «  H 1 +  .  .  .H ; 

p^        p'  p"' 

la  courbe  présente  des  propriétés  analogues  à  celles  du 
cas  précédent,  mais  les  points  à  l'indui  et  même  tous  les 
points  de  la  courbe  peuvent  être  imaginaires;  quand  les 
points  à  l'inûiii  sont  réels,  il  y  a  m  asymptotes  qui  passent 
au  pôle.  Ce  pôle  est  centre  de  la  courbe. 

Il  est  assez  facile  de  trouver  les  foyers  des  courbes 
précédentes;  je  me  borne  à  considérer  le  cas  de  wî  =  3. 
et  je  donne  à  Téquation  (3)  la  forme 

2  p' cos  3 a:  -^  3<7p-  -|-  6  =  O. 

L'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  rectangulaires 
peut  s'écrire 

(5)  (.7-4-/J)'  -h  [x  —  iyY  4-3«(.r-f-  iy)[.t  —  iy)  -4- ô  =  o. 
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Pour  que  le  point  de  coordonnées  a,  .5  soit  un  foyer, 
il  faut  que  la  droite 

(  6  )  .r  +  /  j  =  a  -I-  /  p 

touche  la  courbe;  pour  exprimer  celte  condition,  je 
forme  une  combinaison  homogène  des  équations  (5) 
et  (6),  soit 

U  +  Of  +  (r  -  ijY  +  3  a  ^ ^-lA^^l^     -nr^f  3  =  o- 

a  -f-  ?p  [a-h  ip  j^ 

Cette  équation  doit  fournir  deux  valeurs  égales  pour 

le  rapport  -»  et  par  suite  pour i-  5  en  appliquant  la 

condition  d'égalité  de  deux  des  racines  de  Féquation  du 
troisième  degré,  on  trouve 

En  désignant  par  s  une  des  racines  cubiques  imagi- 
naires de  l'unité,  on  voit  ([ue  le  premier  membre  de  cette 
équation  est  un  produit  de  six  facteurs  de  la  forme 

(a  -H  p/  —  l'a')  (a-}-  p;  —  Jy  "')•  .  .(  y.  -h  pi  —  î''\  V')  =  o. 

L'équation  .r  —  iy  =  a  —  i[j  doit  aussi  représenter  une 
tangente  à  la  courbe^  on  est  conduit  à  égaler  à  zéro  un 
produit  de  six  facteurs,  dilférant  des  précédents  par  le 
changement  de  i  en  — i.  En  associant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  les  facteurs  de  l'un  et  de  l'autre  produit 
qu'on  annule,  on  trouve  les  trente-six  foyers  de  la  cu- 
bique. Les  associations  qui  donnent  des  foyers  réels  dé- 
pendent d'une  manière  simple  de  la  réalité  ou  de  la 
uon-réalité  de  u'  et  u",  dont  on  a  sans  peine  deviné  la 
définition. 
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SUR   LES    ÉQIJATIOIVS   LINÉAIRES  5 

Par  m.  Ch.   BIEHLER. 

[sriTF,  (')]. 


IV. 

APPLICATION    DE    LA    THÉORIE    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES 
AUX    FONCTIONS    HOMOGÈNES    DU    SECOND    DEGUÉ. 

9.  Nous  allons  maintcDaiit  appliquer  la  métliode  pré- 
cédente, ainsi  que  les  résultats  obtenus  relativement  à 
la  théorie  des  équations  linéaires,  à  Tétude  d'une  pro- 
priété importante  des  fonctions  homogènes  du  second 
degré. 

Considérons  la  fonction  homogène 

+  («2,i^i  H-  <77,,j:,. -î-  .  .  .  -f-  «,  „.r„).r, 


avec  la  condition  «;j.,v  =  «v.u;  et  cherchons  la  condition 
pour  que  la  fonction  y,  qui  est  en  général  décomposable 
en  une  somme  de  n  carrés  de  fonctions  linéaires 
de  JTjiXa, .  .  .  ,  a^n,  soit  décomposable  en  une  somme  d'un 
nombre  moindre  de  carrés,  p  par  exemple,  de  telle  soi'te 
que  Ton  ait 

(12)  /=y;-T-Y;-^...+y;„ 

où  Yi,  Y,  . .  .  . ,  Yp  sont  des  fonctions  linéaires  des  va- 

(')  Nouvelles  jénnales  de  Mathématiques,  3*  série,  t.  XIX,  y.  3ii. 
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riables  .Ti,  .r*, .  .  . ,  x„  : 

Y,  =  a,^,  or,  -f-  a.f,-,Xi  +  .  .  .  H-  a,,„r„, 

X  2  ^^  X^    I  J^i       r~    CC/^2  .i  3  ~i~    •    .   •    *>"    ^2,fl  ^rti 

» 

Y/,=  ccp^iXi  -f-  «/,,î-rj  -f-  .  .  .  -f-  :^/,,„J"n. 

Posons,  pour  abit'ger-, 

i/;  =  x„  {./',,=: x.„    ...,   f/;„=x„ 

ou  aura 

X|=:  «,,i.'-|  -f-  '■'i,ï-^3+   .   •  .   +  Oy.n^ny 

X:=  Kj.i.r,  H-  «j  2X2+  .  .  .  -t-  r/2,„jr„, 


et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'é- 
quation(i2),  successivement  pai' rapporta  Xi, a*., .  .  .,J^„, 
il  viendra 

X,  =  a,.,Y,H-a2.,Y2+  .  •  •  +a^,,Y/„ 
Xj  ^=  ai^jYi  -t-  a2,2Y3  -f-  .  .  .  H-  Xp^iLp, 


Si,  dans  ces  identités,  ou  remplace  par  zéro  n  —  p  —  i 
des  variables  Xj ,  .r,, .  .  . ,  .r„,  il  restera,  dans  les  fonctions 
X],  Xâ,.  .  . ,  X„,  Yj,  Y.,,.  . .,  Yp,  p  -+- 1  de  ces  variables^ 
Yi,  Yo, .  .  . ,  Yp  seront  des  Ibnclions  liomogènesde  [p  -+-i) 
variables,  que  nous  désignerons  par  Y', ,  Y'^,.  .  .,  Y'^  ^  par 
suite,  les  équations  Y'^  =  o,  Y',  =  o, .  .  . ,  Y'^  =  o  forme- 
ront un  système  de  p  équations  homogènes  à  ^  -f-  i  va- 
riables, et  elles  admettront  une  infinité  de  solutions, 
d'après  ce  qui  a  été  démontré  (III)  5  il  existe  donc  une  in- 
finité de  manières  d'annuler  les  fonctions  X',,  X^, .  .  . ,  X„ 
(^nous  désignons  ainsi  les  fonctions  qui  proviennent  de 
X,,  Xs, .  .  .  ,X„  quandon  a  remplacé  par  zéro  lesw — f)  —  i 
variables  dont  il  a  été  question). 
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SiFon  considère />  +  i  des  équalioi)sX'|=  o,X'  =o,..., 
X„  ;=  o,  ces  équations  formatit  un  système  de^  -f-  i  équa- 
tions homogènes  à />>  4- i  inconnues  qui  admet  pour  ces 
inconnues  des  valeurs  diflérentes  de  zéro,  le  détermitiant 
d'ordre /?  -f- 1  des  coefGcieiits  des  inconnues  est  donc  nul. 

On  voit  donc  que,  en  égalant  à  zéro  successi veinent  les 
variables  qui  enlienl  dans  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles de  n — p  —  I  variables  jTi,  X?, ...,  j:„  et  en  for- 
mant tous  les  systèmes  possibles  de  p  -}-  i  équations  au 
moyen  des  équations  analogues  à  X',  =  o,  X',  =  o, .  .  . , 
X'„  =  o,  on  ferait  voir  que  tous  les  déterminants  mineurs 
d'ordre  p  -i- i  du  déterminant 


««,1 


«i,« 


0„.n 


sont  nuls,  et  par  suite  aussi  tous  les  déterminants  mineurs 
d'ordre  supérieur  à  p -j- i .  ^  est  l'invariant  de  la  fonc- 
tion /'.  On  a  donc  celte  proposition  : 

Si  une  fonclion  homogène  f  du  second  degré  de 
n  variables  est  réductible  à  une  somme  de  p  carrés 
(^p  <^n),  r  invariant  a^  de  celte  fonction  ni/isi  que  tous 
les  déterminants  mi/ieurs  de  ^jusqu'à  l  ordre  p  -\-  i  in- 
clusivement sont  nuis. 

Inversement,  si  l'invariant  A  de  la  fonction  y  est  nul, 
ainsi  que  tous  les  niincnrsde  A  jusqu'à  Tordre />  H- i ,  et 
qvi'un  mineur  d'ordre  p  de  A  ne  soit  pas  nul,  la  fonclion 
y^  sera  réductible  à  une  somme  de  p  carrés  de  fonctions 
linéaires  des  n  variables  qui  entrent  dans  f  et  elle  ne 
sera  pas  réductible  à  un  nombre  moindre  de  carrés. 

Supposons,  pour  fixer   les  idées,  que  le   déterminant 


d'ordre/?, 
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V.? 


soit    différent   de  zéio,    et   considérons   le  déterminant 
d'ordre />  -H  i,  mineur  de  A, 


(7) 


'p-t-'J.a. 


«1,!^ 


Ce  déterminant  est  nul  parliypoilièse,  ainsi  que  le  sui- 
vant. 


«1,? 

«,,x 

X. 

«2,? 

«2.x 

X, 

a,..^        .  . 

'^/'.X 

X, 

"P+..^      • 

•         «/*+v,X 

x^+ 

qui  lui  est  identique. 

On  en  déduit,  en  faisant  sur  les  rangées  de   (7)  l'opé- 
ration faite  précédemment  sui  les  colonnes  de  (y), 


«l.c.         (l\.i          ■    ■ 

«^i/,,     x, 

«2. a         '''2,? 

•      «2.x     X, 

(7") 





=  o> 

"p.o.        ^p,}         ■   ■ 

-      Oj,-,     X^ 

U.       Uj       . . 

.       U,       .1- 

en  posant 

u.=  x„ 

'^/)+l  ,'l.-^p+\ 

«/)+2,a-^"ys-+-2 

.    •   •    —C„.Oi^n 

u,  =  x, 

—   '7^^,.a.ï>4-.  — 

^p+'-,'^^p+'i 

.  .  -  —  o„_«.r„ 

u-,,  =  x> 

«/3+l,X'^/)+l  " 

t^p+-1,X^p-^ï 

.  ■  ■  —  ff«,xJ"„, 

*  -=/ 

■*'     ^/)-i-i    "^^z^+i 

^p  +  Z    ^p-t-'i 

...   —    An  ^ii- 

(  36o  ) 
Les  déterininanis  de  la  forme  (y')  élaiil  tous  luili,  on 
voit  qu'en  décomposant  [y")  en  une  somme  de  détermi- 
nants d'ordre  p  -f- 1  de  la  forme  (•/),  réquation  (7")  se  ré- 
duit à 


«..?    • 

.        «i,X 

X, 

«3,?            . 

•      a^_x 

X, 

"p.^          •    • 

■      ''p.'- 

X, 

X,      .. 

.       X, 

/ 

les  fonctions  Xa,  Xp,...,  X,.  sont  des  fonctions  li- 
néaires et  homogènes  de  Xi,  X2, .  .  . ,  X^,  car  le  détermi- 
nant (/)  est  nul;  par  suite,  l'équation  précédente  nous 
montre  que^est  une  fonction  liomogène  du  second  degré 
de  Xi,  Xo,.  .  .,  Xp.  Cette  fonction  est,  comme  l'on  sait, 
décomposable  en  une  somme  de  p  carrés  de  fonctions  li- 
néaires de  Xi,  Xo, .  .  . ,  Xp.  Je  dis  que  ce  nombre  de  car- 
rés ne  sera  pas  inférieur  à  p. 
On  aurait,  en  effet,  dans  ce  cas 


'i3^ 


^ij;  / — Z; -f- Z^ -f- .  .  . -t- Z^_,, 

où  Zi,  Z2, . .  . ,  Zp_i  sont  des  fonctions  linéaires  etlionio- 
gcnes  de  Xj,  Xo,. .  • ,  Xp,  par  suite  de  x,,  OTs, .  ,  . ,  x„  : 


-T-  63,nJ-„, 


Z^— 1 


i,i-f  I  -+-  60-1, 


et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  de  Tidcn- 
tité  (i3),  il  viendra 

Xi=  6|_,Z,  -h  6}^,Zj-f-  ...  H-  6^_i,iZ^_i, 


Xj —  6i,jZi  -j-  bj^jZj  H 

X„=  ê,.„Z,-f-  6,.„Zj  4 


''^ — i,i"P — I» 


+  5^— i,nZ^_i. 
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En  doDnant  à  n  —  p  des  variables  Xi-  T.,. .  .  . ,  .r„  la 
valeur  zéro,  Xj,  Xj, .  .  . ,  X„,Z,,Zo,.  .  . ,  Z^_i  de^'enueni 
des  fonctions  de  p  varial^les  que  nous  désignerons  par  X', , 
X'j,...,  X'„,  Z'|,  Z'j....,  Z^,_,.  Les  équations  Z',  =:  o, 
Z'j  =  o,....  Z'_j=  G,  liomogènes  à />  variables,  admettent 
uneinfinité  de  soluliorjs  ;  par  suite,  X'^  =  o,  X'j  =  o, ... , 
X'„  =  o  admettent  aussi  une  infinité  de  solutions;  on  en 
conclut,  de  la  même  manière  que  précédemment,  que  tous 
les  déterminants  mineurs  d'ordre  p  de  A  sont  nuls.  Cetl(; 
conclusion  est  contraire  à  l'hypothèse  que  nous  avons 
faite,  à  savoir  qu'un  déterminant  d'ordre  p  âe  A  est  dif- 
férent de  zéro;  par  conséquent,  la  fonclionyn'est  pas  ré- 
ductible h  p  —  I  carrés. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème. — Si  Ion  désigne  par  A  li7tuariant  d'une 
fonction  homogène  du  second  degré,  et  s'il  existe  un 
déterminant  mineur-  de  A  d'ordre  p  qui  ne  soit  pas  nul, 
les  déterminants  mineurs  de  A  d'ordre  supérieur  à  p 
étant  tous  nuls,  lu  fonction  homogène  f  sera  réductible 
à  utie  somme  de  p  carrés,ct  ce  /lombre  p  représente  le 
nombre  minimum  de  carrés  auxquels  la  fonction  f  est 
réductible . 

Ce  théorème  nous  donne  aussi  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  la  foncliony,  homogène  et 
du  second  degré,  des  ii  variables  o:,,  Xj,  ...,  Xn  soit  dé- 
coniposable  en  un  produit  de  facteurs  linéaires  enoTi, 
^2,  .  .  . ,  Xn,  savoir 

/  =  f  a,.r,  H-a2.rj-l-  .  .  .-h-a„J-„)  (6,x, -H  6,^:2+.  .  .  -4-6„x„). 

Il  faut  et  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  que  tous  les 
déterminants  mineurs  du  troisième  ordre  de  l'invariant 
A  dey  soient  nuls,  sans  que  les  mineurs  du  deuxième 
ordre  soient  tous  nuls. 
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Le  lliéoièine  préct'cleiit  niotUre  encore  que  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  fonction/ soit 
le  carré  d'une  fonction  linéaire  ào.  Xy.  .7\, .  ,  . ,  j-„  s'ob- 
tiennent en  égalant  à  zéro  tous  les  mineurs  du  deuxième 
ordre  de  A. 


FORMULES  DE  REDUCTION  TRIGONOMÉTRIQIE -, 

Par  m.   Georges  DOSTOR. 


1.  Théorîîme.  —  Dans  toute  relation  qui  a  lieu  entre 
les  trois  angles  A,  B,  G  d' un  triangle,  on  peut  rem- 
placer ces  angles  :  i°  par  les  compléments  de  leurs 
moitiés ,  2"  par  les  suppléments  de  leurs  doubles. 

En  effet,  puisque 

A-Mi  +  C=7r, 


on  a  aussi  i 


(^I)-K^!)-(^^) 


Stt       a  h-B-s-  C 
2  2 


et  2" 


(tt  —  2A)  H-  (tt  —  2B)-t-  (77  —  2C) 

=  371-  — 2(A4-BH-C)=7r. 

2.    Appliquons   ce  principe  aux  deux   formules   bien 
connues  et  souvent  eiiq)loyées 

V        B        C 

(I]  sin  A  -I-  sinB  -h  sin  C  =  2  cos  —  cos  -  rus  —  » 

222 

(II)  tangA  H-  tangB  -i-  tangC  -_;  tangA  langB  tangC. 

Si  nous  y  remplaçons  les  angles  A,  B,  C.  par  les  com- 
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,  ,               7t         A     ;r         B      TT         G    ,      ,  .  .  ,         ,, 

pleraents 1 1 de  leurs  moitiés,  elies 

deviendront 

1    A     B     C 

l  cos 1-  cos  — h  cos  - 

.12        2        2 

A      B     C      ABC 

(IV  j    cot \-  col  — i-  cot-  =  cot  —  cot  -  col  -  • 

2  2  2  2  3  2 

Celte  dernière  formule  se  trouve  déjà  établie,  par  un 
antre  procédé,  dans  la  Trigonométrie  (^)  de  Frédéric 
Prosz,  professeur  à  lEcole  polytechnique  de  Stuttgard. 

Si,  dans  les  relations  (1)  et  (II),  nous  substituons  aux 
angles  A,  B,  C  les  supplémenis  de  leurs  doubles,  elles 
se  changeront  dans  les  suivantes  ; 


(V) 

;vn 


l  sin2  A  -i-  sin2B  -f-  sinaC 

\  — -  4  sin  A  sin  B  sin  C, 

\  tang2A  -(-  tangaB  H-  tangsC 

\  =  taniï  ?.A  taniïîB  tan£ï2C. 


3.  Avant  de  pousser  ces  applications  plus  loin,  éta- 
blissons une  relation  qui  découle  de  la  formule  (I)  et 
qui  a  son  importance. 

Nous  avons 

,    .    A         A        .         A        B  +  C 

2  sin  A  =:^  4  S'il  —  cos  —  ^=:  4  t'OS  —  COS 

2  2  2  1 

OU 

A        B        C       ,        A   .    B    .    C 

2  sin  A  =  4  ces      cos  —  cos 4  ^^^  -~  sm  -  sin  —  : 

2  2  2  2  2  2 

retranchant  cette  égalité  membre  à  membre  de  (I),  il 


(•)  Lehrhuch    der    ehenen     Trigonométrie    und    Polygonomelrie,  von 
F.  Prosz  j  Stutlgard,  Paul  Neff,  i8.^o;  p.  47. 
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nous  vient 

B        C        A 

(VII)       sinB-l-sinC  —  sin  A  =  4  sin  -  sin  -  cos  —      ('). 

2  2  2^' 

En  y  faisant  nos  subsiitulions  d'angles  (n"  1),  nous 
en  lirons  les  nouvelles  formules 

,'         B  C  A 

l  ces  — 1-  cos cos  — 

,12  2  2 

I       =4sin(î-5)si„(^-^)c„,,(î-|), 

(IX)        sin2B-+-sin2C  —  sin2A=  4'^''sB  cosC  sin  A. 

A.  Dans  la  Nouvelle  Correspondance  malhcniatique. 
de  M.  Catalan  (^),  ]M.  Brocard  a  déduit  de  la  formule  (II) 
l'égalité  des  trois  rapports,  dont  le  premier  est 

sin  2  A 


tanyB  -r-  tangC 

rsous  allons  faire  voir  que  la  valeur  de.  ce  rapport  est 
symétrique  par  rapport  aux  trois  angles  A,  B,  C. 
En  effet,  puisque 


sin  2  A 


tangB  -H  larigC 

2  sin  A  cos  A  cosB  rosC        sin  A  2  cos  A  rosB  cosC 
smB  coàC -r- sniG  cosB  biinB-r-C] 

el  que  sin  A  =  sin(B  -\~  C),  le  rapport  précédent  a  pour 

valeur 

2  cos  A  cosB  cosC, 

et,  comme  celle  expression  ne  change  pas  par  la  permu- 
tation circulaire  des  trois   angles  A,  B,  C,  nous  avons 


(  '  )  Celte   l'ormule  se  trouve  aussi    dans   la  Trigonametrie  île    Frosz, 
p.  4:3. 

('^  Septembre  1879,  p.  ■'^^'i- 
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les  relations 

sin-îA  sinaB 


tangB  -T-  tani^C        tanyC  -h  tangA 

sin^C  .         T^        ^ 

= =  2  cosA  cosB  cosL. 

tanj^A  H-  tanjjB 

Oïl  trouverait  par  la  même  méthode  que 

i  sinaA  sinotB  sinaC 


[XI]  '    I  —  cotBcotC        I  —  cotCcotA        i  —  cotAcotB 
=  2  sin  A  sinB  sinC. 

De  ces  formules,  on  lire  les  suivantes 

'  tangB  -4-  tangC tangC  -4-  tanj^A 

\     1  — eut B  cote  I  —  cotCcotA 

(XII)  ' 

]  tanirA  -^  tanj^B 

f        = :- =  tanîîA  tancrB  tani'C. 

[  I— cotAcotli  o  b  fa 

5.  Dans  les  relations  (X),  (XI)  et  (XII),  remplaçons 
les  angles  A,  B,  C  par  les  compléments  respectifs  de 
leurs  moitiés.  Ces  relations  deviennent 

/  sinA  sinB 


l         B  C  C  A 

I  cet f-  cot  -       cot  — f-  cot  — 

12  2  2  2 

;xiin    / 

1                     sinC  .    A    .    B    .     C 

J        =  • =  2  sui  —  sui  -  sm  -, 

f  A  B  2  2  2 

I  cot !-  cot  — 

\  2  2 

sinA  sinB 


fxiv 


B  c  C  A 

1  —  tanir  -  tanir  -  i  —  lang  -  tang  — 

2  2  2  2 

sinC  ABC 


=  2  eus  —  CCS  —  COS  —  ) 

A  B  2  2  -j 

I  —  tang  —  tang  - 

2  2 


IXV 
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B  C 

cot  — !-  cot  - 

9,  1 


C  A 

rot 1-  cot  — 

2  r>. 


B  C  C  A 

I  —  tariir  -  tan"  -        i  —  lanir  -  tariir  — 


A  B 

cot h  cot  — 


I  —  tan::  —  tanir - 

'^  2  *  2 


ABC 

—  =  cot  —  cot  —  cot  —  ■ 

B  2  2  2 


6.  D'autres  formules  méritent  d'être  signalées  au  lec- 
teur 5  nous  nous  permettrons  de  citer  les  suivantes  : 


isin^B  -f-  siirC  —  sin-A  =  2  sinB  sinC  cosA, 
B               C  A  B        C   .     A 

cos^  — f-  cos^ cos^  —  =  2  cos  -  cos  -  sin  —  ) 
2               2  2  222 


/  sin'A  -\-  siri-B  —  sin'C  tariijB 

1  sin^A  H- sin'C  —  sm  B  tangC 

vT7iT>     )        .A               B             ,C  C 

iXVll)     <  cos- 1- cos- COS-—  tane; - 

1           '>                "?.                2  ^  1 


A  C  B  B 

cos' — rcos'-— COS--       tany- 


XVIII 


sin'A  -4-sin=B  H-  sin'C 

2  sin  A  sinB  sinC 
A  B  C 

cos' 1-  cos- h  COS-  — 


ABC 

cos  —  cos  —  cos  - 

2  2  2 

ABC 

=  tanq 1-  tani;  — h  tan^-, 

"-  1  "'  1  ^2 


cot  A  +  cotB  -f-  totC, 


'XIX 


2  sin  A  SinB  sinC  ABC 

^ : — 7T—  =:  tanir  —  tan"  -  tan-'-i 

^sin  A -1- suiB -H  sinL  '  ""2  2  2 


2  sin  2  A  sin  2  B  sin  2  C 


'sin 2  A  -f-  sinaB  -t-  sin2C] 


cot  A  cotB  cote. 
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sin^A  --  sin^B -i-fiin-C  cot  A  4-  cotB  -+-  rotC 

(sin  A  H- sinB  H- sinC  )-  ABC' 

^  cot  —cot  -  cot  — 


2  2  2 


ABC 
cos- !-  cos'  — \-  ces-  — 

2  2  2 

(XX)     (  7      Â        lï  (T 

^  '  *     'ces r-  cos hCOS  — 


2 

ABC 

tanc (-  fanij ^-  tan"  — 


A\  /tt         15  \  I  rz         C 

cot(.-^)cot(^-^jcot^^-^^ 


THEOREMES  SIR  LA  PARABOLE-, 

Par  :\I.  WEILL. 


Avant  créludicr  les  propriétés  dont  il  s'agit,  et  qui  sont 
relatives  à  un  triangle  qui  se  déplace  en  restant  inscrit 
à  une  coni(jue  et  circonscrit  à  une  parabole,  il  est  néces- 
saire de  dire  quelques  mots  de  rinvolution  du  troisième 
ordre. 

Considérons  l'équation 

?'  -r-  If-  H-  (  A>  -4-  B  )  ^  -T-  C),  +  D  =  o. 

Quand  1  varie  dans  cette  équation,  t  prend  à  chaque 
instant  trois  valeurs  déterminées ^  nous  dirons  que  ces 
trois  valeurs  forment  une  involulion  du  troisième  ordre. 
Considérons  deux  racines  t  et  fi  de  l'équation,  corres- 
pondant à  une  même  valeur  de  X,  on  aura  la  relation 

t;  -f-  Bt,-\-  D~  l'i-h  Af,-i-  c' 
d'où  l'on  tire 

o=  r-i]-+-  Att,[t-i- 1,] 

-^C{t'-i-tl]  +  {C  —  B]tt,  —  D[t-ht,)+TiC  —  AD. 
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Si  l'on  considère  les  trois  valeuis  ^,  fj,  t^  correspon- 
dant h  une  môme  valeur  de  ^,  la  relation  symétrique  que 
nous  venons  de  trouver  aura  lieu  entre  deux  quelconques 
d'entre  elles,  de  manière  que,  si  ^i  désigne  l'une  des  va- 
leurs, la  fonction  symétrique  du  second  degré  par  rap- 
port à  t  aura  pour  racines  t.  et  t.-,. 

Dès  lors,  tout  groupe  de  trois  variables  liées  entre 
elles  de  telle  manière  t[u'à  l'une  quelconque  des  trois 
correspondent  les  deux  autres  pourra  être  représenié 
par  une  équation  du  troisième  degré  dont  les  coefii- 
cients  sont  des  fonctions  lincawes  du  paramètre  qui 
définit  le  groupe  considéré. 

Ces  notions  sommaires  sur  ce  sujet  important  nous 
suffiront  pour  ce  qui  va  suivre. 

Si  l'on  considère  un  triangle  qui  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  coniques,  et  si  les  coordonnées 
d'un  sommet  sont  définies  rationnellement  en  fonction 
d'un  paramètre  i,  les  trois  valeurs  de  ce  paramètre  cor- 
respondant à  une  position  du  triangle  formeront  une 
involulion  du  troisième  ordre. 

Appliquons  cette  notion  à  la  parabole,  en  considérant 
un  triangle  variable  inscrit  dans  une  conique  fixe  ei 
circonscrit  à  la  parabole. 

Soit 

,      P 

2//J 

l'équation  d'une  tangente  à  l;i  parabole:  i7i  et  m' dési- 
gnant les  coefficients  angulaires  de  deux  tangentes,  cl 
x,  j'ies  coordonnées  du  point  dv.  rencontre,  on  a 

7?      I  p  f  i  r 

2    ru  m  2  \m         ru 

Considérons  trois  tangenles  formant  un  triangle  qui 


î 

I 

I 

-  i  A  ).  - 

r-B) 

m' 

m' 

^ 
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se  déplace  eu  restant  circonscrit  à  la  parabole  et  inscrit 
dans  une  conique  fixe;  les  points  de  contact  des  côlés  avec 
la  parabole  forment  une  involution  du  troisième  ordre. 

et  l'on  peut  prendre  la  quantité—  pour  déiînir  cette  in- 
volution. Dès  lois,  on  a  la  relation 

C).  -i-  D  =0. 

Les  coordonnées  (X,  Y)  du  centre  de  gravité  du 
triangle  sont  données  par  les  relations 

2  .^ŒaJ  ntin  2 

2  .«-^  y  m         m  J 

Le  lieu  du  centre  de  gravité  est  donc  une  ligne  droite 
quand  À  varie,  c'est-à-dire  quand  le  triangle  se  déplace. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  ; 

TnÉonÈME  L  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  pa- 
rabole, son  centre  de  grauité  décrit  une  ligne  droite. 

Cette  droite,  lieu  du  centre  de  gravité,  forme  un  fais- 
ceau harmonique  avec  la  direction  de  l'axe  de  la  para- 
bole elles  directions  asymplotiques  de  l'autre  conique. 
Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  une  projection 
perspective,  ce  qui  donne  un  théorème  facile  à  trouver. 

Considérons  un  triangle  qui.  se  déplace  en  restant 
inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  parabole, 
et  proposons-nous  de  calculer  les  coordonnées  du  centre 
du  cercle  circonscrit. 

Désignons  para;',  j'^,  x",  y" ,  x'",  y'''  les  coordonnées 
des  points  de  contact  des  côtés  avec  la  parabole  et  par 
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a',  ,S',  a" ^  jS",  a'",  (i'"    celles  des   sommets  du  triangle; 
on  aura  les  relations 

\       y'y'=ipa!",     \       yy"=ipa". 

La  perpendiculaire  au  milieu  de    Tun   des  côtés  du 
triangle  a  pour  équation 


Cette  équation  devient,  quand  on  y  remplace  a",  a'" , 
|3",  (3'"  par   leurs  valeurs  et  quand  on  désigne  par  S  la 

quantité  f  +  f  -h  j'" , 

.,-_.s-v-+j::r..--^-''^-''Jl  =  o. 

"^        PL  '^P      A 

Cette  équation  peut  s'écrire 

(i)      y''—Sy"'-\-  y  [\px—  2p')  -t--  ■2p'{iy  —  S)  =  o. 

En  remplaçant jy'  par  y"  et  y'",  on  aurait  les  équations 
des  perpendiculaires  aux  milieux  des  deux  autres  côtés 
du  triangle;  donc  l'équation  que  nous  venons  d'écrire, 
si  l'on  y  considère j'  comme  l'inconnue,  admet  pour  so- 
lutions }^,  y,  y"  •,  or  ces  trois  ordonnées  forment, 
quand  le  triangle  se  déplace,  une  involulion  du  troi- 
sième ordre-,  on  a  Jonc  entre  elles  une  équation  de  la 
forme  suivante 

(2)         y—  s  >-" + (  AS  +  B  )  y  -h  es  ~  D  z=  o. 

Cette  équation  doit  être  identique  avec  l'équation  (i); 
on  a  donc  les  relations 

^p.T  —  ?./>'  =  AS  -f-  B, 
ip-'i^ty  —  S)  —CS-f  D. 
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En  éliminant  le  paramèlre  S  entre  ces  deux  équations, 
on  trouve  une  ligne  droite  pour  le  lieu  du  centre  du 
cercle  circonscrit;  on  a  donc  le  théorème  suivant: 

Théorème  II.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une 
parabole ,  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
décrit  une  ligne  droite. 

Le  cercle  circonscrit  passe  au  foyer  de  la  parabole;  il 
passe  donc  par  un  deuxième  point  fixe.  Faisons  une  pro- 
jection perspective 5  nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III,  —  Lorsqu  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  à  une  conique  C  et  circonscrit  à  une  co- 
nique P,  si  l'on  considère  les  coniques  passant  par  les 
trois  sommets  du  triangle  et  deux  points  fixes  1  et  J 
situés  sur  une  tangente  à  la  conique  P,  ces  coniques 
passent  par  deux  autres  points  fixes. 

L'un  de  ces  points  fixes  est  le  point  F,  intersection 
des  tangentes  menées  des  points  I  et  J  à  la  conique  P. 
Pour  avoir  l'autre  point  fixe,  prolongeons  la  droite  IJ 
jusqu'aux  points  où  elle  rencontre  la  conique  C,  et  de 
ces  points  menons  à  la  conique  P  deux  tangentes  qui 
se  rencontrent  en  un  point  K  de  la  conique  C-,  la  droite 
FR  rencontre  la  conique  C  en  un  deuxième  point  G  : 
c'est  ce  point  qui  est  le  deuxième  point  fixe,  comme  un 
raisonnement  aisé  permet  de  le  reconnaître. 

De  ces  remarques  on  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Quand  une  conique  est  telle  qu'un 
triangle  circonscrit  à  une  parabole  soit  inscrit  à  la  co- 
nique, les  tangentes  menées  à  la  parabole  parallèle- 
ment aux  asymptotes  de  la  conique  se  rencontrent  en 
un  point  ¥i^  de  cette  courbe.  La  droite  VK.  qui  joint  le 


fojerde  la  parabole  à  ce  point  K  rencontre  la  conique 
en  un  deuxième  pointG.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle 
variable  passe  par  le  point  G. 

On  démontre  aisément  la  réeiprof|ue  de  ces  théo- 
rèmes, et  l'on  arrive  au  résultat  que  nous  allons  énoncer: 

Théorème  V.  —  Lorsqiî une  conique  passe  par  quatre 
points  fixes  F,  I,  J,  G,  le  point  G  étant  situé  sur  une 
conique  fixe  C,  le  triangle  variable  ABG  for/né  par  les 
trois  points  de  rencontre  de  cette  conique  fixe  avec  la- 
conique variable  reste  inscrit  et  circonscrit  à  deux 
coniques  fixes  C  ctV.  La  conique  P  est  tangente  II  neuf 
droites  remarquables  ',  ces  droites  sont  :  i°  les  trois 
côtés  du  triangle  FIJ  ;  2"  les  six  droites  obtenues  en 
joignant  respectivement  les  points  de  rencontre  des 
côtés  de  ce  triangle  avec  la  conique  C  aux  trois  points 
oïL  cette  même  conique  est  renconirée  par  les  droites 
GF,  GI,  GJ  {abstraction  faite  du  point  G). 

Le  théorème  corrélatif  est  le  suivant: 

Théortîme  YI.  ~—  On  considère  une  conique  et  quatre 
droites,  dont  V une  ABC  esttangente  à  la  conique;  soient 
A,  R,  C,  A',  B',  C  les  six  sommets  du  quadrilatère,  les 
lettres  se  correspondant  sur  les  diagonales;  les  tan- 
gentes communes  à  la  conique  fixe  et  à  une  conique  va- 
riable tangente  aux  quatre  droites  forment  un  triangle 
variable  qui  reste  circonscrit  à  la  conique  donnée  et 
inscrit  dans  une  conique  fixe.  Cette  dernière  conique 
passe  par  neuf  points  remarquables ,  qui  sont  les 
sommets  des  triangles  formés  par  les  tangentes  menées 
à  la  conique  donnée  par  les  couples  de  points  corres- 
pondants (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C). 

Les  théorèmes  que  nous  venons  d'établir  donnent  un 
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grand  nombre  de  théorèmes  particuliers.  Nous  citerons 
les  suivants   : 

Théorème  YII.  —  Quand  un  triangle  ABC  5e  dé- 
place en  restant  inscrit  à.  une  conique  C  et  circonscrit 
à  une  conique  P,  si  l'on  considère  la  coinque  inscrite 
dans  le  triangle  et  a)  ant  pour  foj  er  un  point  Jixe  de  la 
conique  C,  le  deuxième  Joyer  de  cette  conique  variable 
décrit  une  droite. 

Considérons  une  droite,  et  de  chacun  des  points  de 
cette  droite  menons  des  normales  à  une  parabole*,  le 
triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois  normales  forme 
un  système  de  trois  points  en  involution;  donc  ses  côtes 
sont  tangents  à  une  conique  fixe  P'. 

Considérons  le  cercle  passant  par  les  pieds  des  nor- 
males-, ce  cercle  peut  être  considéré  comme  vine  co- 
nique passant  par  detix  points  fixes  I  et  J  situés  sur 
une  tangente  à  la  conique  P'  et  par  les  sommets 
d  un  triangle  en  involution  sur  la  conique  P;  donc 
le  cercle  passe  par  deux  autres  points  fixes  5  le  triangle 
variable  est  inscrit  dans  la  parabole  P  tangente  à  la 
droite  IJ  et  circonscrit  à  la  parabole  P'  tangente  à  celte 
même  droite.  Les  deux  points  fixes  dont  il  s'agit  sont 
le  point  G,  situé  sur  la  parabole  P,  et  qui  n'est  autre 
que  le  sommet  de  cette  courbe,  et  l'autre  est  le  foyer  de 
la  parabole  P',  La  droite  qui  joint  le  sommet  de  la  pa- 
rabole P  au  foyer  de  la  parabole  P'  rencontre  la  pa- 
rabole P  en  un  point  K5  ce  point  eat  le  sommet  d'un 
triangle  aplati  inscrit  dajis  P  et  circonscrit  à  P' ;  les 
tôles  de  ce  triangle  sont  formés  par  la  tangente  au  point 
K  à  la  coni([ue  P',  et  cette  langenle  passe  au  point  de 
contact  de  la  conique  P  avec  la  droite  IJ.  On  peut  doni; 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIIL —  Si  de  deux  points  on  mène  les  trois 
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normales  à  une  parabole,  les  cercles  circonscrits  aux 
deux  triangles  formés  par  les  pieds  passent  par  le 
sommet  S  de  la  parabole  et  par  un  antre  point  F,  ;  ce 
point  est  le  foyer  d'une  parabole  tangente  aux  six 
côtés  des  deux  triangles:  la  droite  FjS  passe  par  un 
point  commun  aux  deux  paraboles,  et  la  tangente  en 
ce  point  à  la  seconde  courbe  est  parallèle  à  V axe  de 
la  première. 

Théorème  IX.  — Si  l'on  considère  un  triangle  A^C 
et  une  parabole,  et  si  l'on  mène  à  la  parabole  une  tan- 
gente parallèle  au  côté  BC  et  des  tangentes  par  le 
point  A,  les  sommets  des  trois  triangles  obtenus  en  fai- 
sant cette  construction  relativement  aux  trois  sommets 
du  triangle  ABC,  sont  neuf  points  sur  une  même  co- 
nique. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  reprendre  le 
théorème  \I  en  supposant  que  la  tangente  fixe  soit  la 
droite  de  l'infini. 

Quand  l'un  des  côtés  du  triangle  ABC  est  tangent  à  la 
parabole,  la  conique  dégénère  en  deux  droites. 

Reprepons  l'étude  d'un  triangle  qui  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  une  conique  quelconque  et  cir- 
conscrit à  une  parabole.  Nous  avons  démontré  que  le 
point  O,  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  décrit 
une  droite  L,  et  que  le  point  G,  centre  de  gravité, 
décrit  une  autre  droite  M.  On  sait,  d'après  le  théorème 
deSteiner,  que  le  point  de  concours  H  des  hauteurs  du 
triangle  décrit  la  directrice  D.  D'ailleurs,  les  trois  points 
0,G,H  sont  en  ligne  droite,  et  l'on  a  GH  =  2G0. 
Donc  la  droite  OGH  se  déplace  de  manière  que  les  trois 
points  0,G,H  se  meuvent  sur  trois  droites  fixes,  le  seg- 
ment GH  étant   constamment   double  du  segment  GO. 
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Dès  lors,  cette  droite,  d'après  un  théorème  facile  à  établir, 
enveloppe  une  parabole  tangente  aux  trois  droites  fixes", 
de  plus,  tout  point  qui  divise  le  segment  OH  dans  un 
rapport  donné  décrit  aussi  une  droite  tangente  à  la 
parabole.  En  particulier,  le  centre  I  du  cercle  des  neut 
points  du  triangle  décrit  une  droite  fixe  R. 

Proposons-nous  de  trouver  l'enveloppe  du  cercle  des 
neuf  points  du  triangle. 

Rappelons-nous  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
passe  par  deux  points  fixes  et  que  son  rayon  est  double 
de  celui  du  cercle  des  neuf  points.  Le  problème  se  pose 
alors  ainsi  : 

Étant  données  trois  droites  fixes  h, K,î)  et  une  droite 
mobile  OIH  divisée  au  point  1  en  deux  parties  égales, 
on  joint  le  point  O  à  un  point  fixe  F  et  07i  décrit  du 

point  1  comme  centre  un  cercle  avec  — comme  rajon  : 

troin^er  l' enveloppe  de  ce  cercle. 

Un  calcul  très  simple  montre  immédiatement  que  l'en- 
veloppe est  une  conique.  On  peut  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  X.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  pa- 
rabole, le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  reste  dou- 
blement tangent  à  une  conique  fixe. 

En  faisant  une  projection  perspective,  on  a  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  XI.  —  Si  l'on  considère  un  triangle  variable 
inscrit  dans  une  conique  C  et  circonscrit  à  une  coniqucl?, 
laconique  qui  passe  par  deux  points  fxes  I,J  situés 
sur  une  tangente  à  la  conique  P  et  par  les  trois  points 


(  376) 
conjugués  harmoniques  des  couples  de  sonuneis  du 
triangle  par  rapport  aux  trois  points  de  rencontre  des 
côtés  de  ce  triangle  et  de  ht  droite  fixe  IJ  est  double- 
ment tangente  à  une  conique  fixe  ;  la  corne  des  contacts 
pivote  autour  d' un  point  fixe  situé  sur  la  droite  IJ. 
Quand  les  deux  points  1  et  3  sont  sur  la  conique  C, 
l'enveloppe  se  compose  de  deux  droites  se  coupant  en 
un  point  de  la  ri  roi  te  IJ. 

Le  théorème  corrélatif  se  trouve  facilement  et  donne 
lieu  à  des  cas  particuliers,  comme  le  précédent. 

Nous  allons  maintenant  étudier  les  triangles  aplatis 
inscrits  et  circonscrits  à  deux  coniques.  Considérons 
deux  coniques  quelconques  C  et  P5  soient  A  un  point 
commun  aux  deux  courbes  et  AB  la  tangente  à  la  courbe 
P  ;  cette  droite  rencontre  la  courbe  C  en  un  second  point 
B;  si  la  tangente  enB  à  la  courbe  C  est  tangente  commune 
aux  deux  coniques,  la  droite  AB  constituera  un  triangle 
aplati  circonscrit  à  la  courbe  P  et  inscrit  dans  la  courbe 
C -,  dès  lors,  il  existera  une  infinité  de  triangles  inscrits 
et  circonscrits  à  la  fois  aux  deux  coniques.  Si  l'on  dé- 
signe par  5::  =  o,  iS  =  o  les  équations  du  côté  AB  et  de 
la  tangente  commune  correspondante,  les  coniques  P 
et  C  auront  respectivement  pour  équations 

(i)  Kap— L7==o, 

(2)  f;(Aa  ^B'/)— Ca'-i^  o. 

Les  équations  (1)  et  (2)  représentent  àcwx  coniques 
telles  qu'un  triangle  soit  circonscrit  à  la  première  cl  in- 
scrit à  la  seconde. 

L'équation  en  À  correspondante  est 

LÀ(A~/K;=^B=C-^o. 
Comme  les   coefficients   de  Téquation  cji  /-    sont  des 
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invariants,  nous  pouvons  identifier  celte  équation  avec 
l'équation  générale 

AA^-f-  el'-h&'y-  +  A'  =  o. 
On  a  ainsi 

A  =  K^L, 

0  =  2LAK, 

e'—LAK 
On  en  tire 

On  retrouve  ainsi,  par  un  procédé  d'une  grande  sim- 
plicité, la  formule  donnée  par  M.  Cayley. 

Revenons  au  système  des  deux  coniques  P  et  G.  La 
condition  pour  qu'il  existe  un  triangle  circonscrit  à  la 
courbe  P  et  inscrit  dans  la  courbe  C  est  que,  si  l'on  con- 
sidère un  point  A  commun  aux  deux  courbes,  la  tan- 
gente au  point  A  à  la  courbe  P  rencontre  la  courbe  C  en 
un  point  de  contact  d'une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  5  dans  ce  cas,  d'après  le  théorème  de  Poncelet, 
la  même  propriété  aura  lieu  pour  les  quatre  points  de 
rencontre  des  deux  courbes,  et  l'on  a  le  théorème  sui- 
vant : 

TnÉORiiME  XII.  —  Ètani  eloiuiées  deux  coniques,  si 
la  tangente  à  l'une  d'elles  en  un  ])oint  commun  ren- 
contre l'autre  en  un  point  appartenant  à  une  tangente 
commune  aux  deux  coniques,  la  même  propriété  aura 
lieu  relativement  auv  trois  autres  points  d' intersection^ 
et,  par  suite,  les  points  communs  aux  deux  courbes  et 
les  points  de  contact  de  l'une  d'elles  ai^ec  les  quatre 
tangentes  couununes  sont  huit  points  qui  se  correspon- 
dent deux  à  deux. 

La  traduction  analytique  de  ce  théorème  fournit  un 
théorème  relatif  à  la  transformation  de  l'équation  du 
quatrièuK;  degré.  Considérons,  par  exemple,  le  système 
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formé  par  une  parabole  et  une  autre  courbe  du  second 
degré  : 

y-  —  27;»^:  ~  0, 

L'équation  qui  donne  les  oidonnées  des  points  com- 
muns aux  deux  courbes  est 

^p'         p     \      pr 

Appelons  y^  Tune  des  solutions  de  cette  équation.  La 
tangente, à  la  parabole  au  point  qui  a  pour  ordonnée^  j 
rencontre  la  deuxième  courbe  en  un  point  dont  l'or- 
donnée j'2  est  donnée  par  la  formule 


J2" 


jr,  I  Cp""  -+-  AjJ  H-  2B/?7, 


La  polaire  de  ce  second  point  par  rapport  à  la  para- 
bole l'encontre  cette  courbe  en  deux  points,  dont  les  or- 
données sont  j\  etj'3,  et  l'on  a 

-^{p'^e  +  Tr'-^py^^ 

^    '  j,(C/>^  +  Ajî  +2B/;r.j      •^' 

Cela  posé,  l'équation  qui  donne  les  ordonnées  des  points 
où  la  parabole  est  touchée  par  les  tangentes  communes 
aux  deux  courbes  est 


(3; 


Ar;        Br;        Dv, 
'}//■  '?.p  p 


J  /Ar;         2B)-.  \  /. 


i\r\         Dr; 
4/;=  p 

{A  suivre.  \ 
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COKCOIRS  D'AIÏ.M1SSI0.\  A  L'ECOlC  POLYTECHXIOliE 
m  1880. 


Composition  de  Mathématiques. 
Voir  l'énoncé  à  la  page  SSj. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  lélraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  est 
égal  à  o'",i9  et  dont  la  face  ABC  est  située  dans  le 
plan  horizontal  de  projection. 

Le  point  A  est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base 
le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  BCD. 

L'arête  BD  est  parallèle  aux  génératrices  d'un  cy- 
lindre dont  la  trace  horizontale  est  le  cercle  décrit  du 
point  B  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  o'",o6. 

On  demande  de  représenter  en  projection  horizontale 
le  corps  qui  reste  lorsqu'on  supprime,  dans  le  tétraèdre, 
la  partie  comprise  dans  le  cône  et  la  partie  comprise  dans 
le  cylindre. 

On  indiquera  à  lencre  rouge  les  constructions  faites 
pour  trouver  un  point  de  l'intersection  du  cône  et  du 
cylindre  et  la  tangente  en  ce  point. 

Composition  de  calcul  trigonométrique. 

Etant  donnés,  dans  un  triangle,  deux  côtés  et  l'angle 
compris,  savoir 

a  =  52837'",  23, 

C  =  55°i7'48",37, 

calculer  les  deux  angles  A  et  B,  le  troisième  côté  c  et  la 
surface  S, 
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Cotnposilion   liuévairc. . 

On  suppose  que,  dans  un  pays  esivalii,  au  sein  d'une 
place  assiégée  et  à  demi  ruinée  par  un  bombardemeni, 
une  députalion  des  lial)iianis  de  la  ville  soit  (mvoyée  au 
général  cominandanl  la  place  pour  essayer  de  l'apitover 
sur  le  sort  de  la  ville  qu'il  est  chargé  de  défendre. 

Réponse  du  général. 

Dans  celte  réponse  [qui  fait  seule  l'objet  de  la  com- 
posiiioji)^  celui-ci  indiquera  comment  il  comprend  son 
rôle. 

D'après  Carnot,  toutes  les  obligations  de  riiomme  d<î 
guerre  chargé  de  la  défense  d'une  place  se  réduisent  à 
deux  : 

1°  Etre  dans  la  ferme  résolution  de  périr  plutôt  que 
de  la  rendre  ; 

2°  Connaître  tous  les  moyens  que  fournit  l'industrie 
pour  en  assurer  la  défense. 

Il  est  sûr  tout  au  moins  de  remplir  la  première  de  ces 
conditions. 

Ecoulant  à  la  fois  les  inspirations  de  sa  conscience  et 
les  leçons  de  l'Histoire,  il  fera,  selon  la  lettre  des  Règle- 
ments, tout  ce  que  le  devoir  et  l'honneur  militaire  lui 
commandent. 


CORUESPOXDAXCL 


Mon   cher  Brisse, 

Les  polynômes  de  ^I.  Laguerre  ont  vivement  intéressé, 
et  à  juste  raison,  les  personnes  qui  s'occupent  de  la  théorie 
des  é(juations.  Me  sera-t-il  permis  de  signaler  une  de 
leurs  propriétés  qui  n*a  pas  encore  été  remarquée? 


(  .^8i   ) 
Soit 

f^  î^x)  =  (l^X  -t-  a, y 


f„{x)  =  a^x"  -h  «,x"-'  -^  .  .  .  -^^7„, 
fn+i{^)  =  «0-^""^'-!-  <7,.r"-|-.  .  .+«„+,, 

'» 

,  désignant  des  coefficients   constants.   On 
tire  des  deux  dernières  forniviles 

d'où  l'on  conclnt,  en  mullipliani  la  première  de  ces  équa- 
tions par  rt„,  la  seconde  par  ^„_j.i ,  et  en  relrancliani, 

Nous  supposerons  «07  (^'■x-,  •  •  •?  '^m  dillérenls  de   zéroj 
nous  pourrons  alors  écrire 

f„^..—fAx-\ •/,.,. 


Cette  formule  montre  qnc^  1°  deux  fonctions  y^,  ne 
peuvent  pas  s'annuler  en  même  temps,  sans  quoi,  si  j'„_i 
ety„  s'annulaient  ensemble,  il  faudrait  quey„_i  s'annulât 
en  même  temps,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  j\=^a^^^  qui 
par  hypotiièse  est  diiïérent  de  zéro;  a*' lorsque  ia  fonc- 

lion/^  s'annule,/,,^,  et  ----/,_,  sont  désignes  contraires. 

Il  en  résulte  que  les  fonctions 

Jm,   /m-l,   Jm-1  i    Jm-Z' >    /«i-i  » 


J m-h  ^   y  m -G 


<7„_r,rr„,_3rt„_, 
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jouissent  de  la  propriété  esseiiliellu  des  fonctions  de 
Sturm,  en  sorte  que,  si,  dans  la  suite  précédente,  on  sub- 
stitue à  la  place  de  x  deux  nombres  a  et  1*3,  le  nombre  de 
variations  perdues  ou  gagnées  (  ce  nombre  ne  pouvant  se 
perdre  ou  se  gagner  que  par  Je  terme J^"„)  sera  une  limite 
inférieure  du  nombre  des  racines  comprises  entre  «  et  (3. 
Veut-on,  par  exemple,  une  limite  inférieure  du 
nombre  des  racines  positives  de  f^[x)  =  o^  on  fera 
X  =  oei  X  =  -jz  dans  la  suite  (i) ^  en  supposant  «o  |>>  o, 
ce  qui  est  permis,  on  aura  deux  suites  dont  les  signes 
seront  ceux  des  suites 

dm-,     «m-i,      1     5     ■ —    ■)••••) 

a,„-^  fJm-2  n^^^a^^t 

a  m      fin,.       a„,.a„, 


I ,    I ,  •>  •> .  .  .  .  j 

ou  même  des  suites 

«m,     «m-l>     (tmam-\am-1i     a„,^^  a,n_ta,n-ii     «m  «m-1 '''m-î  «'/n-.l  «ïm-^  , 
I,      I,     (Imeim-i,     «m_i<7m-2,     «m  «'„,_,  Cr„_2  0„_3,  ...   . 

Ce  théorème,  analogue  à  celui  de  Fourier,  est  beau- 
coup plus  simple  dans  la  pratique.  II.    Laurent. 

PIBLICATIOXS  RÉCENTES. 


1.  Eléments  de  la.  théorie  des  détermikants.  avec 
de  nombreux  exercices,  par  P.  Mansion,  professeur 
ordinaire  de  l'Université  de  Gand.  Troisième  édition. 
Mons,  Hector  Manceaux;  Paris,  Gaullîier-^  illars,  1880. 
—  Prix  :  2  {v. 

Ce  petit  Ouvrage,  dont  la  première  édition  a  paru  en  iS'-S 
«;n  Belgique,  la  seconde  en  1878  en  Allemagne,  renferme,  sous 
une  forme  aussi  concise,  aussi  rigoureuse,  aussi  pratique  que 
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possible,  ce  qui  constitue  vraiment  les  Éléments  de  la  théorie 
des  déterminants.  Dans  son  cadre  modeste,  il  répond  mieux 
aux  exigences  de  l'enseignement  secondaire  français  que  les 
Manuels  plus  étendus  de  Baltzer,  Brioschi,  Dostor  et  Salmon. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  h  la  définition  et  aux  pro- 
priétés immédiates  des  déterminants.  La  dt-finition  des  permuta- 
tions paires  ou  impaires  d'éléments  à  deux  indices,  qui  sert 
explicitement  àe  ^o'xni  de  départ,  est  un  peu  différente  de  celle 
(jue  l'on  trouve  ailleurs.  «  Une  permutation  En,,,  E^î,  Ec-.,.  .  . 
est  dite  paire  ou  impaire  suivant  que  le  nombre  des  dérange- 
ments dans  la  série  des  premiers  indices  a,  b,  c, .  . ,  et  dans  la 
série  des  secontls  a,  p,  7,.  .  .  est  pair  ou  impair.  »  Cette  manière 
d'envisager  les  permutations  paires  ou  impaires  permet  de  sim- 
|)lifier  considérablement  la  démonstration  des  premières  pro- 
priétés des  déterminants. 

Le  Chapitre  II  [Calcul  des  déterminants)  est  divisé  en  trois 
paragraphes:  i°propriétés  desmineurs;  2°  principede  l'addition 
des  lignes;  3°  sommes  et  produits  de  déterminants.  Dans  ce 
dernier  paragraphe,  il  est  fait  constamment  usage  d'une  notation 
déjà  ancienne,  \  abc  \  pour  2  ±  a,  ^2  f  3,  dont  M.  Catalan  a  très 
bien  fait  ressortir  toute  l'ulilité  il  y  a  plus  de  trente  ans.  Grâce 
à  cette  notation,  on  expose  aisément  la  multiplication  des  déter- 
minants par  la  méthode  la  plus  naturelle,  et  l'on  peut  établir 
d'une  manière  complète  et  rigoureuse  la  propriété  fondamentale 
des  déterminants  nuls  :  //  existe  au  moins  une  même  relation 
entre  les  éléments  de  chaque  ligne  d'un  déterminant  nul,  même 
si  ses  premiers  mineurs  sont  tous  nuls  aussi  [M.  Falk).  Jusqu'à 
présent  on  n'a  prouvé  cette  proposition  qu'en  recourant  à  une 
théorie  plus  difficile,  celle  des  équations  linéaires. 

Le  Chapitre  III  contient  les  applications  des  déterminants  à 
la  résolution  des  équations  linéaires  et  à  l'élimination.  Dans  le 
premier  paragraphe,  la  question  de  la  résolution  des  équations 
linéaires  est  traitée  minutieusement,  qu'il  y  ait  compatibilité  ou 
incompatibilité,  détermination  ou  indétermination  dans  le  sys- 
tème. Tout  en  profitant  de  recherches  savantes  sur  la  matière 
dues  à  quelques  professeurs  français,  l'auteur  est  parvenu  à 
îonner  une  forme  élémenraire  à  cette  subdivision  de  son  Livre, 
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si  importante  au  point  de  vue  de  l'enseignement.  Dans  le  para- 
graphe suivant,  la  théorie  de  l'élimination  entre  n  équations 
linéaires  est  exposée  d'après  i\I.  Rouché;  on  y  traite  aussi  la 
question  analogue  dans  le  cas  où  l'une  des  équations  linéaires 
est  remplacée  par  une  équation  du  second  degré,  et  l'on  fait 
connaître,  à  propos  du  troisième  degré,  la  célèbre  transforma- 
tion de  Tchirnhausen.  Enfin  le  dernier  paragraphe  du  Livre, 
qui  est  aussi  le  plus  original,  est  consacré  à  l'élimination  entre 
deux  équations  algébriques  de  degré  quelconque.  Kn  fondant 
ses  propres  recherches  sur  la  matière  avec  celles  de  MM.  Falk 
et  Janoi,  l'auteur  a  pu  exposer  et  généraliser,  en  sept  pages  in-8°, 
les  méthodes  de  Sylvester  et  de  Cauchy,  et  en  montrer  l'identité. 
Les  Eléments  de  la  théorie  des  déterminants  de  M.  MansioD 
renferment,  outre  les  divers  sujets  dont  nous  venons  de  donner 
un  aperçu,  un  très  grand  nombre  d'exercices.  Les  uns,  très 
simples  et  d'une  difficulté  graduée,  sont  destinés  aux  com- 
mençants. Les  autres  sont  un  vrai  complément  de  la  partie  du 
Livre  qui  est  imprimée  en  grand  texte.  C'est  parmi  les  exer- 
cices de  cette  seconde  catégorie  que  sont  rejetés  les  propriétés 
des  déterminants  symétriques,  gauches,  etc.,  le  théorème  de 
Laplace  et  un  grand  non)bre  d'applications  géométriques  ou 
algébriques  propies  à  faire  ressortir  la  valeur  de  cet  admirable 
instrument  analytique  qu'on  appelle  les  Déterminants. 

2.  Tiiois  Lettres  inédites  de  Jean  I^""  Bernoulli  a 
Léonard  Euler,  tirées  de  la  Correspondance  de  Jean  Z^*" 
Bernoulli,  gardée  dans  la  bibliothèque  de  l'Académie 
royale  de  Stockholm,  par  Gustaf  Enestràni.  Slockholm, 
P  -A.  Norsledt  et  Soner,  1880. 

3.  Huygens  et  Roberval.  —  Documents  nouveaux; 
par  C.  Henry.  Leyde,  E.-Y,  Brill,  1880. 

4.  Etudes  nouvelles  des  lignes  et  surfaces  du  second 
DEGRÉ  5  pavÉmile  Sourander.  ThèscdeDocloratprésentée 
à  la  Faculté  de  Philosophie  de  lUnivei^sité  d'Helsingfors. 
Helsingfors,  J.-C.  Freuckell  et  fils,  1879. 
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THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  IIRACHISTOCIIROXES  ; 

Par  m.    h.   RESAL  ('). 


Cette  théorie  est  motivée  par  la  suppression,  qui  re- 
monte à  1832,  du  Calcul  des  variations  dans  l'enseigne- 
ment intérieur  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Elle  est  basée  sur  des  considérations  analogues  à  celles 
dont  s'est  servi  Jacques  Bernoulli  pour  déterminer  la 
nature  de  la  courhe  de  la  plus  vite  descente,  solution 
d'un  problème  proposé  bien  antérieurement  par  Galilée. 

Nous  admettrons  que  la  force  qui  sollicite  le  point 
mobile,  dont  la  masse  est  censée  égale  à  l'unité,  dérive 
d'un  potentiel. 

Théorème  1.  —  Si  une  courhe  est  hrachistochrone 
entre  deux  points  A  ei  B,  elle  l'est  aussi  entre  deux 
points  iiilermàdiaires  quelconques  m',  n. 

Supposons  en  eflbt  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  etsoit  m/in/ 
la  hrachistochrone  entre  /?i  et  tn'.  La  vitesse  en  /;/  sera  la 
même,  que  le  mobile  parcoure  n  un'  on  nmin'.  Mais  le 
temps  employé  serait  plus  court  dans  le  trajet  A/?i/i/?/B 
que  dans  celui  de  Amw/B,  qui  ne  serait  plus  ainsi  la 
hrachistochrone,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qui  a  éié  admis. 


(')  Cet  article  était  compose,  lorsqu'un  vague  souvenir  m'a  conduit 
à  rechercher  si,  dans  ce  Kecueil,  je  n'avais  pas  imprimé  déjà  une  Note 
sur  le  même  sujet.  J'ai  retrouvé,  en  efTet,  dans  le  volume  de  1877  un 
travail  analogue,  et  j'ai  été  sur  le  point  de  supprimer  une  bonne  partie 
de  cet  article.  Toutefois,  comme  la  rédaction  nouvelle  est  bien  plus 
complète,  et  difïère  de  la  précédente  en  quelques  points  essentiels,  j'ai 
pensé  que  ce  travail  pourrait  être  utile  aux  nombreux  élèves  qui  lisent 
ce  Recueil,  et  j'ai  maintenu  la  nouvelle  rédaction  telle  qu'elle  avait  été 
soumise  à  mon  vénérable  maître,  M.  Gerono. 

Afin .  de  Mdtkéinnt.,  a"  série,  t.  XIX  .(Septembre  1S80.)  ?-5 
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Corollaire.  —  La  courbe  est  brachistocbrone  dans  le 
parcours  de  deux  éléments  consécutifs. 

Théorème  II.  —  Lorsque  le  mobile  n'est  pas  assu- 
jetti à  rester  sur  une  surface  fixe,  le  plan  oscutaleur  en 
un  point  delà  hracliislochrone  est  normal  à  la  surjace 
de  niveau  passant  par  ce  point. 

Supposons  en  effet  [fig.  i)  ({ue  cela  n'ait  pas  lieu,  et 
soient 

m,  m'  deux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe  ; 

Fig.  .. 


AB  la  section  faite  par  le  pian,  passant  par  nnn\  mené 
normalement  à  la  surface  de  niveau  qui  coupe  cette 
droite  en  un  point  intermédiaire  I5 

w' l'intersection  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent  en  I; 

n  la  projection  de  ce  point  sur  la  tangente  en  I  à  AB; 

V,V'  les  vitesses  avec  lesquelles  le  mobile  parcourt  mn 
ou  mn.)  et  n' m'  ou  uni . 

La  durée  du  parcours  de  mn' m' est 


et  celle  de  mnm'. 


mil         n  m 


mn         n  m 


Or  mn'  ^  mn^  nni'^  nm  ;  la  première  durée  serait  donc 
supérieure  h  la  seconde,  ce  (|ui  est  absurde. 
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Corollaire.  —  Dans  le  cas  de  la  pesanteur,  et  dans 
celui  où  la  force  est  dirigée  vers  un  centre  fixe  et  est  une 
fonction  de  la  distance  à  ce  point,  la  brachisloclirone  est 
plane.  En  eifet,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  ho- 
rizontaux ou  des  sphères. 

Théorème  III  (dùà  Euler).  — La  coniposanteiiorniale 
de  la  force  extérieure  est  égale  à  la  force  centrifuge. 

Soient  {fi g.  2) 
/72/2,  nni'  deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe  5 
AB  la  section  normale  faite  dans  la  surface  de  niveau  pas- 
saut  par  /?,  par  le  plan  osculaleur  mniu' -^ 

Fijj.  2. 


/zN  la  normale  à  AB  suivant  le  prolongement  de  laquelle 

est  dirigée  la  force  extérieure  F; 
«1  un  point  de  AB  infiniment  voisin  de  n:, 
/),q  les  projections  de  nj,7i  sur  nin,  niin' -^ 
i,  i  les  angles  nmlS,  m' nY  \ 
V,  \  '  les  vitesses  avec  lesquelles  le  mobilf  parcourrait  /?/« 

ou  /?/«,,  nm'  ou  //,  ///'. 
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Pour  qut!  la  durée  du  parcours  de  iniini'  soit  minimum, 
il  faut  qu'en  Ja  relraucliaiU  de  celle  de  inu^îv!  ou  ob- 
lieiine  un  résultat  nul. 

On  doit  donc  avoir 


7/z/?i         n,ni 

mn         nm 

V    +    v 

-^^-r-  =  o, 

ou 

m}J^  —  nin 

Il  m'  —  /?,  w' 

'   Cï 

V 

v 

ou  encore 

np 

«,7 

V 

"  V 

Or 

nj)  =  ////,  sin/, 

n^q  =:  ««1  sini'; 

par  suite, 

sin/ 

sin/' 

V 

=  -y>    ' 

,sin/ 
ce  OUI  exprime  que  a  — -  : 

=  0.  On  déduit  ( 

le  là 

V  cos/r//  —  r/V  sin  /  :=  O, 
d'où 

,.       dN 
(Il  -=     _■  tang^ 

et,  eu  divisant  par  ih  =  Vr/f, 

(IN  (U 

(,)  in'^^-'  =  ^''7s' 

Mais  —-est  !a  courbure  -  de  la  courbe-,  il  vient  donc 

as  p 

V       dN 

—  =:  — -  tan"^, 

p  dt 

ce  qui   démontre     bien    le   théorème    énoncé,    puisque 

dV  .    ,  ,  ,  , 

-7- tangi  n  est  autre  chose  que  la   composante  normale 

de  F. 
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Théorème  1^  .  —  La  iujigeiite  à  la  courbe  au  point 
fie  départ  Aq  est  normale  à  la  surface  de  niveau  pas- 
sant  par  ce  point. 

Soient 
ABla  section  fait(3  parle  plan  osculateuren  Ao  dans  une 

surface  de  niveau   infiniment    voisine  de  ce    point  ^ 
AqB  la  normale  à  celle  section  suivant  laquelle  agit  la 

force  F; 
A  riniersecîion  de  la  bracliistochrone  avec  AB5 
qp  l'angle  AAo  B  ; 
0  la  durée  du  trajet  Aq  A. 

On  a 


d'où 


Ao  A  =:  -  ces  tp  9-,       Au  A  = 

2  COS I» 


2A„B 


F  COS-(J; 


Le  minimum  de  9  pa  r  rapport  à  o  correspondant  à  0  =  o, 
il  faut  que  A  coïncide  avec  B,  ce  qu'il  fallait  établir. 

Équations  générales,  en  coordonnées  rectangulaires , 
des  brachistoclirones  lorsque  le  mobile  n  est  pas  as- 
sujetti à  rester  sur  une  surface. 

Soient 

a,  (3,  y  les  angles  formés  avec  Oa:,0  ),  0:r  par  la  tangente 
au  point  (x,  y^  z)  de  la  courbe  ; 

À,  u,  y  les  angles  semblables  relatifs  à  la  normale  prin- 
cipale; 

À',  a',  v'  ceux  qui  se  rapportent  à  la  binormale  5 

e  l'angle  de  contingence  ; 

ds  l'élément  d'arc  \ 

p  le  rayon  de  courbure  ; 

çpfjT,  r,  -)  le  potentiel. 
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On  sait  que 

\  (Ir  (ly  (iz 

cos a  =:  -—  ,       COS  6  =     ,-  5       COS 7  =  —  , 

as  ds  ils 

COS  A  =    5 

1  fi  ros  P 


(*: 


<'/cos7 
<;osv  z=  — -i 


s  ^  V  [dcosa.Y-\-  [dcospy-T-  [cl  cosy)\ 

cnsvr/rosÊ — cos8r/ros7 
cos)i   = ^ ■ '■ , 


COS  a  c/ ros  7 — cosy/'/cos: 

COS  u.'  = 


COS  [îr/ COS  a — cos  a  r/ cos  8 
COSv    = ■ • 


\ 
Si  nous  posons 


/  d^^         r/cp*         d^'- 
^~  V  Z?'^  d^'  '^  d?' 


les  cosinus  des  angles  formés  avec  Ox,  O)',  Oz  par  la 
normale  à  la  surface  de  niveau  passant  par  le  point 
(j:,j',  z)  étant 

I    d'j  I    r/9  I    r/o 

—  -7-9      —  -7—»      —  -7^» 
A   «X-         A  «j  A  az 

il  vient,  en  exprimant  (|ue  cette  droite  est  perpendicu- 
laire à  la  biuonnale  à  la  courbe, 

/  \  ^h      ^'  ,   ^h        ,     'h       , 

(2)  - — ces  À  -i cos  y.  H-       cosv  ==  o. 

*     '  dx  dy  dz 

La  composante  F„de  la  foixe  extérieure  F  (qui  est  nor- 
n)ale  à  la  surface  de  niveau)  suivant  le  rayon  de  courbure 
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a  pour  expression 

fhi)                       chjj                     tlto 
F,,::^  --  ces),  -f    -,-  COSfA  -\ ,     COSv 

dx  dy  dz 

d'à  d'à  (l<a 

— ^  dcosy.  -\ — ^  <f  cosS  H — ~  a  cosv 

d.T  dy  dz 

Mais,  en  désignant  par  A  une  constante,  le  principe  des 
forces  vives  donne 

V-::--'2(ffl-l-  A), 

d'où,  d'après  le  ihéorème  d'Euler, 


p  ds  ^  ^ 


ds 


En  identifiant  les  expressions  [d]  et  (e),  et  remplaçant 
£  par  sa  valeur  [c\  on  trouve 

idm     ,                   do    ^         ^         d-j 
— ^  d  ces  a  -î d  ces  S  -: — '-  d  cosv 
d.T                       dy  dz 

^     '\  ,  ,  f^rosai'H-  fr/cos8^- H- («^cosvl' 

\  z=2(^-f-A)^ = —^ 

[  y  dx^  H-  dy''-  +  dz' 

En  remplaçant  cosa,  coSj3,  cosy  et  les  valeurs,  qui  s'en 
déduisent,  de  cos  À',  cosa',  cosv' par  leîirs  expressions  en 
fonction  dex,  j^  z  et  de  leurs  dérivées,  les  équations  (2) 
et  (3)  serojit  les  équations  de  la  courbe. 

De  la  courbe  de  la  plus  ante  descente. 

Nous  savons  déjà  que,  lorsque  le  mobile  est  unique- 
ment soumis  à  l'action  de  la  pesanteur,  la  courbe  décrite 
est  comprise  dans  un  plan  vertical. 

Soient 
O  le  point  de  départ  \ 
Ox,  O^  son  horizontale  et  sa  verticale; 
or.  l'inclinaison  de  la  langenle  à  la  courbe  sur  Ox. 
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On  a 

V^=2^J, 

et,  comme  a.  diminue  quand  y  augmente, 

on  est  conduit 

à  poser 

V^                    r/a                          tlT. 

— V'' — •>  "V . 

p    --              ds~           ''^  ds 

Mais,  d'après  le  théorème  d'Euler,  cette  expression  est 
égale  à  g  cosa,  d'où 

dy. 

—  iy 


ds 


Or  ds  =:  — —  :  par  suite, 
sin  (/.    ' 


I    dv  sinac/z 


2    y  cos  a 

et 

cosa  =  C  y/j', 

en  désignant  par  C  une  constante. 

On  reconnaît  ainsi  que  la  courbe  est  une  cycloïde  à 
base  horizontale,  dont  O  est  un  point  de  rebroussement. 

Brnchistochrone  dans  le  cas  oh  le  mohîîe  est  soumis  à 
V action  d' une  force  dirigée  positivement  ou  négati- 
vement vers  un  centre  fixe  O,  et  qu  elle  est  Jonction  de 
la  distance  r  à  ce  centre. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  cjue  la  force  est 
attractive  et  nous  représenterons  par  /('")  son  poten- 
tiel. Nous  rappellerons  que  la  courbe  est  plane.  INous  dis- 
tinguerons parTindice  oies  quantités  qui  se  rapportent  au 
point  de  départ  A  o-  Noiis  prendrons  pour  axe  des  abscisses 
la  direction  de  OAq  [fîg-  3)  à  laquelle  la  courbe  est  tan- 
gente en  Aq. 

Soient 
m  un  point  quelconque  de  la  courbe  ; 
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I  l'intersection  de  la  tangente  en  ce  point  avec  Ox; 
a  l'angle  formé  par  la  normale  eu  m  avec  le  rayon  vec- 
teur ; 

Fig.  3. 


Q  l'angle  polaire  tnOx. 

On  a.  pour  le  carré  de  la  vitesse, 

(4)  Y^=.l[f\j^-f',ri\. 

Si  l'on  remarque  que 

mlx  =  a  +  90"-+-  9, 
l'angle  de  contingence  a  pour  expression 

£  =  —  (lin\.v  =  —  \(iy.  -+-  clO \, 


et,  comme 


il  vient  pour  la  courbure 

,5) 


clr 

La  composante  normale  de  la  force  étanty'(/)  cosa^ 
nous  avons,  en  vertu  du  théorème  d'Evder,  en  ayant  égard 
aux  formules  (i)  et  (2), 

(6)  -[/'^)-/(-)](^  +  ^)-/"')cos«. 
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jNous  remarquerons  mai  menant  que 

(7)  cota— —  r^^, 

et,  en   remplaçant  dans  l'équation  (6)   la   valeur  de 

dr 

déduite  de  celte  formule,  on  trouve 

(8)  2[/(.-,^_/(r;]Uina--}----j  =/'(/•)  COSa. 
Si  nous  posons 


,9]  ?r 


2  [/i>o  )—/:>!]     '• 

l'équation  précédente  devient 

d  cos  a 

— , h  »  1  /•  cos  a  =  o, 

dr  1    V    / 

d'où,  en  désignant  par  M  une  constante, 
(lo)  cosa=  Me-î^'^^. 

On  déduit  de  là 

IMe-ïC-)  dO 

cola  =  -^^=^^=z=^^  =  —  '■-V'» 

V/i -;- M'e-'?'')  «^ 

d'où,  en  remarquant  que  %  z=  o  pour  /•  =^  /q, 


uf 


I  4-l\Pe— HO 


La  constante  M  se  déterminera  par  la  condition  que 
j)our  le  point  d'arrivée  on  ait 

/•=r,,      0:=fi^. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  force  soit  proportion- 
nelle à  la  dist'ince  du  niol)i!e  au  centre  d'attraction  ou 
que 

f[r)  =  u.r\ 
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u  Jésignantun  coefficient  donné.  Il  esl  facile  de  voir  que, 
dans  ce  cas  particulier,  on  a 


r  r_  —  /-    r 


d'où 


.  r       i ^___ 


{r]=rl\o'r- 


et  successivement 


CCS  a 


^ri-r' 


M^rl-r^ 


r^  sin'a  =  (  i  +  M"    |  /-  —  rf, 


W 


i  +  M^ 


d'où  l'on  conclut  que  la  courbe  est  une  liypocycloïde, 
vérification  d'un  lliéorènie  bien  connu. 


Extension  du  théorème  d'Euîer  au  cas  où  le  mobile 
est  assujetti  à  rester  sur  une  surjace. 

Celte  extension  est  due  à  IM.  Roger,  qui,  en  se  basant 
surle  Calcul  des  variations*  l'a  démontrée  dans  une  Thèse 
insérée  au  Tome  XIII  (i'"  série)  du  Journal  de  Mathé- 
matiques ])ures  et  appliquées. 

Ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps  que  je  suis  par- 
venu à  donner  une  démonstration  du  théorème  de  Roger, 
qui  a,  sous  certain  rapport,  une  grande  importance, 
puisque,  avec  l'équalion  de  la  surface  fixe,  il  permet  de 
définir  la  brachistochrone. 

Soient  [jig.  4) 
mn,  «m' deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe^ 
AB  rinlerscction  de  la  surface  fixe  avec  la  surface  de  ni- 
veau passant  par  «  ; 
«T  la  langenle  à  cette  courbe  \ 


(  396  ) 
/iN,  «iS'  les  perpendiculaires  en  7i  à  celle  dioite  dans  les 
plans  tangents  //i/iT,  m' iiT-^ 


/*,  /^  les  angles  inii^  et  vl  n'S' \ 

mn^  la  droite  menée  dans  le  plan  T nm  qui  fait  avec  n^' 

l'angle  /. 

Concevons  que  l'on  rabatte  le  plan  T/zN'  dans  le 
plan  T«N;  «/;/,  viendra  se  placer  dans  le  prolongement 
de  m/2;  mais  alors  on  rentrera  dans  le  cas  ordinaire 
traité  plus  haut,  et  la  condition  pour  que  la  durée  du 
parcours  innni  soit  minimum  sera 

[a]  — -  tang?  =  V^  —  • 

^    '  dt        ^  ds 

Revenant  à  la  réalité,  on  voit  que  mn^  nni'  sont  les 
directions  de  deux  éléments  consécutifs  d'une  géodésique 
tracée  surla  surface  développable  mnTin,  et  par  suite  sur 

la  surface  fixe-,  fih-j-  sont,  par  suite,  l'angle  de  contin- 
gence géodésique  et  la  courbure  géodésique. 
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Soieul 

F' la  force  exlérieure  F  estimée  dans  le  plan  tangent, 
dirigée  suivant  wN'^ 

F'o  la  composante  (dite  géodésique)  de  F',  normale  à  la 
vitesse; 

ç^  l'angle  formé  par  le  rayon  de  courbure  p  avec  la  nor- 
male à  la  surface. 

On  a 

F«r^  — tang;, 

cA'        si  no 
cL\  p 

et  l'équation  [a)  devient 

V^sins 

là— '  • 

P 

Mais,  si  F„  est  1  »  composante  de  la  force  F  dirigée  suivant 

le  rayon  de  courbure,  on  a 

Fjr^  F„sin^; 
par  suite, 

p 

ce  qu'il  fallait  établir. 

On  démontrera  sans  peine  qu'au  point  de  départ  la 
courbe  est  normale  à  1  intersection  de  la  surface  de  ni- 
veau en  ce  point  et  de  la  surface  fixe. 


SIR  m  THÉORÈME  DE  M.   CHASLES  COXCERXAXT 
LES  COXIQIES  IIOMOFOCALES; 

Par  m.   Edouard  LUCAS. 


Parmi  les  nombreux  et  intéressants  théorèmes  donnés 
par  M.  Chaslos  sur  les  coniques  homofocales  [ComjJtes- 
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rendus  des  séances  de  V ylcadéniie  des  Sciences,  année 
1844)  ^t  (loiit  la  connaissance  permet  de  faciliter  Tétucle 
de  la  théorie  des  transcendantes  elliptiques,  nous   rap- 
pellerons le  suivant  : 

Si,  par  deux  points  fixes  dii/ie  conique,  on  fait  pas- 
ser un  cercle  variable,  le  lieu  du  point  de  concours  des 
tangentes  communes  est  une  conique  homofocale  à  la 
proposée  j  de  plus,  le  lieu  reste  le  même  lorsque  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  fixes  se  déplace  parallèle- 
ment à  elle-même. 

Considérons  une  ellipse  ayant  pour  équation 

(i-     II- 

et  un  point  P  de  paramètre  angulaii-e  9-,  un  point  quel- 
conque Q  de  la  normale  en  P  à  Tellipse  a  pour  coor- 
données 

a;  =  ( rt  -4-  ). 6 )  cos y,     y  -^i^b  -\-\a\  sin o ; 

si  l'on  suppose  PQ  =  /',  on  trouve 

/■^^(x  —  <7  costp)^ -f- (j — èsinçp)', 

ou  bien,  en  désignant  par  h'  la  longueur  du  demi-dia- 
mètre conjugué  de  celui  qui  passe  en  P, 

on  prendra  d'ailleurs  X  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe 
—  suivant  que  le  point  Q  se  trouvera  sur  la  partie  ex- 
térieure ou  intérieure  de  la  noi  maie  en  P. 

Si  l'on  suppose  que  le  point.  P  se  dé[)lace  sur  l'ellipse, 
^  restant  constant,  le  point  Q  décrit  une  ellipse  concen- 
trique, d'axes  a-\-i,b  et  h  -f-  À«  ;  on  retrouve  ainsi  un 
théorème  de  W.  Transon.  Dans  le  cas  particulier  où 
^  =  ±1,  les  ellipses  deviennent  les  cercles  conrcntti- 
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ques  de  rayons  a±h-^  ce  résultat  revient,  au  fond,  à  la 
construction  bien  connue  de  IM.  Chasles  pour  trouver 
les  grandeurs  des  axes  d'une  ellipse  définie  par  un  sys- 
tème de  deux  diamètres  conjugués. 

Décrivons,  du  point  Q  comme  centre,  un  cercle  de 
rayon  r  =:  lb\  tangent  à  Tellipse  au  point  V\  on  trouve 
aisément,  pour  les  coordonnées  du  point  R  de  concours 
des  tangentes  communes  à  l'ellipse  et  au  cercle, 

(    f  I  —  ')?] X  ^=:  (  a  -V-  O-'k  h  -^  V- n\  ces o , 

(0 

i   [\ — )v-)j  =  (  (^  +  2).a  -t- /-/)  j  sino, 

ou  bien 

h  -. —  —  (a  -h  b) » 

ces  15»        sin«j>  h  —  r 

X     _  JL_  =.^a  —  l>\  ^''  ~~  ^  - 
cos^        smç)  '  h'  -h  r 

En  multipliant  membre  à  membre  les  équations  (2), 
on  obtient  le  lieu  du  point  R  lorsque  l'on  fait  varier  r\ 
on  trouve  ainsi 

(3)  -^^ ^-  =a'—b'  =  c\ 

^  cos^9        sm-'ç) 

C'est  l'équation  d'une  hyperbole  homofocale  à  l'el- 
lipse proposée,  passant  par  le  point  P  et  par  les  points 
symétriques  de  celui-ci  par  rapport  aux  axes  et  au  centre 
de  l'ellipse  donnée.  Ou  vérifie  d'ailleurs  les  formules  (i) 
a  posteriori,  en  observant  que  la  tangente  à  l'hyperbole 
en  R  passe  par  le  point  Q.  Ces  formules  permettent  de 
résoudre  le  problème  suivant  ; 

Problème.  —  Par  un  point  R  extérieur  à  l'ellipse  on 
mène  les  tangentes  :  calculer  les  rayons  des  cercles 
tatigents  à  l'ellipse  et  aux  deux  tangentes  issues  du 
point  R. 
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Désignons  par  a:,  y  les  coordonnées  du  point  R.,  par  p 
sa  distance  à  l'origine,  par  h  et  p*  ses  dislances  aux  deux 
foyers  de  l'ellipse,  et  par  \  l'angle  des  deux  tangentes  à 
l'ellipse  menées  par  le  point  R.  On  a  les  formules 

cosV=-^ et     cosV=  - — *-• 


Cela  posé,  on  détermine  les  axes  de  l'hyperbole  liomofo- 
cale  à  l'ellipse  proposée  et  passant  par  le  point  R  au 
moyen  de  l'équation 


d'où  l'on  tire,  pour  u  négatif, 

2  p.  =  p'  —  rt^  — -  ^"  —  Ul> 


ou  bien 


V 

«('  cos-  —  • 


Pour  déterminer  le  paramètre  angulaire  o  des  points 
d'intersection  de  l'hyperbole  et  de  l'ellipse,  on  a 

c^  cos'^  =  fl^  +  u.,      — c- siïï' (f  =  b' -i- u., 
et,  en  ajoutant, 

C^  cos  9.  y  :;=  f)'  —  UV. 

On  en  déduit  facilement  l'angle  (p,  que  nous  supposerons 

compris  entre  o  el  -?  et  les  angles  —  o,  t:  ±o. 

Enfin,  on  obtient  le  rayon  du  cercle  correspondant  à 
chacun  des  quatre  points  d'inlerseclion  en  tirant  de  la 

formule  (ri) 

r         (r  —  b  sin  cp)  cos«p 
ù'        [x  -\-  a  cos^  j  sino 

Si  l'on  désigne  par  /•,  el  i\  les  rayons  qui  coriespon- 
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dent  aux  deux  points  ayant  pour  paramètres  angulaires 

(j)  et  cp  4-  TT,  on  déduit  de  la  formule  précédente 

et  par  suite  le  théorème  suivant  : 

THÉonÈAiE.  —  j4iix  deux  extréinitcs  d'un  diamètre 
fixe  d'une  ellipse,  on  prend,  sur  les  normales  exté- 
rieures ou  ijilérieures,  deux  longueurs  dont  le  produit 
égale  le  carré  du  denii-dianiètre  conjugué  :  lenuidoppe 
de  la  droite  qui  joint  les  extrémités  est  une  hyperbole 
homofocale  à  l'ellipse  proposée,  passant  par  les  deux 
extrémités  du  diamètre  dotiné . 


SIR  TROIS  COXIQIES  CONFOCALES  DEIJX  A  DEllX^ 

Par  m.   Edouard  LUCAS. 


Le  théorème  que  nous  nous  proposons  de  démontrer 
est  le  suivant  : 

Si  trois  coniques  sont  deux  à  deux  bitangentes  à  un 
même  cercle,  leurs  cordes  comnnines  concourent  trois  à 
trois  en  un  même  point. 

C'est  la  généralisation  d'un  curieux  théorème  énoncé, 
pour  le  cas  de  trois  coniques  confocales  deux  à  deux, 
par  M.  Emile  Lemoine  [Nouvelles  Annales,  t.  XI, 
p.  143 -,  t.  XIII,  p.  487).  Désignons  par  x,  )^,  z  les  puis- 
sances d'un  point  quelconque  du  plan  par  rapport  aux 
trois  cercles;  les  équations  des  trois  coniques  bitan- 
gentes à  deux  des  trois  cercles  sont 

^j  H-  sjz  -=-~  la,      sjz  -\-  \f.T  =  2b,      \Ij:  -4-  \Jy  =  ic, 
Ànn.  de  Mathëmnt.,   2*  série,  t.  XIX  (Septembre   iRSo).         50 
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rt,  />,  c  ayant  des  signes  quelconques.  Les  deux  dernières 
équations  s'écrivent 

{x  —  z-h  ^b']-=i6b''x      et      (.r  —  r  H- 4<"')'=i6c'j:; 

divisons  membre  à  membre  et  extrayons  la  racine  car- 
rée :  nous  obtenons,  pour  l'une  des  cordes  d'intersection 
des  deux  coniques,  l'équation 

c[.x  —  z -h  4^')  =  ^{-^  —  y  -^  4^'^- 

Par  permutation  circulaire,  on  obtient  les  équations 
des  autres  sécantes  communes.  Celles-ci  sont  vérifiées 
par  les  coordonnées  du  point  qui  se  trouve  à  l'intersec- 
tion de  trois  parallèles  aux  axes  radicaux  des  trois  cer- 
cles pris  deux  à  deux,  déterminées  par 

a:  — j  =:  ^c{b  —  a], 

y  —  z  —  ^a[c—  b], 

z  —  .r  =  4  ^  (  '^  —  ^  ;  • 

La  symétrie  de  ces  formules  démontre  le  théorème  en 

question. 

En  éliminant  le  terme  tout  connu  entre  deux  des 
équations  des  cordes,  on  obtient 

ax[b  —  c)  -t-  by[c  —  a)  -'t-  cz[a  —  è)  — -  o  ; 

c'est  l'équation  de  la  droite  qui  joint  le  centre  radical 
des  trois  cercles  au  point  de  concours  des  sécantes  com- 
munes. Si  l'on  change  le  signe  de  fl,  de  h  ou  de  c,  on 
obtient  les  trois  autres  points  de  concours. 

Remarque .  —  En  général,  toute  transformation  ana- 
lytique donne  lieu  à  des  théorèmes  difïérents  lorsque 
l'on  remplace  les  éléments  choisis  pour  système  de  coor- 
données par  d'autres.  Ainsi,  dans  le  cas  présent,  si  a:, 
y,  z  désignent  les  distances  d'un  point  aux  trois  côtés 
d'un  triangle,  les  transformations  analytiques  précé- 
dentes démontrent  ce  théorème  : 


(  4o3  ) 
Si  trois  paraboles  sont  tangentes  à  deux  des  trois  cô- 
tés d'un  triangle  et  ont  respectivement  pour  axes  trois 
droites  concourantes  partant  des  sommets  du  triangle, 
leurs  cordes  communes  concourent  trois  à  trois  en  un 
même  point. 


SOLITIOX  DES  EXERCICES  SIR  LE  TÉTRAÈDRE 
PROPOSÉS  PAR  M.  GEKTY 

(  voir  ?.'  série,  t.  XVII,  p.  221  1  ; 

Par  m.  CHÉFIK-BEY  (du  Caire). 


1.  Si  dans  un  tétraèdre  les  arêtes  opposées  sont 
égales,  on  peut  dire  que  ce  tétraèdre  est  isoscèle.  Les 
quatre  faces  d'un  pareil  tétraèdre  sont  égales. 

En  effet,  soit  SABC  le  tétraèdre.  Je  dis  que,  par 
exemple,  la  face  SAB  est  égale  à  la  face  ABC.  Eu  effet, 
AB  est  commun,  AC  =  SB  et  BC  =  SA  d'après  l'hypo- 
ihèse. 

2.  Soient  a^i  b^  c  les  côtés  de  l'un  de  ces  triangles , 
A,  B,  C  les  angles.  Soient  de  plus  a,  |5,  y  les  médianes 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  a,  b,  c  aux  milieux 
des  côtés  opposés  du  tétraèdre.  On  a 

Désignons  par  M  et  N  les  milieux  de  SB  et  de  AC  5 


._*'- 

c'—  a^ 

2 

rs—  b- 
2 

^,1  — 

b^~c' 

r  4o4  ) 

MN  esl  une  médiane  du  triangle  AMC,  et  l'on  a 


Or 


m]n'=  P'  =  --  U^i  —  Mc'  —  -  fA 


AM    =  -  (  rt'-'  -r-  c' //'  I  5 


2 


Mc'  =  -  L'+c'— liM, 


donc 


2    \  2 

n-  -^  c^  —  b- 


On  trouverait  de  même  a^  et  y-. 

Ajoutant  deux  à  deux  a",  S^  et  y^,  on  trouve 

C.    Q.     F.    D. 

3.  Les  médianes  sont  en  même  temps  les  plus  courtes 
distances  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  et  forment 
un  trièdre  trirectangle. 

Des  valeurs  de  AM  et  MC  il  résuite  que  le  triangle 
AMC  est  isoscèle;MN  est  donc  perpendiculaire  sur  AC. 
On  verrait  de  même  que  MN  est  perpendiculaire  sur  SB 5 
donc  MN  est  la  plus  courte  distance  de  AC  et  de  SB. 

Soient  P  et  Q  les  milieux  de  SC  et  AB.  On  voit 
([ue 

MP  =  -  BC  =  -  AS  =  MO  =  PN  =r  ON, 

22 

et  MP  est  parallèle  à  QN.  Par  conséquent,   MPNQ  est 
un  losange,  et  MN,  PQ  se  coupent  à  angle  droit. 

On  démontrerait  de  la  même  manière,  en  désignant 
par  V,  Pv  les  milieux  de  SA,  BC,  que  ^R  et  PQ  sont 
perpendiculaires,  ainsi  que  MN  et  VB.  Donc  les  mé- 
dianes forment  un  trièdre  trireetangle. 


(  4o5  ) 
4.   Les   angles    dièdres    opposés  du  tétraèdre   sont 
égaux  deux  à  deux,  et,  si  o,  6,  Q  sont  les  angles  dièdres 
qui  ont  pour  arêtes  les  cotés  a,  h^  c,  on  a 


et  par  suite 


sinç       s\n-ii       sin  5 
a  ù  c 

si  no        sin-^  _  sinô 


sinA       sinB       sinC 


Je  mène  par  AC,  SB  les  plans  AKC  et  SLB,  perpendi- 
culaires à  SB  et  AC.  Les  triangles  ACK,  SLB  sont  égaux; 
cela  résulte  de  Légalité  des  triangles  SCB,  SAC  et  des 
côtés  SB  et  AC.  Les  angles  K  et  L  qui  mesurent  les 
dièdres  SB  et  AC  sont  donc  égaux. 

Par  le  sommet  S,  je  mène  des  plans  perpendiculaires 
aux  arêtes  opposées.  Soient  G  le  point  où  leur  intersec- 
tion perce  la  base  ABC  et  D,  E,  Fies  points  où  ils  coupent 
les  arêtes  BC,  AB,  AC. 

On  a 

SG  -■  SD  sinSDG     et     SG  -  SE  sinSEG. 
Mais 

SD  =  SBsinSBC,     SE  =  SB  sinSBA; 
donc 

sin  SBC  sin  SDG  =^  sin  SEG  sin  SBA 
ou 

sinC  sin-j  --  ■  sin  A  sinO, 

et,  par  conséquent, 


Or 
donc 


sintp 

sin  9 

sin\J; 

sin  A 

sinC 

sinB 

sin  A 

= 

sinB 

sinC 

a 

c 

sinq) 

sin  9 

sini!/ 

— 

; 

~     b 

a 

C 

(  4o6  ) 
5.   Si  V  est  le  volume  du  tétraèdre,  on  a 

3  ' 
on  a  aussi 

ah 


V=  -^- v'cosAcosB  cosC. 

Je  construis  sur  les  arêtes  SA,  SB,  SC   un  parallélé- 
pipède 5  son  volume  sera  donné  par  la  formule  connue 


.ahc^l 


.    Ah-B  +  C    .    A  +  B  — C    .    A  +  G  — B    .    B  +  C  — A 

sni sm sm sin 


Si  l'on  remarque  que  le  tétraèdre  est  le  sixième  de  ce 

solide  et  que  A  H-  B  -H  C  =3  180",  ou  trouve,  tout  calcul 

fait, 

abc 


y  =  ——  ^cosAcosB  cosC. 


c.    Q.    F.    D. 


Si  nous  remplaçons  dans  cette  expression  cosA,  cosB, 

cosLpar — — — j      ■      et -, »    il 

'■  2.UC  lac  lab 

vient,  en  tenant  compte  des  formules  du  n°  2, 

3 

c.    Q.    F.  D. 

6.  Si  s  est  l'aire  d' une  des  faces  du  tétraèdre,  on  a 

S  = » 

2 

et  on  a  donc 

[n  -\-  b  -^  c][a  +  b  —  c)[a  -hc  —  b][b  -\-  c  —  a) 


i  4o7  ) 
On  sait  que 

S  =  j\!  n  -h  h  -i-  c):  a  -h  b  —  c  j  [b  -h  c  —  a)  [a  -h  c  —  b), 

qui  devient,  en  élevant  au  carré, 

i6S-  =  r  «-+-c''—  b'][-2ac—  [a'-^-c^—  b')], 

et,  effectuant  les  calculs  dans  le  premier  crochet,   on 
trouve 

i6S'=:  4'"^'^' —  '.d'  —  c-  —  b^  y 
ou  bien 

c'est-à-dire 


C.    Q.  F.    D. 

F^galant  la  première  valeur  de  S  et  celle-ci,  on  obtient 

:  «  -f--  b  +  c   !  a  --  b  —  c](  a  -]-  c  —  b)    b  ~h  c  —  a) 


c.    Q.   F.   D. 


7.  Le  point  d'intersection  des  médianes ,  qui  est  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre,  est  en  même  temps  le 
centre  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

Soit  H  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC.  Joignons 
SH.  Je  dis  que  cette  droite  rencontre  MN  au  point  O  et 

que  OH  =  -j  SH,  ce  qui  veut  dire  que  O  est  le  centre  de 

gravité  de  SABC. 

En  effet,  menons  de  M  une  parallèle  à  SH  ;  soiti  son 

point  de  rencontre  avec  NHB.  Nous  aurons  BI  =  IH  et 

par  conséquent  =  NH. 

Donc 

MO  =  NO.  c.  Q.    F.    D. 


(  4o8  ) 
On  a  de  même 


MI  =  -  SH     et     OH  =  -  .MI, 

2  2 


par  conséquent, 


OH  =  yAH. 

4 


Le  point  O  est  donc  bien  le  centre  de  gravité  de  la  py- 
ramide, c.  Q.  F.  D. 
On  a  vu  que 

MA  =  -MC     et     JNA  =  NC; 
il  en  résulte 

OA  =  OC. 
De  même, 

OS  =  OB. 

Donc  O  est  le  centre  de  la  sphère  circonscrite. 

c.   Q.   F.  D. 

Soient  K  et  T  les  projections  de  O  sur  les  faces  ABC, 
SBC;  elles  sontles  centres  des  cercles  circonscrits  à  ces 
deux  faces;  par  suite,  KQ,  TP  sont  perpendiculaires  sur 

AB  et  se,  et  l'on  a 

KQ  =  TP. 
Mais 

OQ  =  OP; 

les  triangles  rectangles  OKQ,  OTP  sont  donc  égaux  ; 

dès  lors 

OK  =  OT. 

Le  point  O  est  donc  également  distant  des  quatre  faces 
du  tétraèdre.  c.  q.  f.  d. 

On  a,  pour  le  rayon  de  la  splière  circonscrite, 

/^=ôc'=ônVcn\ 

Mais 

ON  =  -5     et     CN  —  -^, 

2  '  2 


4o9 
donc 


OU,  en  reuiplaçanl  b^  par  a'-l-  7^, 


r^: 


Kemplaçant  o"  par  • — 5  il  vient 

<7-  -h   h'  -+-   r' 


De  même,  pour  le  rayon  de  la  sphère  inscrite, 

R^=6k'=0C'— KC'; 
KC  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ABC,  on  a 


-^-w 

et  par  suite 

■R2 —   r- 

^  -  '        i6S=  ' 

ou  bien 

R'-''' 

+  s-^- 

4_y2         fa'-4-  S')^a'-t-7'U32./5\ 

4 

4(a^p--+-a-7=  +  ;3''/^; 

et,  réduisant, 

R'- 

c^p^-f 

On  lire  des  formules  du  n°  o 

a^p-'/'^  a^b-c-  cosA  cosBcosC, 

et,  en  vertu  de  cette  égalité  et  de  Ja  deuxième  du  11°  6, 
la  dernière  formule  devient 

rt'è='r'cosA  coslîcosC 

•  a  -i-  b  -i-  c)  (a  -'-  b  —  c  1  ^  a  -f-  c  —  b   [b  -f-  c  —  a 


(  4io  ) 

8.  Tous  les  angles  pians  d'un  tétraèdre  isoscèle  sont 
nécessairement  aigus. 

Cela  résulte  de  la  formule 

ahc    I 

V  =  — —  y  cos  AcosBcosC. 
6 

9.  Si  l'on  désigne  par  P  la  puissance  d'un  sommet 
du  tétraèdre  par  rapport  à  la  sphère  inscrite,  on  a 

[a  -\-  b  -^  c]\^b  ^  c  —  a)[c  -\-  a  —  b  ]  i  a  -i-  b  —  c  j 

(|3^-^7')(7'-:-a=]f.'--S--'] 


41  (^'7'"'+  7'a^-t-  «Ti') 
Je  considère  le  sommet  S;  sa  puissance  par  rapport  à 
la  sphère  inscrite  est 

P  — SÔ'— R' 
ou 

qui  devient,  en  vertu  des  valeurs  précédentes, 

C.    Q.    F.   D. 

En  transformant  cette  expression  au  moyen  des  for- 
mules des  n"^  2  et  6,  on  trouve 

a'-b''c'' 

p  :;:2 • 

[a  -t-  b  -h  c)  [a  ^  b  —  c)(6-t-c  —  a  j[a  -\-  c  —  b] 

c.   Q.    F.   D. 

Remarques.  —  I.  La  première  formule  du  n"  4  est  un 
cas  particulier  du  théorème  suivant  : 

Dans  tout  tétraèdre,  le  rapport  des  produits  des 
arêtes  opposées  est  égal  à  celui  des  produits  des  sinus 
des  dièdres  correspondants. 


(  4'i  ) 

IL   En  divisant  membre  à  membre  les  égalités 


v  =  ïjt 


S  =  '■ '■ ! 


et  en  désignant  par  7?  la  hauteur  du  tétraèdre,  on  trouve 

/i  =  4R. 

Il  en  résulte  que  la  droite  SOH  est  la  hauteur  du  té- 
traèdre. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  J.  Griess,  maître  répétiteur  au 
lycée  d'Alger;  P.  Barbarin,  professeur  au  lycée  de^Nice;  E.  Fauquein- 
bergue,  niaitre  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin,  et  J.  Chambon,  a 
Vierzon. 


QIIESTIOIVS  PROPOSEES  PAR  M.  II.  FAIRE 

(voir  2*  série,  t.  XIV,  p.  i;9  ",  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 


I.  Une  surface  de.  second  degré  étant  cotij)ée  par  un 
plan  P,  désignons  par  D  le  diamètre  parallèle  à  la 
tangente  en  un  point  quelconque  de  la  section^  par  p  la 
distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangent  en  ce 
point  et  par  a  l'angle  que  forme  ce  plan  tangent  avec 
le  plan  P. 

1°  Pour  tout  point  de  la  section, 

pD 

- —  =  const. 
sma 

a"  La  constante  conserve  la  même  valeur  lorsque  le 


(  4i2  ) 

plan  P  roule  sur  une  surjace  homofocale  à  In  surface 
donnée. 

1°  Soient 

r'i  v2  ■»» 

(■)  i-^  +  c  =  - 

l'équalion  de  la  surface  et 

(2]  <7.r  —  h  Y  -t-  es  =  rf 

celle  du  plan  sécant,  d  étant  la  distance  du  centre  de  la 
surface  à  ce  plan,  et  «,  ^,  c  les  cosinus  des  angles  que  la 
normale  au  plan  fait  avec  les  axes. 

Les  coordonnées  des  extrémités  du  diamètre  parallèle 
à  la  tangente  au  point  [x,j,  z)  de  la  section  sont  don- 
nées par  les  équations 

X=       Y^       Z^ 

flX-+-^Y-t-fZ  =  o, 
X  cos).  -i-  Y  cosy.  -h  Z  cosv  =  o, 

^,  ^,  V  étant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale 
à  la  section  au  point  considéré. 
On  en  tire 

f  h  cnsv  —  r  cos  '/^' 

X»^  — ———— 

[h  cosv  —  r  cos  '.'.  -    c  ros^  —  a  cosvV'    [a  cos  tx  —  h  cos)  1» 


Y=== 


B 

{ c  cos).  —  a  cosv  ' 


(6cosv  —  ccosy-l^       (ccos^  —  «cosvl*       (rtcospi — AcosX)* 

■ : H 


Z'=: 


B 
[a  cosu.  —  b  cosX)' 


(hcnfi-j  —  ccosfil'         c  ros).  —  «cosvi'        f<7COSu. —  Aco«> 
A  ^  B  '  C 


(4i3  ) 
et  par  suiie 

_  z=  X'  4-  Y'  +  Z' 


(  a  cos  u. 

— 

bcos\Y 

_j_ 

l'ccos). 

— 

a  cosv) 

'4- 

f  b  cosv 

— 

ccosu'i' 

[b  cosv  - 

— 

c cos  a   ' 

(ccosX 

— 

a cosvr 

(«ces  p. 

— 

b  cos  A  1  -' 

A 

sin' 

'a 

C 

{/-(COSV  —  ccosai^        iccosA  —  rt  cosvr         a  cos  a  —  /v  cos  ai- 

X -^ D + -c ^ 

Or, 

.r  y  z 

cosX=p  — »      cos,u.^=ip  —  i      cosv=-/j— » 
^  A  '        ^   B  '  C 

en  reniplaçanl  cosX,  cosu,  cosv  par  leurs  valeurs,  et 
multipliant  haut  et  bas  dans  le  second  membre  par 
A'  B^  C-,  on  a 


\  Zisin-a 
(3)r  A=B=C' 


\  i\\^Bi>x — L.cyr-\-  ïî\(^c.i:  —  A«z--i-  CiArt^-  —  ^ôxf 

On  tire  de  réquation  (2) 

d  —  b  y  —  cz 

.r  = î 

a 

et,  en  reportant  celte  valeur  dans  Téquation  (i),  il  vient 

C(Afl'-+-BZ'-)/^—  iBCbîd—  cz]y 

4-  B  ;Aa--4-  Cc'jG^—  iBCcdz  +  BC{d'—  Ca')  =0, 

d'où 

_BCab[d—cz)àliiR 

^  "       Crt{A«'-+-BA 'Y~ ' 

_  ACa=(f/—  cz]  qzbR 

^~       Crt(A«M^B^^)~* 

En  portant  ces  valeurs  de  or  et   )  dans  la  relation  (3), 


(  4i4  ) 

z  disparaît,  et  l'on  a 

(4) 

ou 

p\  _ 

sinx       ~  V   A«'-;-B6'+ Ce'— rf' 

valeur  constante. 
oP  Soit 

'—     +   ■— 7    -f-   —    =    I 

A'       B'  C 


/?'D' 

ABC 

4  sin^a 

"  Aa^-j-BZ^^-f-Cc' 

-^'' 

D 

_  —  0  t 

/                    ABC 

rcqualion  d'une  surface  boinofocale  à  !a  surface  (i). 
On  a  la  relation 

A—  A'^B  — B'=C— C. 

L'équation  du  plan  langent  à  cette  surface  est 

X  X       Y  r       Z  z 

On  identifiera  ce  plan  avec  le  plan  (2)  en  posant 

dx  dy  dz 

'7=— ;>       o  =  ~>      c  =z  —- 

M  B'  C 

et 

d=  '  -. 


La  relation  :'3)  devient  alors 

p'W  _  ABC 

^  f/M  A h  B  •-  4-  C  —  —  I  1 

V     A^  B"  C'^  / 

/'  ■^'        J' 


A^C  ^^,,    ,    j^,,    .    ^,,^.  ^p^ 


A  — A 


(  4i5 

ou 


sina  V  A  — A' 


Donc   la  constante  ne  change  pas  quand   le  plan  P 
roule  sur  une  surface  homofocale  à  la  surface  donnée. 

II.  On  donne  trois  surfaces  du  second  degré  homo- 
focales.  Une  droite  t  touchant  les  deux  premières  coupe 
la  troisième  A  au  point  a.  Si  le  plan  tangent  au  point  a 
rencontre  au  point  ni  la  parallèle  Oin  menée  à  t  par  le 
centre  O  de  A ,  O m  a  une  longueur  constante  quelle  que 
soit  la  dioile  t. 

Soient 

r  +  F  +  cr  =  '> 

a:'        y-        a- 

les  équations  des  trois  surfaces,  avec  les  relations 

\  A— A  z=B— B  —C—C=k 

^    '  (   A"— A'  =  B"—B'  =  C"--C' =/?•', 

exprimant  qu'elles  sont  homofocales. 

Soient 

X  =  mz-l-  p, 

y  —  nz-^q 

les  équations  de  la  droite  e.  Les  conditions  pour  qu'elle 
touche  les  deux  premières  surfaces  sont  exprimées  par 

A  7'  +  B  />=  +  C  (  mq  —  npY  =  B  C  w'  +  A  C  «'  -{-  AB, 
A'<y'-h  B>'-+-  C'(/W7  —  «/^]2r=  B'C'w'-4-  A'C'/?'H- A'B'. 

Les  coordonnées  de  ses  intersections  avec  la  troisième 


sont 


Ji 
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A"'.C"m'p  —  C'mnq  -\-  B"//  ±  wR 
B   G"  m-  -n-  a"  L"  fi-  -T-  A"  iJ 

B''(G''m'<7  —  C mnp  -^ k!' q  ±nR 
b"  C"/;^^  -f-  A"  C"/^^  +  A"  B"  ' 

—  C"  [  B"  w/j  -^  A"  nq  )  ±1 R 


B"G  "  m  -  -^  A"  C"  /i'  —  A"  B" 
en  posant,  pour  abréger, 


R  =  v''A"B"C"[B"C"w'-^A"C"«-r-A"B"—  A."q'—ii"p'—C"[inq  —  npi'\. 

L'équation   du   plan    tangent  à    la   troisième  surface 
au  point  [x,y^  z)  est 

et  celles  de  la  parallèle  à  s  menée  par  le  centre  sont 
X  =  mZ, 
Y  —  «Z. 

On  en  déduit  les  coordonnées  du  point  m  d'intersection 


Z. 


A"   "^  B"     '    G" 


JHXf  II  )  1  Z, 

Â^  ^  Ir  "^  G" 


A"    ^    B"         G" 


d'où 


0/«   =X;+y=  H-Z? 
m' H-  //=-4-  I 


_  A"'B"=C"'(w^H-«*4-i) 

"~  ^  B"  G"  ///  .T-,  -i-  A"  G"  ny,  ^  A"  B"  f  ' 
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c[,  cil  rcniplaçanl  .l'i,  }  i,  ^i  par  leurs  valeurs, 

Oni    = 


B"C"m'-r-  A"  C"/^■'  -h  A"  E"  —  M'cf  —  Wp"-—  C  "  [inq  —np  Y 
Posons 
Wa'tn-^  M'C'n-^  k"  B"—  X"cf—  B>'  —  C"  mq  —  np-'-  =  S  ; 
si  l'on  résout  les  Irois  équations 

\  7'H-B  /^M-C  [mq  —  npY  :r=:E  C  «r-i-A  C  «--fA  B, 
A'  7'--{-B'/^'-^  C  fw7-  «//  =  — B'  C  w-^A'  C  «'-!-A'  B', 
A"7'-f-BV-^ C"  wy  —  /7/,  =  ^ B"C" w^-T-A"C"«=  +  A"B"  —  S, 

par  rapport  aux  variables  r/",  jr  et  [mq  —  ^^p)'-,  Ii^  ^^^ 
terminant 


ABC 
A'      B'      C 

A"     B"     C" 


ABC 

k      k      k 
k'     /.'     k" 


=  kk' 


ABC 
I  I  I 
I       I      I 


donc,  puistjue  p',  q-  et  [inq  —  np  )-  admettent  des  va- 
leurs dillérentes  de  zéro,  il  faut  que  les  numérateurs 
soient  nuls,  et  par  suite  (|ue  le  déterminant 


A        B       BCw^      —  AC«'      -hAB 
A'      B'      B'C'nr   -h  A' C  n'   -r-  A'B' 

A"     B"     B"  C"  m-  -h  A"  C"  n'  H-  A"  B"  -  S 


=  o, 


d'où  Ton  tire 

S  i  AB'—  BA')  =  ( BC/«=+  AC«^+  AB)  (A'B"—  B'A"  ) 

—  (  B'  C  m^  -^  A'  C'  «'  +  A'  B'  )  (  AB"  —  B  A"  ) 
-{-  (  B"C"  m^  -^  A"  C"  n'  +  A"  B"  )  (  AB'  -  B  A'  ) 

et,  en  simplifiant  au  moyen  des  lelations  («j, 

S  =  (  /?-  ^-  k'  )  k'  (  m'  +  «  +  !)  =  (A"  — A  j  ;  A"—  A'  )[m- -i-n^ -r-i). 
Ânn.  de  Mathéniai.,  1^ iàrie,  t.  XIX.  (Septembre  1880.)       "2^ 
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La  valeur  de  Oui    tlevioil  donc 

A"B"C" 


Om 


(A"  — Aj(A"— A' 
OU 


V  (A"- A)  (A"  — A' 


valeur  constat] le. 


c.    Q.    F.    D. 


III.  Pa?'  un  point  d'une  surface  du  second  degré,  on 
mène  trois  plans  rectangulaires  A,  B,  C.  Si  l'on  dé- 
signe para^^^y  les  rayons  de  courbure  des  trois  sections 
en  ce  point,  et  par  T  le  plan  tangent  en  ce  même  point , 

sin^TA       sin^TB        sin^TC 

^ 7. — -H =const.       ', 

a  [i  7 

Prenons  les  trois  plans  sécants  pour  plans  des  coor- 
données, et  soit 

A:r.-=-f-A'j^-+- A"z--f-  aBjz  +  iW zx -^ -x'Q" xy 

+  o-Cx  -h^C'j  -f-  aC'z  =:  o 

l'équation  de  la  surface. 

Celle  du  plan  tangent  à  l'origine  est 

Q.x-\-ax^C"z-^o. 

Les  sinus  des  angles  que  ce  plan  fait  avec  les  trois 
plans  A,  B,  C  sont  respectivement 

En  faisant  z  =  o  dans  Téquation  de  la  surface,  on  a 
A:r^-^-  A'.y  --T-  2B"xj  -r-  aC.»-  -- iC  y  =  o, 
équation  de  la  section  faite  par  le  plan  A. 

(')  C'est  par  erreur  que  dans  l'énoncé  les  exposants  des  sinus  ont  été 
affectés  du  signe  — . 
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On  en  déduit,  pour  .r  =  o,  y  -—  o, 


dx 

C 

d\y 

dx^  ' 

'X 

B"CG' 

(AC'  =  -uA'C^'^ 

Q'3 

j 

el 

par  suite 

d.r' 

)     _ 

(G' 

,^c-r 

d^Y 

C  ■' 

1  AC- 

-r- 

A  c— 5li"CC 

dx' 

siri3 
a 

AT 

AC 

'^  +  A 

'c; 

'  — 2B"CC' 

iC-'-i- 

c 

'^C"^)^ 

Ou  tiouv 

e  de  menu; 

sin^BT 

A( 

y: .. 

-A"C 

! 

aB'CC" 

P 

(C^ 

--  C'  = 

-f- 

ç>.:y 

sIn'CT 

A 

C"^- 

-:-A"C'- 

-aBC'C" 

7  (C-^-C'^^-C"=')' 

Par  suite, 

r       sin^BT       sin^CT 

~Y~  "^       y 

A-f-A'^A^^)(C^-!-C'^-i-C"^'  — (AC'-4-A'C'^+A^T"--F-9.BC'C^^-^2B'CG'^-:-2  B"GC'  ) 

(GM-G'--;-G"*)"'' 

On    sait    que,    dans    la   transforinaliou   orthogonale, 

A-f- A'-h  A'' et  C=-|- C'--;-C'^  sont   des  invariants-,  il 
faut  vérifier  que 

AC'-:-A'  G'-— A"  G"'--  aBC  C"+  2B'  CC"-^  2B"CC' 

est  aussi  un  invariant. 

Les  formules  de  transformation  pour  passer  d'un  sys- 
tème d'axes   rcclaugulaircs   à  un  autre  système  d'axes 


rectangulaires  sont 


X  rrr  ax  -i~  a  y  -  -  n  z \ 

y  :rzz  bx  -!-  b' y  -.-  h" z  , 
z  =r  ar  —-  c' y'  -\-  c" z\ 
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avec  les  relations  coniuies 


«' -^  A'  -r  f ^  =r  1 ,     lia' -'- bh'  -^  ce'    =o, 

j      > 

J   «■•'-i-tf''H-«'  =  =  i,     ab  ~a'b'~a"b"=o. 


En  dislinguant  parliiuliec  i  les  coeiricienls  de  l'equa- 
lioii  transfonuée,  on  a 

A,  =  Aa=  -^A'i2  -;-AV  —  oB/^c     — sB'^c     -i- iB"rtA, 
A',i=Afl'  =  -rA'i!''^-r-A"f=-^2R^'t'  ^2BV/'c'  ^2B"a'Z'', 
A",  =  Afl"^+A'^'"=4-AV'=+2Bi"r"-r-2B'«V'-^  2B'V^.", 

B,  =  kaa"-^k!b'b"-\-M'cc" 

-^^[b' d' -^c  h''  —V; [c  a" ^a' c'')-\-V,''[(i: b'' ^b' a"), 

^\  =  kaa"-^k'bb"-^k"cc" 

+  B  \bc"—cb"  ^B'  ca" -^ac" \—'^"  ab" -^ba"), 
"&[=  kaa' -^ k' bb' -^  k"cc' 

^B'J>c' -i-cb'j-hB' ica' -h ac']-i-B"  ab' -T-ba'), 

C,  =C«  -\-C'b  ^C'c, 
C\=Ca'  -^Cb'  —C"c\ 

c';  =  Cû"^c'i"4-cv', 


d'où 


C;  =C'«'-^C'=é=-l-C"V+2CC'/^/)^-2CC"rtf +  200"/^, 

c7=cvr'  +  . . ., 


C.C,  =C'art'  +  C'=A//-i-C"^r6-' 


ce:  =  c'flfl"  -i- . . . , 


C',C".  =  C'a'û"- 


Au  moyeu  de  ees  valeurs,  et  en  ayant  égard  aux  rela- 
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lions  (a),  on  véiifie  que 

A,  +  A',  +A",  =A  -}-A'-l-A", 
C  =  +  C',M- C  ;  =  C=  +  G'=  ^  C"% 
A.C ;  +  A',  C',=  4-  A"  G"/  -h  2  B, C',  G"  +  2  B'.  C,C",  +  2  B",  C,  C, 
=  AG=  ^A'C''+A"C"'+2BC'G"  +2B'GC"  -;-2B"CG'. 

Celte  fonction  des  coeflîcients  est  donc  aussi  un  inva- 
riant, ce  qui  démontre  le  théorème. 


SIR  QDELOIES  LETTRES  INÉDITES  DE  lAGRANGE 
PtBLIÉES  PAR  M.  BALTIIASAR  BOXCOHPAGXI; 


Notice  historique  lue  à  l'Académie   royale  des  Sciences  physiques 
et  niathéuiatiques  de  I\'aj)les.  dans  sa  séance  du  5  juin  1880. 

Par  m.  Gilbert  GOVI. 
Tradiite  de  l'italien  par  m.  Aristide  MARRE. 


Tous  les  hommes  d'étude  savent  comment  de 
Bahliasar  Boncoj?tpaqni,  après  s'être  adonné  aux  Mathé- 
matiques et  "V  avoir  laissé  des  traces  durahles,  s'est 
dévoué  tout  entier  à  la  recherche  et  à  la  puhlicaiion  des 
documents  qui  se  rapportent  à  l'histoire  de  la  science 
qui  a  sa  prédilection.  Fatigues,  dépenses,  sacrifices,  rien 
ne  lui  parait  lourd  quand  il  s'agit  de  faire  progresser 
nos  connaissances  dans  cette  branche  de  l'Histoire  ^  il  a 
cniiclii  les  bililiothèques  di;  ses  publications  sur  ce 
sujet,  et  son  Biillettino  di  hihliogrnfia  e  di  stoiia  délie 
Scienze  inatcvuitiche  e  fîsiche  a  pendant  douze  ans 
stimulé  et  satisfait  la  curiosité  des  mathématiciens  éru- 
dits.  Certes  ils  déploreront  tous  la  cessation  de  ce  pré- 
cieux   Recueil.    Impartial,    le    prince    lîoncompagni    a 
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cherché  partolU  ce  qui  pouvait  se  rapporter  à  ses  études, 
mais  son  cœur  d'Italien  l'a  fait  choisir  de  préférence  tout 
ce  qui  pouvait  tourner  à  Ja  plus  grande  gloire  de  notre 
pays.  Ainsi,  après  ses  importants  travaux  sur  les  écrits 
de  Pacioli,Fibonacci,  elc.,il  s'est  mis  à  recueillir  tout  ce 
quMI  a  pu  découviir  de  notre  illustre  Lagrange  ;  et  c'est 
le  fruit  de  ces  recherches,  et  de  quelques  autres  relatives 
à  des  mathématiciens  étrangers,  que  j'ai  1  honneur  d'of- 
frir aujourd'hui  de  sa  part  à  notre  Académie. 

Ces  publications  ont  presque  l'importance  de  manu- 
scrits originaux,  car  pourla  plupart  elles  sont  des  repro- 
ductions photolithographiques,  tirées  à  un  très  petit 
nombre  d'exemplaires, 

La  photolithographie  de  onze  lettres  autographes  de 
Lagrange,  entre  autres,  sera  sans  doute  accueillie  avec 
la  plus  grande  faveur  par  tous  ceux  qui  cultivent  les 
sciences  mathématiques.  Ces  lettres,  dont  les  originaux 
se  trouvent  à  Pétersbourg,  dans  les  Archives  de  la  salle 
des  Conférences  de  l'Académie  impériale  des  Sciences,  fu- 
rent signalées  au  prince  Boncompagni  par  feu  le  pro- 
fesseur Joseph  Somoir,  en  1871.  Elles  vont  du  28  juin 
1754  au  28  octobre  1762;  la  première  fut  écrite  par 
Lagrange  à  l'âge  de  dix-huit  ans,  la  dernière  à  près  de 
vingt-sept  ans  (il  est  né  le  25  janvier  1736). 

La  première  de  ces  lettres,  qui  est  du  28  juin  1754 
l^/[° Kalend .  J iilii)j  reproduit  la  série  exprimant  les  dillé- 
rentielles  et  les  intégrales  successives  d'un  produit,  série 
que,  dès  le  2^  juin  de  cette  même  année,  Lagrange  avait 
envoyée  au  comte  Toschi  di  Fagnano.  Hieii  que  la  date 
de  Tannée  manque  dans  la  lettre  à  Euler,  le  post-scrip- 
lum  dans  lequel  Lagrange  paile  à  son  illustre  corres- 
pondant de  la  mort  de  Christian  Wollf,  mort  arrivée  à 
Halle  le  19  avril  1754,  lui  assigne  indubitablement  pour 
date  celte  même  année.  Lagrange  avait  alors  dix-huit  ans 
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à  peine.  Dans  cette  lettre  Lagrange  demande  à  Euler  si  la 
série  qu'il  a  trouvée  ne  serait  point,  par  hasard,  la  même 
(il  reconnut  depuis  qu'elle  l'était  en  effet)  que  celle  don- 
née déjà  par  Leibniiz  pour  la  valeur  de  fjdx,  et  montre 
ainsi,  en  même  temps,  l'extrême  pénétration  de  son 
génie  analytique,  et  l'ingénuité  et  la  modestie  de  son  ca- 
lactère. 

Dans  la  septième  lettre  de  ce  Recueil,  écrite  de  Turin  le 
24  novembre  1759,  Lagrange  dit  à  Euler  : 

«  Je  suis  parfaitement  d'accord  avec  vous,  Monsieur  : 
les  vraies  lois  de  la  propagation  du  son  dépendent 
de  la  considération  d  une  tiiple  dimension  dans  l'air,  et 
c'est  de  là  qu'on  doit  aussi  tirer  la  théorie  de  la  diminu- 
tion du  son  ;  car,  en  ne  regardant  qu'une  ligne  physique, 
il  est  tout  naturel,  et  le  calcul  le  montre  aussi,  que  la 
force  du  son  ne  doit  souffrir  d'elle-même  aucune  dimi- 
nution ;  je  doute  (jue  la  proportion  connue  de  la  diminu- 
tion en  raison  inverse  des  quarrés  des  distances  soit  assez 
exacte,  mais  ce  n'est  que  par  un  calcul  tout  à  fait  rigou- 
reux qu'on  pourra  s'en  assurer,    d 

Lagrange  revint  plus  d'une  fois  sur  cette  question  de 
la  propagation  du  son,  comme  on  peut  le  voir  dans  les 
Volumes  des  Miscellanea  Taiirineiisia,  tantôt  se  trou- 
vantpleinementd'accord  avec  Euler,  tantôt  s'en  éloignant 
quelque  peu.  Il  y  revint  dans  sa  correspondance  avec 
Euler  lui- môme,  et  dans  sa  neuvième  lettre,  datée 
de  Turin  le  i'^'"  mars  1760,  le  jeune  géomètre  en  écrit 
ainsi  à  l'illustre  directeur  de  l'Académie  de  Berlin  : 

«  11  n'y  a  de  dillércnce  entre  vos  résultats  cl  les  miens 
qu'en  ce  qui  regarde  l'aliaiblissement  des  ébranlements, 
dont  vous  faites  diminuer  la  force  en  raison  inverse  des 
distances,  lorsqu'elles  sont  assez  grandes ('),  au  lieu  que 

(')  Dans  le  second  \'olunie  des  MiicclLincu  Tuuriiuiisia  (ijGo-i^Gi) 
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celte  raison  si;  trouve,  selon  mes  calculs,  toujours  Tin- 
verse  des  quarrés  des  distances;  mais  c'est  une  méprise 
que  j'ai  reconnue   ensuite    et    dans  la(|uelle  je   n'ai  été 
entraîné  qu'eu  considérant  l'équation  intégrale 


-/ 


Xtf'  (x  -^  t  \[c] 


qui  m'était  d'abord  résultée,  sans  y  donner  l'attention 
nécessaire.   » 

La  rectification  de  la  méprise  à  laquelle  Lagrange  fait 
ici  allusion  devrait  se  trouver  dans  la  seconde  disserta- 
lion  sur  le  son,  imprimée  dans  le  second  Volume  des 
Miscellanea  Taurinensia,  où  on  lit  en  ellet,  de  la  page  1 1 
à  la  page  171,  les  Nouvelles  RcchercJics  sur  la  nature  et 
la  propagation  du  son,  par  M.  de  Lagrange,  dans  les- 
quelles (à  la  page  80)  il  est  dit  : 

«  —  En  général  les  valeurs  de  2  et  de  w  diminuent 
dans  la  raison  inverse  de  t  \^c  ,  ce  qui  montre  que 
la  force  ou  l'intensité  du  son  doit  décroître  à  très  peu 
près  dans  la  raison  inverse  des  dislances  simples  du  centre 
de  propagation.   » 

La  dernière  lettre  de  Lagrange  (la  onzième  du  Recueil  ) 
est  datée  de  Turin  le  38  (lisez  le  28)  octobre  1762. Dans 
cette  lellre  l'illustre  nialliénialicien  éiiit  à  Euler,  avec 
une  lare  modestie,  (ju'il  a  abandonné  1  idée  de  publier 
uiï  Traité  sur  la  Mélliode  des  niaxiiiui  et  des  uiiiiinia. 


se  trouve,  aux  pa(;(>s  i-io.  une  I.ellre  iriùilci-  à  I.njyraiijjc  (I^crliii,  i"""  jan- 
vier 17G0)  dans  laquelle  on  lit  (p.  lo)  :  «  Ensuite  ces  formules  nous 
apprennent  que  lorsque  les  distances  V  sont  fort  jjrandes,  en  sorte  que 
les  termes  divisés  par  \"  s'évanouissent  à  re[;ard  des  autres  divisés  par 

V,  tant  les  petits  espaces  //  que  les  vitesses  (  y-  )  diminuent  en  rai- 
son des  distances;  d'où  l'on  pout   justcaient   jujer  de  l 'affaiblissement 

du  son  par  des  "landei  distances.  • 
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parce  (jiril  a  ap{)ris  qu'Euler  voulait  s'en  occuper,  et  il 
(init  en  disaut  : 

«  Je  suis  impatient  de  pouvoir  profiter  des  nouvelles 
lumières  c]ue  vous  aurez  sans  doute  répandues  sur  une 
matière  si  difficile;  en  attendant,  je  vous  prie  de  recevoir 
ici  mes  très  liuniblcs  remerciements  de  l'honneur  que 
vous  avez  bien  voulu  me  faire,  et  que  je  regarde  comme 
la  récompense  la  plus  llatteuse  de  mes  études  matliénia- 
tiques.  » 

Quatre  années  après,  en  i"6"6,  Euler  ayant  quitté  Ber- 
lin., Frédéric  lî  fit  offrir  à  Lagiange  la  présidence  de 
l'Académie  avec  6000  livres  de  traitement  et  se  servit 
de  d'Alembert  pour  cette  négociation.  Lagrange  accepta, 
et  l(î  jeudi  6  novembre  1766,  à  son  arii\ée  à  Berlin,  il 
fut  mis  en  possession,  à  1  âge  de  trente  ans,  de  la  prési- 
dence académique  que  venait  d'abandonner  le  grand  ma- 
thématicien de  Bàle. 

Les  onze  lettres  de  Lagrange  édiié^s  par  Balthasar 
Boncompagni  sont  accompagnées  de  deux  analyses  de 
ces  lettres  mêmes,  Tune  du  professeur  A  ngelo  Genocchi, 
l'autre  de  M.  .Maurice  Cantor.  Dans  ces  deux  analyses, 
on  rencontre  un  grand  nombre  de  1  enseignements  rela- 
tifs à  Lagrange  et  à  ses  œuvres,  que  les  amateurs  studieux 
pourront  consulter  avec  fruit. 

Vient  ensuite,  par  ordre  de  temps,  le  fac-similé  d'une 
lettre  de  Lagrange  à  Canterzani ,  écrite  de  Berlin  le 
6  avril  1773  et  extraite  de  la  bibliothèque  de  l'Univer- 
sité de  B.>l()gi!e,  dans  laquelle  il  remercie  l'Listitut  de 
Bologne  de  riionneur  qu'il  lui  a  fait  en  l'admettant  au 
nombre  de  ses  Membres. 

Une  autre  lettre  de  Lagrange  à  F.aplace,  provenant  de 
la  Bibliothèque  de  Berlin,  peut  sûrement  être  attribuée 
à  l'année  1782,  bien  que  la  date  y  manque.  M"""  la  mar- 
(juisede  i.a})iace,  en  janvier  i843,  fil  don  de  cette  lettre 
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à  Alexandre  de  Huinboldi.  Lagrange  parle  dans  celle 
lettre  du  Mémoire  de  l.aplace  sur  les  approximalions, 
1res  probablemenl  celui  intitulé  Sur  les  approximalions 
des  Jor/nnlcsqui  sont  foncLlons  de  très  grands  nombres, 
lequel  fut  lu  par  Laplace  à  l'AcadéDiie  des  Sciences  en 
1782  et  publié  eu  cette  uiême  année.  Il  dit  ensuite  cpi'il 
envoie  à  Laplace  la  seconde  partie  d'un  travail  dont  il  est 
l'auteur,  et  dont  la  première  partie,  précédemment  pu- 
bliée, lui  a  déjà  été  adressée.  Ce  travail  doit  être  la 
Théorie  des  variations  séculaires  des  éléments  des  or- 
bites des  planètes,  dont  la  première  partie  avait  paru 
dans  les  AJénioires  de  l'yJcadémie  de  Berlin,  de  1^81. 

Vient  à  la  lin  xine  lettre  de  Lagrange  à  M.  de  La  Garde, 
provenant  comme  la  précédente  de  la  Bibliothèque  de 
Berlin.  Dans  cette  lettre,  écrite  de  Paris  le  i5  jan- 
vier 1801,  rilhistre  mathématicien  parle  de  la  seconde 
partie  de  V Histoire  des  Mathématiques  de  iMontucla, 
qu'on  était  en  >raiu  d  imprimer  alors,  et  il  dit  : 

((  Je  n'en  ai  pas  une  trop  bonne  idée  ....  Je  crois  que  la 
matière  était  au-dessus  des  forces  de  lauteur  :  je  parle 
de  la  partie  qui  traite  des  progrès  des  Mathématiques 
dans  le  siècle  qui  vient  de  s'écouler, car,  pour  la  partie 
déjà  connue,  il  me  semble  qu'elle  laisse  bien  peu  à  dési- 
rer. Le  manuscrit  est,  je  crois,  achevé;  du  moins,  je  ne 
sache  personne  qui  soit  chargé  de  le  continuer.  Lalande 
a  soin  de  l'impression,  mais  il  n'est  pas  en  état  de  sup- 
pléer à  ce  qui  peut  manquer..    » 

La  première  édition  de  V Histoire  des  Jlathématiques 
deMontucIaestde  1^58  (?.  vol.  in-4°)  5  laseconde,enquatre 
Volumes  in-quarto,  est  de  1^99-1802;  les  deux  derniers 
Volumes  de  celte  seconde  édition  sont  dus  eu  partie  à 
Lalande. 

Lagrange  parle  aussi  dans  cette  lettre  d'une  Histoire 
des  Mathématiques  de  Kaestner,  laquelle  est  sans  doute 
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celle  qui  est  intitulée  Geschichte  dcr  iMathernalik,  et 
qui  est  due  à  Abraham  Gotllielf  Kaestner,  de  Leipzig, 
mort  à  Gottingue  le  20  juin  1  800.  Cet  Ouvrage,  eu  quatre 
volumes  in-octavo,  fut  publié  de  1796  à  1800, 

Enfin  un  autre  opuscule  contient  la  nécrologie  de 
Joseph  Ivanowitch  Somol]',  mathématicien  russe,  écrite 
par  André  Somoli",  et  traduite  en  français  par  le  D""  Jules 
Hoiiel.  Comme  ajipendice  à  celte  nécrologie  est  jointe 
la  lettre  de  Somolfau  prince  B.  Boncompagni,  dans  la- 
quelle ce  savant  mathématicien  révèle  au  prince  Texis- 
lence  à  Péiersbourg  des  onze  lettres  de  Lagrange  que 
Balthasar  Boiicnm[)agni  a  fait  photolithographier  et  dont 
j'ai  parlé  plus  haut. 

Outre  ces  documents  relatifs  à  Lagrange,  de  Ballha- 
sar  Boncompagni  a  fait  reproduire  par  la  photolithogra- 
phie  une  lettre  inédile  du  célèbre  Gauss  à  M^'^  Sophie 
Germain,  très  savante  mathématicienne  française,  et 
celte  reproduction,  il  l'envoie  aussi  en  don  à  notre  Aca- 
démie. La  lettre  de  Gauss  est  du  3o  avril  1807.  L'illustre 
mathématicien  accomplissait  en  ce  jour  sa  trentième  a?i- 
née;  M^'^  Sophie  Germain  avait  alors  trente  et  un  ans. 
Depuis  quelque  temps  déjà,  la  jeune  malhématicienne 
française  éci'ivai  là  Gauss  souslepseudonymedeZejS/rt/ic^ 
et  elle  ne  lui  révéla  son  nom  qu'au  moment  où,  pour  lui  ve- 
niren  aide  durant  la  campagne  d'Allemagne,  elle  pensa  à 
lui  envoyer  pour  le  général  Pernety  une  lettre  de  recom- 
mandation, dont  Gauss  heureusement  n'eut  pas  besoin. 
Dans  sa  h'ttre  à  M"''  Sophie  Germain,  le  célèbre  géo- 
mètre lui  prodigue  les  plus  grands  éloges,  mais  ne  lui  en 
démontre  pas  moins  pour  cela  comment  deux  proposi- 
tions rclalives  à  la  lliéoriedes  nonibies,  qu'elle  énonçait 
comme  élant  générales,  ne  l'étaient  pas. 

La  théorie  des  résidus  cubiques  et  biquadratiques  déjà 
établie  venait  d'èlre   perfectionnée  par   Gauss,   qui    en 
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parle  à  sa  coirespoiidaiile  cl  lui  indique  quelques  correc- 
tions à  faire  à  son  Livre  des  Disquisitioiics  antlnneticœ. 
Ladécouverte  de  ^  esta,  faite  par  Olhers  le  2f)  mars  i  8oj, 
o(ïre  à  Gjuss  roecasioti  di-  parler  de  sa  Thcoiia  motus 
corpoiuin  cœlestiimi,  publiée  seulement  àiixw  ans  plus 
tard,  mais  qu'il  avait  mise  à  l'épreuve  en  calculant  l'or- 
bite de  la  nouvelle  planète.  La  lettre  se  termine  par  ces 
mots  : 

«  Continuez,  /.ladcmoiselle,  de  me  favoi  iser  de  votre 
amitié  et  de  votre  correspondance, qui  font  mon  orgueil, 
et  soyez  persuadée  que  je  suis  et  serai  toujours,  avec  la 
plus  haute  estime,  votre  plus  sincère  admirateur  (' ).    » 

A  cette  lettre  sont  joints  quelques  mots  prononcés  par 
1  illustre  géomètre  Michel  Chasles  en  la  présentant  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris. 


CORRESPOXDAXCE. 


Exilait  rfune  lettre  rie  31.  Ed.  DewiilJ, 
lient enant -colomd  du  Génie. 

(I....  Un  ovale  de  Descartes  étant  défini  comme  lieu 
géométrique  des  points  dont  les  distances  à  un  point  et  à 
un  cen  le  donnés  sont  dans  un  rapport  constant,  on  con- 
naît un  moyen  très  simple  de  mener  une  tangente  à  la 
courbe  en  un  de  ses  points.  Je  viens  de  trouver  un 
autre  moyen,  un  peu  moins  simple  il  est  vrai,  de  tracer 


(' )  On  sait  que  HI.  Aristide  Marre',  qui  a  déjà  obleuu  qu'on  décoiàt 
du  nom  de  T'ièie  l'une  des  rues  de  Paris,  a  ppéscnté  au  t'onsi-il  muni- 
cipal le  vœu  qu'une  statue  de  Sophie  Germain  liguràt  |)armi  celles 
qu'on  doit  ériger  sur  la  façade  du  nouvel  Holol  de  Ville,  et  que  ce  vœu 
a  reçu  le  chaleureux  appui  derAssociation  française  pourravanconieutdfs 
Sciences.  {.\tiic  du  Rei/iictciir. 
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celte  tangente,  mais  ce  procédé  conduit  à  d(.'s  consé- 
quences que  je  développerai  quelque  jour  dans  voire 
Journal.  Je  vous  prie,  jjourle  moaieut,  deproj)osercouinie 
question  à  résoudre  la  construction  que  je  vais  indiquer; 
je  saurai  ainsi  si  la  conslruclion  est  lécllement  nouvelle, 
comme  je  le  pense.    » 

On  donne  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre 
est  le  point  C,  et  un  point  fixe  A.  On  sait  que  le  lieu 
géométrique  des  points  dont  les  distances  au  point  A  et 
au  cercle  (C)  sont  dans  un  rapport  constant  est  un 
ovale  de  Descartes. 

Soient  P  un  point  de  la  courbe,  N  le  point  oii  PC 
coupe  le  cercle  (C  ).  Si  Ion  élève  en  P  une  perpendicu- 
laire à  PC  qui  coupe  AC  en  V  ;  si  l'on  mène  par  P'  ufie 
parallèle  à  AN  qui  coupe  en  P"  la  perpendiculaire  en  P 
a  AP5  .u',  ensuite,  on  élève  en  P'  une  perpendiculaire 
il  PP',  et  en  V"  une  perpendiculaire  ii  PP",  ces  perpen- 
diculaires se  coupent  en  un  point  Q,  et  la  droite  P(^ 
est  la  tangente  en  V  à  V ovale  de  Descartes. 


PIBUCATIOIVS  RECENTES. 


1.  Questions  de  Géométrie  élémentaibk.  iVIétliodes 
et  solutions,  avec  uia  exposé  des  principales  théories  et 
de  nombreux  exercices  pro{)Osés.  Ouvrage  destiné  aux 
élèves  des  lycées  depuis  la  classe  de  troisième  jusqu'à 
celle  de  Malhématicjues  spéciales  inclusivement.  Par 
M.  Desboves,  agrégé  et  docteur  es  sciences,  Membre  de 
l'Académie  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Arts  d'Amiens. 
3"  édition,  revue  et  augmentée. 

Paris,  librairie  Ch.  Delagrave,  i5,  ru(;  Soufilol(i88oj. 
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2.  Traité  élémentaire  d'Algèbre,  par  ^^.  Boset,  iii- 
génioiu-  honoraire  des  Mines,  candidat  en  sciences  pliv- 
siques  et  maihénialiqucîs,  professeur  lionoraîre  de  Ma- 
thématiques supérieures  à  T Athénée  loval  de  Bruxelles. 
Bruxelles,  Gusiave  Mayolez,  libiaire-éditeur,  i3,  rue  de 
l'Impératrice.  Paris,  Gauthier-Villars,  55,  quai  des  Au- 
guslins  (1880). 

3.  Il  Carteggio  m  Sofîa  Germain  e  Carlo  Federico 
Gauss.  JNoia  f!i  ^4.  Genocchi.  Torino,  stamperia  reale 
délia  dit  la  G.  B.  Pai'avia  c  Comp.  di  I.  Vigliardi.  (1880.) 


SOLllTIOi\S  DE  OlESilO^S 


Question   1297 

(  Toir  7'  série,  t.  XVU,  p.  jî-); 

Par  m.   E.   FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 

Décomposer  le  (juadrttpîe  et  le  carré  de  4/?*'-+-  27 «7* 
en  une  somme  de  deux  cubes. 

(Edouard  Lxcas.) 

Dans  le  numéro  de  février  1880,  page  91 ,  on  remarque 
les  deux  identités 

(i)  (L-f-M/^'-,-  (L~m;/— .  2L(L=-f-  3M'), 

t  (6LM  -}-  L  —  3 M-]'  -f-  (6LM  —  L'  -i-  3  M')' 
^^'         j       =:2=.32LM(L--^h  3M^)'. 

Si  dans  la  première  on  remplace  L  par  2/;'  et  M   par 
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37'  ... 

5  on  a  idciitinnciiioiil 

P  ^ 

r    ,■            o    .       i       ■        ^"/'V        (               37'\' 
IDyW"-f-   lob^'^^      2/;- H —        "^         O.p- 

\  P    I  \  Pi 

Si  dans  la  seconde  on  fait  L'  =  -„—  et  M*  =  —^  ,  d'où 

3q  -yp 

LM=r:^r<7%  on  obtient  la  seconde  décomposition 

(4/^"-+- '^77";' 


Question    1313 

(voir  2'  série,  t.  XVII!,  p.  335); 

Par  m.   Marcello  ROCHETTI, 
Professeur  au  lycée  royal  Campanella.  à  Roggio  (Calabria). 

Un  nombre  p,  qui  est  la  somme  de  n  cubes  entiers, 
étant  donné,  assigner  un  nombre  q  tel  que  le  pro- 
duit p~  q  soit  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers. 

(S.   Réalis.) 

Posons 


n  = 

il  vient 


(l)  p'q  —^p'  ^-  /."  -^  />"-4-  .  .  .  -H  p'\ 

et  le  produit  ^J"r7  est  la  soniine   de  n  cubes  entiers,  quel 
f|ue  soit  lenonibie  entier  p  doTiné. 
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QIESTIOXS. 

13ii.  Soioiil  n^  Z>,  c,  (l  cjualre  points  d'iino  conique 
(S),  et  m  un  point  quelconque  ^  si  l'on  mène  les  droites 
///«,  nih,  uic,  1/1(1,  ([ui  rencontrent  de  nouveau  laconi(jue 
(S)  en  des  points  n',  L',  </,  ri'  respectivement,  les  deux 
coniques  [m,  a,  Z»,  c,  /'/),  (//z,  a',  b',  c\  â')  auront  la 
même  tangente  au  point  m.  (Gejvty.) 

1345.  Déinonlier    que    toute    droite    passant    par   le 

sommet  commun  aux  trois  coniques  représentées  par  les 

équations 

y''—  ■ip.T  =  o, 

■2.px'  -f-  y.  ( }' —  o.px'\  ^=.  o, 

np  x'  —  a  f  j  -  —  "^pXj  =  o 

les  coupe  en  trois  autres  points  qui  forment  avec  le  som- 
met une  proportion  harmonique,  quelle  que  ?oit  la  va- 
leur de  a.  (Ed.  Guillet.) 

1346.  Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  on  mène 
trois  droites  parallèles  à  une  même  direction  ,  puis  trois 
autres  droites  parallèles  aussi  à  une  autre  direction;  ces 
droites,  en  se  coupant,  forment  des  parallélogrammes, 
parmi  lesquels  il  y  en  a  trois  qui  ont  chacun  un  côté  du 
triangle  pour  une  diagonale  :  démontrer  que  les  secondes 
diagonales  de  ces  trois  parallélogrammes  se  coupent  en 
un  même  point.  (A.  Boilleav.) 

1347.  Six  points  quelconques  étant  donnés  sur  un 
plan,  le  lieu  géométrique  des  points  tels  qu'en  les  joi- 
gnant aux  six  points  donnés  on  obtienne  un  faisceau  en 
involulion,  se  compose  de  quinze  cubiques  du  troisième 
ordre  qui  passent  toutes  par  les  six  points  donnés. 

(Dewllf.) 
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RECIIERCUES  SIU  DEIX  MODES  DE  TRANSFORMATION 
DES  FIGIRES  SOLIDES; 

Par  m.   E.   AMIGUES, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  INimcs. 

[sl-ite(').] 


io.  Nous  avons  vu  qu'en  général  une  surface  V  de 
classe  m,  dans  la  figure  ABCD,  se  transforme,  dans  la  fi- 
gure A'B'C'D',  en  une  surface  V  de  classe  3m,  tangente 
2.m  fois  aux  faces  du  tétraèdre  A'B'C'D'. 

Demandons-nous  quelle  est  la  nature  de  ce  contact. 
Du  point  A  on  peut  mener  une  infinité  de  plans  tangents 
à  la  surface  V  :  donc  le  plan  B'C'D'  représente  une  infi- 
nité de  plans  tangents  à  la  surface  ^'.  Donc  cette  sur- 
face V  touclie  les  faces  du  tétraèdre  A'B'C'D'  le  long 
d'une  courbe. 

Pour  avoir  l'une  de  ces  courbes,  il  faut  chercher  l'in- 
tersection de  la  face  représentée  par  l'équation 

T'  =  o, 

avec  la  surface  dont  l'équation  tangentielle  est 

/-(    ^         '         ^        '    \  — 

Soit  M  un  point  de  cette  courbe,  que  nous  appelle- 
rons U'.  Le  plan  polaire  du  point  M  par  rapport  à  la 
quadrique  représentée  par  l'équation 


X"+ Y"+Z"+ï 


'2 


(')  Nouvelles  Annales,  2^  séi-ie,  t.  XVIII,  p.  5/(8. 

Jnn.  de  Mathémat.,  i*  série,  l.  XK.  (Octobre  1880.)  28 
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passe  par  le  point  D',  puisque  le  point  M  est  dans  le 
plan  A'B'C.  Mais,  comme  le  point  M  est  également 
sur  la  surface  V,  ce  plan  polaire  est  aussi  langent  à  la 
surfaceV,,  polaire  réciproque  de  la  surface\',  par  rapport 
à  cette  quadrique  directrice,  surface  V,  dont  l'équation 
est 

alors  le  plan  polaire  du  point  M  est  langent  au  cône 
ayant  D'  pour  sommet  et  circonscrit  à  la  surface  \\ . 

Donc,  la  polaire  du  point  M,  par  rapport  à  la  conique 
représentée  par  réquation 

X'M- Y'^-l-Z'^  =  o, 

est  tangente  à  la  base  de  ce  cône  sur  le  plan  A'B'C 

Ainsi  la  courbe  U',  lieu  du  point  M,  est  la  polaire  réci- 
proque, par  rapport  à  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion 

de  îa  base  \]\  d'un  cône  bien  connu. 

L'élude  de  la  courbe  U'  revient  donc  à  celle  de  la 
courbe  U'j,  ou  encore  à  l'étude  du  cône  dont  cette  der- 
nière courbe  est  la  base. 

I/équation  (i8)  se  met  sous  la  forme 

(19)  o(X',  Y',  Z',  T';  ==0. 

Cette  équation  (ig)  représente  la  surface  \'', .  Elle  est  ho- 
mogène et  de  degré  o ///,  et  chaque  variable  y  entre  au 
plus  au  degré  m. 

Pour  avoir  l'équation  du  cône  ci-dessus,  il  n'y  a  qu'à 
éliminer  T'  entre  l'équation    19)  et  l'équation  suivante  : 

(20)  «fV'^^S  ^  '  Z'^  T'^  ^-  (). 
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L'équalioii  (19)  peut  s'écrire 

j  ?3m(X',Y',Z')-i-T>,._,(X',  Y',Z')+... 

'  +T""(p,„;X',Y',  Z';  =  o, 

et  par  suite  l'équation  (20)  est 

(22)     ç>3._,(X',  Y',Z';  -^.  ..^wT''"-<j;,„{X',  Y',  Z';=o. 

L'équation  résultante  est  de  degré  m  par  rapport  aux 
coefficients  de  l'équation  (22),  et  de  degré  (//^ — i)  par 
rapport  à  ceux  de  l'équation  (21).  Elle  est  donc,  par 
rapport  aux  variables,  de  degré 

m  (  3  /«  —  i)-\-  [m  —  I  )  3  ^/2  =  6  w^  —  ^m  =:  im[?,ni  —  2  ) . 

Tel  est  l'ordre  du  cône.  Voyons  les  particularités  qu'il 
offre. 

Tout  coefficient  des  équations  (21)  et  (22)  est  au  moins 
de  degré  ni  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  X' 
et  Y'.  Donc,  tout  ternie  de  la  résultante  est,  par  rapport 
à  l'ensemble  de  ces  mêmes  variables,  d'un  degré  au  moins 
égal  à 

\m  -^  m  —  I  ;  m  =z  (-zm  —  i]  m. 

Si  donc,  dans  léquation  du  côue,  on  fait 

X'=//Y', 

Y'  est  facteur  {^iin  —  i)  ni  fois,  ce  qui  prouve  que  le  cône 
contient  chacune  des  arêtes  du  tétraèdre  qui  passent 
en  D'  un  nombre  de  fois  égal  à  (^ini  —  v)ni. 

La  conclusion  de  l'étude  que  nous  venons  de  faire  est 
que  la  courbe  U',  est  d'ordre  2m(3/7/ —  2),  et  (jue  cette 
courbe  a  les  points  A',  B',  C  pour  points  multiples  d'ordre 
(  2 m  —  i)ni. 

Passant  enfin  à  la  courbe  U',  on  voit  qu'elle  est  de 
classe  2m (3  m  —  2)  et  qu'elle  a  les  trois  côtés  du  triangle 
A'B'C  pour  tangentes  multiples  d'ordre  [nm  —  \)ni. 
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\  i.  L'équalion  d'un  point  dans  les  figures  ABCD  est 

(23)  aP+  5Q-f-vR  +  oS=riO. 

A  ce  point  correspond,  dans  la  figure  A'B' CD',  une 
surface  de  troisième  classe  doutTéquation  langentielleest 

D'après  nos  théories  générales,  cette  surface  a  pour 
plans  tangents  doubles  les  faces  du  tétraèdre  A'B'C'iy. 
Chacune  de  ces  faces  touche  la  surface  le  long  d'une 
courbe  de  deuxième  classe  (conique),  et  cette  courbe  est 
inscrite  au  triangle  qui  constitue  cette  face. 

De  l'équation  tangentielle  (24)  passons  à  l'équation  en 
coordonnées  tétraédriques,  équation  qui  est 

/^         /pr         /yZ/         /Jt 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  une  surface  du  quatrième 
ordre,  qui  porte  le  nom  de  qnartique  de  Steiner. 

Cette  surface  a  été  étudiée  par  Kummer,  Weierstrass, 
Schrijter,  Cremona.  Nous  la  considérerons  ici  comme  la 
transformée  d'un  point. 

15.  Théorème  V.  —  Si  deux  surfaces  se  touchent  en 
un  point,  il  en  est  de  mente  des  transformées . 

Soient  deux  surfaces  définies  par  les  équations  tan- 
gentiellcs 

,,,  (/(P,Q,  R,  Si=o, 

I  'HP,  Q,  R,  S  =0. 

Ces  surfaces  seront  tangentes  en  un  point,  si  le  sys- 
tème formé  par  les  équations   [h\  et  les  équations  sui- 


(437  ) 
vantes  : 

,nK  /p  /q ^R ^ 

?p        'fQ       ?:i        <?s 

admet  une  soluiiou. 

Les  surfaces  transformées  sont  définies  par  les  équa- 
tions tangentielles 

I    /J_  J_  _1_  _i_\  = 

l   ^  \aP''  ,txQ''  vR''  ûS'l        °' 

Elles  seront  tangentes  en  un  point  si  le  système  formé 
par  les  équations  (A')  et  par  les  équations  suivantes, 

(  B'  )  ft  —-(k  —tk  —^  ^ 

Cpp;  ^Q»  «Pli/  (Pg/ 

admet  une  solution. 

Tout  revient  donc  à  prouver  que,  si  le  système  (A), 
(B)  admet  une  solution,  le  système  (A'),  (B')  en  admet 
une  aussi,  ce  qui  devient  évident  si  l'on  observe  que 

•^^ [■k"  ^'  'k''  ^')  =  ~  )kJ^'^^^  Q' ï^'  S), 

et  par  suite  que 

fï" fv^ 

Corollaire.  — Si  le  système  (A),  (B)  admet  une  in- 
finité de  solutions,  il  en  est  de  même  du  système  (A'),  (B'). 
En  d'autres  termes,  si  deux  surfaces  se  touchent  le  long 
d'une  courbe,  il  en  est  de  même  des  surfaces  trans- 
formées. 

Remarque.  —  On  sait  qu'il  y  a  deux  espèces  d'enve- 
loppes :   i"   celles   qui  touchent    chaque  enveloppée  eu 
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un  point  seulement  5  2°  celles  qui  louclient  chaque  enve- 
loppée le  long  dune  courbe,  appelée  par  Monge  la  carac- 
téristique de  r enveloppe. 

On  a  alors  les  deux  théorèmes  suivants  : 

1°  La  transformée  d'une  enveloppe  de  première  es- 
pèce est  enveloppe  de  première  espèce  des  surfaces  trans- 
formées. En  particulier,  si  un  point  décrit  une  surface, 
la  quartique  de  Steiner  qui  correspond,  à  ce  point  a 
pour  enveloppe  de  première  espèce  la  transformée  de 
cette  surface. 

2"  La  transformée  d'une  enveloppe  de  deuxième  es- 
pèce est  enveloppe  de  deuxième  espèce  des  surfaces 
transformées . 

16.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  d'interpréter 
géométriquement  les  relations  (12) 

>PP'z=:  aQQ'  z=  vRR'  =  pSS'. 

Théorème  VI,  —  Si  V on  étahlit  une  correspondance 
de  plan  à  plan  par  les  relations  (12)  et  si  l'on  désigne 
par  IM  et  M'  les  points  oit  deux  plans  correspondants 
quelconques  rencontrent  deux  arêtes  de  même  nom  AB 

et  A'B',  le  produit 

MB        W  B' 
MA  ^  lU'  A' 

est  constant  quels  que  soient  les  deux  plans  correspon- 
dants que  Von  considère. 

Cherchons,  en  effet,  le  point  M  où  le  plan  ayant  pour 

équation 

PX  +  QY  +  RZ  -+-  ST  =  o 

coupe  l'arête  AB  5  et  pour  cela,  dans  l'équation  de  ce  plan, 

supposons 

Z=o     et     T=:o, 
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Nous  obtenons  ainsi 

Y  P' 

d'où,  en  désignant  les  aires  des  faces  par  A,  B,  C,  D, 
AX  _       Q  ^  ,  A 

AX  et  BY  représentent,  au  signe  près,  les  triples  volumes 

des  tétraèdres  BMCD  et  AMCD,  de  sorte  que  leur  rapport 

BM 
est  ±  —')  suivantcruele  point  M  se  trouve  sur  l'arête  AB 
AM  ^  ^ 

elle-même,  ou  sur  son  prolongement.  Si  donc  on  convient 
de  donner  un  signe  implicite  à  ce  rapport,  en  le  regar- 
dant comme  positif  quand  le  point  M  est  sur  l'arête  même 
et  comme  négatif  quand  le  point  M  est  sur  un  prolonge- 
ment, on  a  dans  tous  les  cas 

BM  _       Q        A 
ÂM  ~  ~  P  ^  B  * 

On  a  par  analogie,  en  faisant  la  même  convention  : 

B'M'  _       Q'        A' 
A'  M'  ~~¥'^  W 

multipliant  membre  à  membre,  on  obtient 

,    ^,  BM        B'M'       QQ'        A  A' 

'    ^  AM^  A'M'~PP'  '     BB' 

relation  absolument  générale. 

Si   maintenant    nous   faisons  correspondre  les   plans 
entre  eux  parles  relations  (12),  la  relation  (aS)  s'écrit 

BM       B'M'  _>AA^ 
^^^'  ÂM^Â^~irB"B^' 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
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Théouème  \II.  —  Réciproqueiiieiil.,  si  les  produits 
tels  que 


BM       B'M' 
X 


/  M' 


AM       A'M 

restent  les  mêmes  quand  on  j ait  varier  les  plans  corres- 
pondants, ces  plans  satisfont  aux  conditions  (12) . 

On  a,  par  hypothèse, 

BM       B'M' 

K  étant  une  constante.  Comparons  celte  hypothèse  à  la 
relation  (20),  qui  est  lovijours  vraie  5  on  obliejit 


ou  bien 

on  a  de  même 


QQ'       AA' 


QQ'  =  k|?;pP- 


ce 

RR'  =  K,^PP', 
SS'=K.5E'pp'. 


Posant  alors 

BB'  _  > 

^AA'-f.' 

ce 

^^-  AA' 

V 

AA' 

À 

on  obtient 

ÀPP'  = 

:..QQ':r: 

:vRR' 

=  pSS'. 

17.  Théorème  \TII.  —  Dans  une  transformation 
définie  par  les  relations  (12),  pour  que  les  plans  de 
Vinjini  se  correspondent,  il  faut  et  il  suffit  que  les  va- 
leurs de  ?v,  ^,  V,  p  soient  définies  par  les  équations 


).AA.'  =  aBB'=  vCC  =  'iDD'. 
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En  effot,  le  plan  de  l'infini  dans  le  système  ABCD  a 
pour  équation 

AX   i-  BY  +  CZ  -h  DT  =  G, 

A,  B,  C,  D  étant  les  aires  des  faces. 

Le  plan  qui  lui  correspond  dans  l'autre  système  a  donc 
pour  équation 

X'         Y         Z'         T' 

1 1 1 =  o. 

\A        u.B       vC        pD 

Il  faut  identifier  ce  dernier  avec  le  plan  qui  a  pour 

équation 

A'X'  4-B'Y'-hC'Z'H-D'T'  =  o, 

ce  qui  donne  bien  les  relations 

27)  )^AA'  =  p-BB'  =  vCC'=pDD'. 

Ce  sont  là  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  plans  de  l'infini  se  correspondent. 

Théorème  IX.  —  Dans  tout  système  de  transformation 
établissant  une  correspondance  de  plan  à  plan^  si  les 
plans  de  Vinfini  se  correspondent,  les  arêtes  de  même 
nom  de  deux  tétraèdres  sont  coupées  par  les  plans  cor- 
respondants dans  des  rapports  réciproques. 

Si  l'on  voulait  se  borner  aux  transformations  définies 
par  les  relations  (  1 2) ,  la  démonstration  serait  très  simple  : 
il  n'y  aurait  qu'à  considérer  la  formule  (26)  et  les  ana- 
logues et  à  y  tenir  compte  de  l'hypollièse,  savoir 

\Kk'  =  ^BB'  =  vCC'=  pDD'. 

Mais  il  y  a  grand  intérêt,  en  vue  des  applications  géo- 
métriques, à  établir  le  théorème  actuel  d'une  façon  gé- 
nérale. 


(  44^  ) 

Remarquons  que,  clans  les  faces  de  même  nom  qui  for- 
ment les  trièdres  A  et  A',  on  a  des  transformations  où 
une  droite  correspond  à  une  droite  et  où  les  droites  de 
l'infini  se  correspondent. 

Donc  les  traces  d'un  plan  quelconque  sur  les  faces  du 
trièdre  A  et  les  traces  du  plan  correspondant  sur  les  faces 
du  trièdre  A'  coupent  les  arêtes  de  même  nom  issues  du 
point  A  et  du  point  A' dans  des  rapports  réciproques. 

On  raisonnerai  t  de  môme  pour  les  sommets  B  et  B'  (  '  ) . 

{A  suivre.) 


TUEOKEMES  SIR  LA  PARABOLE; 

Par  m.  WEILL. 

[FIN    (=).] 


Le  théorème  consiste  en  ceci  :  si  l'on  transforme 
l'équation  (i)  au  moyen  de  la  relation  (2), l'équation  du 
quatrième  degré  ainsi  obtenue  aura  quatre  racines  coni^ 
mîmes  avec  l'équation  (i),  si  elle  en  a  une  seule;  cette 
condition  sera  remplie,  s'il  existe  entre  les  coefficients 
des  deux  équations  de  la  parabole  et  de  l'autre  conique 
la  relation 

(4)  ©'— 4a0'  =  o, 

(::),  A  et  0'  étant  les  coefficients  de  l'équation  en  X  des 
deux  coniques.  La  relation  (4)  est  ici 

p^O-¥  4>yCD  —  8BE/;  H-  4AF  =  o. 


(')  Voir  nos  Recherches  sur  les  transformations  du  second  ordre  dans 
les  figures  planes  (  Nouvelles  Annales,  i  «S;  7  ) . 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i'  série,  t.  XIX  .  p.  367  à  iî/S. 
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On  sait, en  particulier,  que,  lorsqu'un  cercle  passe  par 
le  foyer  de  la  parabole,  on  peut  inscrire  à  ce  cercle  un 
triangle  circonscrit  à  la  parabola^  en  appliquant  ;\  ce  cas 
les  considérations  qui  précèdent,  on  arrive  à  des  pro- 
priétés fort  simples  et  susceptibles  de  différents  énoncés  ; 
nous  n'insisterons  pas  sur  cette  question. 

Reprenons  le  système  des  deux  coniques  dont  les  équa- 
tions sont 

(i)  Ka^  — Ly'  =  o, 

(2)  p  (Aa  +  By)  —  Ca-=:o. 

Nous  avons  démontré  que  l'on  a  ainsi  le  système  gé- 
néral de  deux  coniques  telles  qu'un  triangle  soit  cir- 
conscrit à  la  première  et  inscrit  à  la  seconde. 

En  donnant  aux  fonctions  linéaires  a,|6,y  diverses 
valeurs,  parmi  lesquelles  se  trouvent  en  particulier  des 
valeurs  constantes  pour  l'une  des  trois  fonctions,  on  ob- 
tient tous  les  systèmes  possibles  de  deux  coniques  jouis- 
sant de  la  propriété  énoncée,  et  l'on  est  conduit  ainsi  à 
un  nombre  indéfini  de  propriétés  nouvelles  des  coniques. 
Nous  nous  contenterons  d'énoncer  quelques  propriétés 
auxquelles  donnent  lieu  les  systèmes  les  plus  simples. 

Considérons  une  hyperbole  équilatère  et  une  para- 
bole ayant  pour  équations 

xy  —  K'  =z  o, 

y^ —  "2/7^  =  o. 

On  peut  inscrire  dans  l'hyperbole  une  infinité  de 
triangles  qui  soient  circonscrits  à  la  parabole.  Considé- 
rons l'un  de  ces  triangles,  et  désignons  par  x^,  Xj,  Xg, 
)'i  >  /s  5  Js  les  coordonnées  des  sommets,  et  par  w?i, 
w, .  /??3  les  coefficients  angulaires  des    côtés,   on  a   les 


rclati( 
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K'  p 

■•)      m  y  m,. — 


—  K'  p 

/?^2  9.  .1:3 

—  K=  p 


R=  —  p 

Xi  iniy 

On  en  conclut  : 

1°  Le  produit  des  abscisses  des  sommets  du  triangle 
variable  est  constant. 

1^  Le  produit  des  ordonnces  est  constant. 

3**  Le  produit  des  coefficients  angulaires  des  côtés  est 
constant. 

4°  Le  centre  de  gravité  du  triangle  est  sur  l'axe  de  la 
parabole. 

S**  Le  centre  du  cercle  circonscrit  décrit  une  droite 
parallèle  à  l'axe  de  la  parabole. 

6°  Le  point  de  concours  des  hauteurs  est  fixe. 

^"  Les  pieds  des  hauteurs  décrivent  Xa  focale  à  nœud. 

8"  L'équation  qui  donne  les  ordonnées  des  trois  som- 
mets est 

¥Jp 

À  étant  un  paramètre  variable.  Cette  équation  permet 
d'étudier  très  facilement  les  propriétés  du  système. 

9"  Le  triangle  formé  par  les  points  de  contact  des  côtés 
avec  la  parabole  se  déplace  en  restant  inscrit  et  cir- 
conscrit à  deux  paraboles  fixes  5  son  centre  de  gravité  est 
sur  l'axe  de  la  première;  le  produit  des  ordonnées  des 
sommets  de  ce  triangle  et  le  produit  des  abscisses  sont 
tous  deux  constants. 
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io°  Les  normales  aux  points  de  contaci  des  côtés  du 
triangle  avec  la  parabole  sont  concourantes;  le  lieu  du 
point  de  concours  de  ces  normales  est  une  parallèle  à 
Taxe  de  la  parabole. 

11^  Si  d'un  point  on  mène  les  trois  normales  à  une 
parabole,  on  peut  construire  une  parabole  tangente  aux 
trois  côtés  du  triangle  formé  par  les  pieds  des  normales 
et  ayant  pour  sommet  le  sommet  de  la  première  et  pour 
axe  la  tangente  au  sommet  de  la  première.  Le  paramètre 
de  cette  parabole  est  égal  à  la  distance  jS  du  point  consi- 
déré à  l'axe  de  la  parabole  donnée;  donc  la  parabole 
dont  il  s'agit  est  l'enveloppe  de  tous  les  triangles  formés 
par  les  pieds  des  normales  menées  par  une  série  de  points 
situés  sur  une  parallèle  à  Taxe  de  la  première.  Si  l'on 
mène  les  tangentes  à  la  parabole  donnée  aux  pieds  des 
trois  normales,  elles  forment  un  triangle  dont  les  som- 
mets décrivent  une  hvperbole  équilatère,  ayant  pour 
asymptotes  l'axe  et  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole 
donnée.  Cette  hyperbole  a  pour  équation 

XY  = 

•^  2 

12°  Si  d'une  série  de  points,  pris  sur  une  parallèle 
à  l'axe  d'une  série  de  paraboles  ayant  même  axe  et  môme  , 
sommet,  mais  de  paramètre  variable,  on  abaisse  des  nor- 
males sur  ces  paraboles,  on  a  une  série  doublement  in- 
finie de  triangles  formés  par  les  pieds  des  trois  normales, 
et  qui  sont  tous  circonscrits  à  une  même  parabole  ayant 
pour  sommet  le  sommet  des  paraboles  variables  et  pour 
axe  la  tangente  au  sotumet  de  ces  courbes;  le  paramètre 
de  cette  parabole  est  égal  à  la  distance  de  la  droite 
donnée  à  l'axe  des  paraboles  variables. 

i3°  Si  d'une  série  de  points  pris  sur  une  parallèle  à 
l'axe  d'une  parabole  on  abaisse  des  normales,  la  somme 
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des  segments  paraboliques  déteiminés  par  les  ordonnées 
des  pieds  des  trois  normales  reste  constante. 

Considérons  encore  le  système  formé  par  une  para- 
bole et  une  byberbole  ayant  pour  équations 

7*  —  npx  =  o, 
.rj  —  K^  r=  o . 

On  peut  inscrire  à  la  parabole  une  infinité  de  triangles 
circonscrits  à  Phyperbolo  : 

Le  produit  des  abscisses  des  sommets,  le  pioduit  des 
ordonnées  et  le  produit  des  coefficients  aiigulaires  des 
côtés  du  triangle  sont  constants.  Le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  décrit  une  parallèle  à  l'axe  ;  ce  cercle 
enveloppe  une  courbe  du  troisième  degré,  telle  que  le  pro- 
duit de  la  distance  d'un  de  ses  points  à  une  droite  par  la 
puissance  de  ce  point  par  rapport  à  un  cercle  fixe  est 
constant.  Le  centre  de  gravité  du  triangle  décrit  une  pa- 
rabole ayant  pour  équation 

r' —  —  px  =  o. 

L'équation  (jui  donne  les  ordonnées  des  trois  sommets 
est 

y'"  +  ^0^  —  2/7K'  =  o. 

Les  milieux  des  côtés  décrivent  une  courbe  du  qua- 
trième degré  dont  l'équation  est  très  simple  :  c'est 

[y^  —  pxy+K^pX  —  O. 

Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  enve- 
loppent une  parabole  ayant  pour  équation 

.r'+  8—   }  =  o. 
P  ' 
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On  a  ainsi  un  triangle  qui  se  déplace  en  restant  in- 
scrit dans  une  couibe  du  quatrième  degré,  et  circonscrit  à 
une  parabole.  Considérons  ce  triangle  dans  l'une  de  ses 
positions  ;  un  de  ses  côtés,  qui  est  tangent  à  la  parabole 
dont  nous  venons  de  parler,  a  une  équation  de  la  forme 

X  =  m  y • 

mp 

Soient  A,  B,  C  les  trois  sommets  du  triangle  que  nous 
considérons;  les  trois  valeurs  de  m  qui  définissent  les 
trois  côtés  sont  données  par  une  équation  facile  à  former 
et  qui  est 

(l)  ^X+^)VK^/7ir=0. 

Le  côté  AB  rencontre  la  courbe  du  quatrième  degré 
en  quatre  points  dont  les  ordonnées  sont  données  par 
l'équation 

(  2  )      j^  —  ipmy^  +  y"-  (  «'/??'  M j  —  3K^»r  H-  - —  =  o. 

■     \  tn  j  ni^ 

Eliminons  m  entre  les  équations  (i)  et  (2),  nous  arri- 
verons à  une  équation  du  douzième  degré  en  y.  Elle 
admettra  pour  racines  les  ordonnées  des  points  A,  B,  C 
prises  chacune  deux  fois  5  donc  son  premier  membre  aura 
pour  diviseur  le  carré  du  polynôme 

(3)  4r3-t_4xj'H-rj+/.K% 

(  ar  ce  polynôme  égalé  à  zéro  donne  les  ordonnées  des 
points  A,  B,  C.  L'équation  du  sixième  degré,  qui  restera 
après  suppression  de  ce  facteur,  donnera  les  ordonnées 
des  six  points  D,  E,  F,  G,  H,  K,  où  les  côtés  du  triangle 
ABC  rencontrent  encore  la  courbe  du  quatrième  degré. 
Ces  six  racines  se  partagent  en  trois  groupes  de  deux; 
en  effet,  le  côté  AB  rencontre  la   courbe  du  quatrième 
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degré   en    deux    points    D,  E   auxquels   correspond  un 
triangle  DEL  analogue  de  ABC  5  les  ordonnées  des  som- 
mets de  ce  triangle  sont  données  par  l'équation 

(4)  i\f  +  4^'j=  -t-  àv  +  /^k'=  o, 

dans  laquelle)/ désigne  la  seconde  racine  de  l'équation  (i) 
résolue  par  rapport  à  ).,  en  appelant  première  racine 
celle  qui  nous  a  donné  le  triangle  ABC.  Donc  l'équation 
du  sixième  degré  aura  deux  racines  communes  avec 
l'équation  (4)5  et  de  même  avec  deux  autres  équations 
analogues.  Soit  Aj  la  valeur  de  À  qui  définit  le  triangle 
ABC  ;  les  six  points  D,E,F,G,H,K  donnent  lieu  à  trois 
autres  triangles  correspondant  à  des  valeurs  de  X  données 
par  l'équation 

Si  nous  éliminons  A  entre  celle  équation  et  l'équa- 
tion (4),  nous  aurons  une  équation  du  neuvième  degré 
dont  les  racines  seront  les  ordonnées  des  neuf  sommets  des 
trois  triangles  5  celte  équation  du  neuvième  degré,  dont 
le  premier  membre  est  évidemment  décomposable  eu  un 
produit  de  trois  facteurs  du  troisième  degré,  est  aussi  dé- 
composable en  un  produit  de  deux  facteurs,  l'un  du 
sixièn)c  degré  et  l'autre  du  troisième;  le  facteur  du 
sixième  n'est  autre  que  le  produit  des  fadeurs  du  premier 
degré  correspondant  aux  six  poinlsD,E,F,  G,H,K  ;  donc 
ce  facteur  est  celui  que  l'on  obtient  dans  l'équation  du 
douzième  degré  envisagée  plus  haut;  quant  au  second 
facteur,  qui  est  du  troisième  degré,  il  donnera  les  ordon- 
nées des  trois  autres  sommets  des  trois  triangles.  Cette 
identité  remarquable,  que  nous  venons  d'obtenir  enti'e 
un  produit  de  trois  facteurs  du  troisième  degré  et  un 
produit  de  deux  facteurs,  l'un  du  sixième  degré  et  l'autre 
du  troisième,  se  présentera  chaque  fois  que  l'on  aura  .à 


(  ^9  ) 
envisager  un  uiangle  variable  oirconsci  it  à  une  conifiue 
et  inscrit  dans  nne  courbe  du  qualriènie  degré. 

On  peut  remarquer  que  le  produit  des  ordonnées  des 
six  points  D,E,F,G,H,K  reste  constant,  ainsi  que  le 
produit  des  ordonnées  des  trois  autres  sommets  des  trois 
triangles. 

Nous  citerons  encore  comme  exemples  simples  : 
Un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  dont  réquation 
est 

et  inscrit  dans  l'hyperbole  dont  l'équation  est 

Un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  dont  l'équation 
est 

et  inscrit  dans  l'hyperbole  dont  Téquation  est 

A  .r  +  B 


y  = 


c  j? 


Un  triangle  inscrit  dans  la  parabole  dont  l'équation 
est 

et  circonscrit  à  l'hyperbole  dont  l'équation  est 
4Bxx  +  B^-f-4C.r2=o. 
Tous  ces  triangles  donnent  lieu  aux  formules 

L  M 

.r,.r2=  — »       /«,/?/ 2=  — ) 

L  M 

L  M 

Arin.  de  Mathém.,    i""  série,  t.  XIX  (Octobrt!  i88o).  ^9 
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On  déduit  de  ces  formules  que  le  produit  des  abscisses 
des  sommets  et  le  produit  des  cocflîcieiils  angulaires  des 
côtés  sont  constants. 

Nous  terminerons  par  l'énoncé  de  la  propriété  sui- 
vante : 

Lorsqu'un  Iriangle  se  déplace  en  restant  inscrit  dans 
une  parabole  ci  circonscrit  à  une  parabole  ayant  même 
axe  que  la  première  et  de  paramètre  quadruple,  la 
somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  reste  constante. 


QIESTIONS  PROPOSEES  PAR  M.  MOREAll 

(yoir  2' série,  t.  XIV,  p.  527  ); 

Solutions  de  M.   MORET-BLANG. 


Démojitrer  les  formules 

-(t)'-["-^J 
L     1.2.3     J 


V{in  -)-  I 


n- 
I 


1=  \'.i^ 

/Z'(»'—  l)(/2'—  4) 

1=70773^ 


nr: 
■=  cos  — 

2 

r^/z  4-1) 

rM  -  4- 1 

si  n  /?  TT 

et  indiquer  entre  quelles  limites  elles  sont  exactes. 
1°  Si  l'on  développe  (i  -+-  x)*"  par  la  formule  du  bi- 
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nôme,  le  coefficient  de  x'-"-  dans  ce  développement  sera 

in  [in  —  \].  .  .{m  —  ^ -^  i) 
1  .  2  ...  pi 

OU,  en  multipliant  haut  et  bas  parr(2rt  —  /a-{-i), 

r(2/?  +  i) 

r(iA  -i-i)r(2«  —  fi  +  i)' 

Si  l'on  développe  [x  +  i  )-",  le  coefficient  de  x^"'"^  sera 
de  même 

T[in  -f-  i) 

r(2«  —  fA  +  i]r(pi4- 1)* 

En  posant  9./z  —  fx  =  p/,  le  coefficient  de  x^'  sera  donc 

r(2/?  +  i) 

r(p'+i)r(2«  — fi'+i)' 

Si  /z  est  fractionnaire,  y.  sera  toujours  entier,  mais  /j'-' 
sera  fractionnaire,  et,  comme  le  coefficient  est  toujours  la 
même  fonction  de  n  et  de  [j.,  cette  forme  subsiste  pour  les 
puissances  entières  ou  fractionnaires,  pourvu  que  les 
exposants  successifs  de  x  diffèrent  d'une  unité.  Il  en  ré- 
sulte que,  si  x"  se  trouve  dans  le  développement,  son 

coefficient  sera 

r(2«  + 1) 
r2(«H-i)  * 

Or,  ce  terme  en  x"  s'obtient  en  faisant  la  somme  des 
produits  des  termes  de  même  rang  dans  les  développe- 
ments de  (i  -4-  xY  et  (x  -f-  i)",  ce  qui  donne  le  premier 
membre  de  la  première  formule  :  cette  formule  est  donc 
démontrée. 

Il  faut  toutefois  que  V [in  -{-  \)  reste  fini  et  positif,  ce 
qui  exige  que  l'on  ait  m  -\-  i^  o  ou  n'^  —  ~. 

2"   Le  coefficient    de  x"-  dans   le   développement  de 


(  4^)^-  ) 

(i  —  x^)"  est,  en  valeur  aLsolue, 


■■■{"-H 


r(«  -f-i) 


(^■)K"-^■) 


si  jU.  est  pair;  il  est  nul  si  tj.  est  un  nombre  impair. 

On  verra,  comme  précéJemment,  que  celte  forme  sub- 
siste pour  des  valeurs  fractionnaires  de  n. 

Si  y.  =  11,  c'est-à-dire  si   le  développement  renferme 

rc   •                     ,     ,   ,     r(«  +  i) 
un  terme  en  x",   son  coelncient  sera  cîral  a  — -. ' 

multiplié  par  une  fonction  de  7i  (jui  s'annule  pour  les 
valeurs  impaires  de  n  et  prend  les  valeurs  +  i  ou  — i 

pour  les  valeurs  entières  paires  ou  impaires  de  -»  con- 


n 
1 
nr. 


dilions  qui    sont  remplies    par  la  fonction  cos — '--  Le 
terme  en  x"  sera  donc 

nr:     Tin  -\-  \] 


cos  — 

2 


rM  -  -t- 1 


Mais  on  l'obtient  aussi  en  faisant  la  somme  des  produits 
des  termes  de  même  rang  dans  les  développements  de 
(x-\-iY  et  (i  —  .r)",  ce  qui  donne  pour  coefficient  le 
premier  membre  de  la  seconde  formule  j  on  a  donc 


rn[n-i)[n-i)-V 


mz     Tin  -h  1 
cos 

FM  -  4-  I 


Il   faut  toutefois  que  V{n  -\-  i)  reste  continu  ou  que  Ion 
ail  w">  —  I . 
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L'égalité  existe  évidemment  pour  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  de  ji]  mais  ce  n'est  que  par  analogie, 
et  en  vertu  de  la  continuité,  qu'on  l'a  étendue  aux  va- 
leurs fi actionnaires.  Il  faut  vérifier  qu'elle  subsiste  pour 
celles-ci. 

Soit  n  =  j.  Le  second  membre  de  la  formule  devient 

TT     r(A) 
4  r^i  +  i) 

logées-^ 1,8498450 

logrd) 1,9475449 

—  2logr(|-) 0,0853578 

'^S'^^'Zi^""     1.8827477 

^  r(|) 
t'os -7 — -—T' "       o,7b33Q2. 

C'est  aussi  la  valeur  que  prend  le  premier  membre 
quand  on  y  fait  ji  =:^. 

La  formule  subsiste  donc  pour  les  valeurs  fraction- 
naires de  Ji. 

(I  -\-  .rX  "  ,  . 
^  I     en  série  ordonnée  sui- 

va7it  les  puissances  de  or,  il  est  évident  que  le  coefficient 
de  x'^  sera  égal  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  entières 
positives   ou    négatives    de  p.,  et  qu'il   se   réduira    à    i 
pour  y.  =  o. 
Or' 


(j:  -1-  i)''(i  H-  .r 


et  l'on  obtiendra  le  coefficient  de  a:"  dans  ce  développe- 
ment en  multipliant  les  coefficients  des  termes  de  même 
rang  dans  les  développements  de  (x+  i)"  et  de  (i  +  x)"" 
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par  la  formule  du  binôme,  ce  qui  donne 


valeur  qui  se  réduit  à  l'unité  pour  /?  =  o  et  à  zéro  pour 
toute  valeur  entière  positive  ou  négative  de  n-^  elle  est 
donc  égale  à 

Or  on  a  (Serret,  Trigonométrie,  n°  134) 


,  m?\  1  m"  \  l  w' 


m-p:        rni: 

in         in  \         4' 


d  ou,   en  remplaçant  —  par  «, 


sin  nv:        ,  l         n^\  i  n 

Donc 


/?'       n'\n- — I         n^xn* — i 


n^  —  4)  sin/ZTT 


■.2^3^ 


REMARQUE  SIR  U  ARTICLE  DES  NOIYELIES 
ANNALES  5 


Par  m.   C.   HENRY. 


Les  Cahiers  d'octobre  et  de  novembre  1879  des  Nou- 
velles Annales  contiennent  des  formules  pour  calculer 
les  puissances  semblables  des  x  premiers  nombres.  Ces 
formules  nous  semblent  moins  simples  que  celles  données, 
il  y  a  quelques  années,  par  M.  Ed.  Lucas  [Recherches 
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sur  l'analyse  indéterminée  et  V Aritlimétique  de  Dio- 
phante,  Moulins,  iSyS,  p.  79-88). 

En  elFet,  on  a  le  tliéorème  suivant  :  La  somme  des 
puissances  paires  des  x  premiers  nombres  est  algébri- 
quement dii^isible  par  la  somme  des  carrés  des  x  pre- 
miers nombres,  et  le  quotient  est  une  fonction  entière  de 
y:=x[x-\-i)^  c'est-à-dire  du  double  de  la  somme  des 
X  premiers  noîjibres.  En  désignant  paiw/2,  le  quotient 
de  Soj  par  Sj,  on  a  [Recherches  sur  l  .Analyse  indé- 
terminée, p.  85)  les  formules 

5^4  =  3j  —    I , 

7  ?e  =  3j»  —  3 j  -+- 1  , 

iiy.o^Sy—  107»+- 17/'—  i5j-+-5, 


De  même,  en  désignant  par  ^2«+i  le  quotient  de  Sj.+i 
par  Sa,  on  a 

2  I 

^^  =  3-^-3' 

1  2  I 

Enfin  nous  nous  permettrons  de  faire  observer  quela  for- 
mule (X)  de  la  page  5 18  a  été  donnée  par  Jacobi  (yBrief- 
wechsel  zwischen  C .  F .  Gauss  und  If.  C .  Schumacher, 
Allona,  i863,p.  299)  et  que  l'on  déduit  aisément  d'autres 
formules  analogues  [Recherches  d'' Analyse  indétermi- 
née, p.  84)- 
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1\0TE  RELATIVE  AIX  IXTERSCCTIOXS  IXTÉRIEtRES 
DES  DIAGOMLES  D'UN  POLYGO\E  CONVEXE; 

Par  !M.   LIONNET. 


Théorème.  —  Le  nornhre  /„  des  intersections  inté- 
rieures des  diagonales  d'un  polygone  convexe  de 
n  côtés  est  égal  au  nombre  c)^  des  combinaisons  de  ses 
n  sommets  quatre  à  quatre. 

Dans  un  polygone  convexe  de  72  côtés,  quatre  sommets, 
pris  comme  on  voudra,  sont  les  sommets  d'un  (juadrila- 
lère  convexe  où  les  diagonales,  qui  sont  deux  diagonales 
du  polygone  proposé,  se  coupent  à  l'intérieur  du  qua- 
drilatère et,  par  suite,  à  l'intérieur  du  polygone. 

Réciproquement,  si  deux  diagonales  du  polygone  pro- 
posé s'y  coupent  intérieurement,  leurs  extrémités  sont 
quatre  sommets  du  polygone  5  donc  ï„=  c^. 

Remarque  I.  —  L'énoncé  du  théorème  précédent,  plus 
exact  que  celui  déjà  publié  deux  fois  dans  les  Nouvelles 
Annales  (années  1848  et  1880,  p.  91  et  44},  diffère  de 
celui-ci  en  ce  que  l'expression  points  d'intersection  y 
est  remplacée  par  le  mot  intersections.  La  raison  en  est 
que,  si  plus  de  deux  diagonales  se  coupent  en  un  même 
point  intérieur  au  polygone,  plusieurs  intersections  in- 
térieures de  deux  diagonales  correspondent  à  ce  seul 
point  d'intersection.  Ainsi,  par  exemple,  dans  l'hexa- 
gone régulier,  où  la  formule  /«=  c)^  donne  i5  pour  le 
nombre  des  intersections  intérieures  des  diagonales,  on 
trouve  seulement  treize  points  intérieurs  d'inlerseclion, 
ce  qui  tient  à  ce  que  trois  des  neuf  diagonales  se  coupent 
au  centre  du  polygone. 

Remarque  il. —  Les  auteurs  qui  ont  donné  piécédem- 


(45;  ) 

ment  la  démonslratioii  de  la  foiniule  /„  =  c^^  ont  cru  de- 
voir calculer  d'abord  le  lapport  de  /„  à  /„-i  ou  la  diffé- 
rence /'„ —  in-i  5  mais  il  m'a  semblé  beaucoup  plus  siiiiple 
d'en  donner  une  démonslration  directe. 

Aole  du  Rédacteur.  —  I\I.  le  prol'esscur  (Je  Virieii  remarque  de  même 
que  ce  théorème,  dont  on  a  donné  des  démonstrations  dans  les  Nouvelles 
Annales  (années  i8'|8  et  1880,  p.  91  et  44)»  cesse  d'être  rigoureusement 
exact  lorsque  trois  ou  plus  de  trois  diagonales  du  polygone  considéré 
se  coupent  en  un  même  point  intérieur. 


PUBLICATIONS  RECENTES. 


i.  OEuvr.ES  COMPLÈTES  DE  Laplace,  publiécs,  sous  les 
auspices  de  l'Académie  des  Sciences,  par  MM.  les  Secré- 
taires perpétuels.    Tome  quatiicnie ;   Paris,    Gautliier- 

Yillars(i88o). 

2.  Cours  dk  Calcul  ikfiin'itésimal,  par  J.  Iloûel, 
professeur  de  Mathématiques  pures  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Bordeaux.  Tome  troisième  ;  Paris,  Gaulhier- 
Villars  (1880).  —  Second  fascicule. 

3.  Sur  l  ouîGirjE  de  quelques  jnotAtioas  mathéma- 
tiques; par  M.  C.  Henj-j.  Extrait  de  la  Revue  archéo- 
logique. Paris,  Didier  et  C'''  (1880). 
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SOLITIONS  DE  Ql]ESTIO^'S 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question  4296 

(  voir  2°  série,  t.  XVII,  p.  526); 

Par  m.  SONDAT. 

Si  les  égalités 

Aa5  4-Bp'4-C7'=o,     Aa'^H- Bp'^-h  €7"=  o 

représentent  deux  solutions  connues   et  distinctes  de 

r  équation 

Aj;3+Bj3-f-Cz3=o, 

une  troisième  solution  sera  donnée  parles foiinules 

^  =  Bpp'(ap'— a'p)  +C77'(a7'  — a'v), 
j^  =  C77'(P7'-p'7)+Aaa'([5a'-p'a), 
z  =Aaa'(7a'— 7'a)  -I- B^^' (y^' —  7'P). 

(Realis.) 

Des  deux  égalités  admises  on  tire 


\ 


et  si,  pour  abréger,  on  pose 

ap'-a'fj  =  P,     7a'-7'a  =  Q,      p7'-p'7  =  R, 

on  aura 

[  ^  =  >PQR(a'P'7'— a'=P7), 

)  j  =  XPQR(^'a'7'—  P"a7), 
z  =>PQR(7'a'p'  — 7'»ap). 


(  459  ) 
Remplaçant  dans  l'équation  proposée  A,  B,  C  par  les 

valeurs  (i)  et  a:,/,  r  par  les  valeurs  (a),  il  vient  l'iden- 
tité 

(3)  I        -f-(7'a'^— 7'^a^)(P=a'7'— |î''a7)3 

(        ^  [a.^  p  —  u'  P')  [f-  0^'  P'  —  y'^ci^Y  =  o, 

qu'on  peut  établir  en  développant. 
La  proposition  est  ainsi  établie. 


Question  1312 

(voir  2*  série,  t.  XVIII,  p.  33j); 

Par  m.  JIarcello  ROCHETTI, 

Professeur  au  lycée  royal  Campanella,  à  Reggio  (Calabria). 

Tt'ansfoJTner  le  produit 

3(a'+  p  +  7^)'[(a  +  P)^H-  (P  +  7)'+  (7  +«)'] 
en  une  somme  de  trois  cubes.  (S.  Realis.) 

Le  produit  précédent  peut  s'écrire  ainsi, 

:>  =  3(a''+  p'-\-  7«  +  aa^p'-f-  2a=7'+  ap^-yM 

X  (2a3 -+-2^^  +  273  H-3a'PH-3ap=+  3a'7-f-3a7^+  3^=7  H-  3p7'), 

et,  si  l'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

2a''P  =  a«P  +  a[i»+a«7+a7«  +  p«7  +  ^7% 


il  est  visible  qu'on  peut  mettre  P  sous   la  forme  sui- 
vante : 

^*'      \  +92a«p'74-l82a^p'7  +  l82a'p57'+  36a3p'7^ 


(  46o  ) 
Or,  le  développement  de  la  somme  des  trois  cubes 

(2a'—  p'— 7='+  3ap2+  Sa-/')' 
+  (2^3— '/  — «3 +  3(5x^+3  pv^y 
+  (27'— a'— [i'+  37a5+  37  p')' 

donne  tous  les  termes  de  l'expression  (i),  et  ces  termes 
seulement,  parce  que  les  autres  disparaissent  par  la  ré- 
duction des  termes  semblables  5  donc  P  a  été  transformé 
en  la  somme  de  trois  cubes. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1320 

(voir  2'  série,  t.  XVIII,  p.  r!S3)  ; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 

Soit  une  série  de  cercles  concentriques.  Dans  cha- 
cun d'eux  on  trace  un  rajon  OM  qui  détache  un  5ec- 
/e//;'  AOM  d  'aire  donfsèe  à  partir  dune  droifejîxe  AOU. 
passiint  par  le  centre  O  :  trouver  le  lieu  du  point  M. 

(Laisakt.) 

Prenons  pour  pôle  le  centre  O  et  pour  axe  polaire  la 
droite  OX;  en  désignant  par  nr  Taire  donnée,  et  par  r 
et  9  les  coordonnées  du  point  ]M,  nous  aurons 


000 


36o  m'' 
ou,  en  posant 


Telle  est  l'équation  de  la  courbe  lieu  du  point  M. 
Celte  courbe,  cas  particulier  des  spirales  dont  l'équa- 


(  46i  ) 
tion  est  ;■  =  «6",  a  été  désignée  par  Cotes  sous  le  nom  de 
îiluiis  [Ha/nionia  metisiirarnvi). 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Moret  Rlanc  ;  Leinckugel;  J.-B. 
Buvat,  du  Lycée  de  Moulins;  Habbé. 


Question  1324 

(Toir  2*  série,  t.  XVIII,  p.   3.84); 

Par  m.   MORET-BLANC. 

Si  [x ,  y .^  z)  est  une  solution   en  nombres  entiers  de 
l'équation 

on  aura  une  solution  en  nombres  entiers  (jri,j'i,  ^i)  de 

l'équation 

X'  +  abc'X'  -+-  c^X' Y' z=  Z^ 

par  les  formules 

Lesj'onnules  de  Lebesgue  sont  la  consquence  évidente 
des  précédantes.  (A.  Desboves.) 

L'équation  x]  -+-  abc^j\  -{-cdx\y\  =  z\  devient,  en 
remplaçant  j:i,j'^i,^i  par  les  valeurs  précédentes, 

[ax*—  br^)^-\-  \Ç)abc\x''j''z*-+-  /^cdx-yH^[ax*—  bj'Y 
=  [c'z*-h{/iab  —  d'^)x'j*Y, 

OU,  en  ayantégardà  la  relation cz*=<7a:^4-/y^*+<^x-j^, 

(fl.r<—  by*  Y  -+-  i6abx*x'[ax*  -h  bj^  +  dx\y^Y 
■4-  ^d.ry  { ax*  —  by*  ){ax*-h  bj*  ■+-  dx'j'' ) 
=  [[ax^  -f-  b/'Y-Jr  ■2dx-y-[ax'*-h  bj*)  -\-  /^ a b x* y* ]\ 

Développant  et  passant  tous  les  termes  dans  le  second 


(  462  ) 
membre,  il  vient 

( ax*  -f-  by*  y  -+-  ^dx''y''  ( ax*  +  hy*  Y 

—  ( ax^  —  by^ Y  —  ^dx^y^  ( ax*  —  hy*  )'  ( ax*  -f-  by*  ) 
-+-  ^d^x*y*[ax*-\-  èj*)'-f-  8abx*y*[ax* -+-  by*Y 

—  ^d^x*y*[ax^—  by^Y—  i6abx*y*{ax*  -+-  br*Y 
-+-  i6abdx''y^[ax*-{-  bj*)  -i-  iGa^b'^x^y^ 

—  32 nbd.r'^y^ [a.i*  -]-  by*]  —  i6abd^x*y^  =  o 

OU  o  =  o,  ce  qui  est  une  identité.  Le  théorème  est  donc 
démontré  (  *). 

On  a  les  formules  de  Lebesgue  [voir  2^  série,  t.  XI, 
p.  83)  en  faisant  a  =  c  =  I . 


Question  1326 

(voir  2"  série,  t.  XVIII,  p.  4^2); 

Par  m.    MORET-BLANC. 

Trouver  dans  V intérieur  d'un  triangle  ABC  un  point 
tel  au  en  abaissant  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur 
les  côtés  on  divise  le  triangle  en  trois  quadrilatères 
proportionnels  à  tn^n,p.  (Lez.) 

Soient  X  ei  y  les  coordonnées  du  point  cherché  M, 
rapportées  aux  côtés  AB,  AC  du  triangle  pris  pour  axes; 
MD,  ME,  ]MF  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  M 
sur  les  côtés  BC,  AC,  AB. 

Le  double  de  l'aire  du  quadrilatère  AEMF  sera 

[x  -\-j'  cosAjx  sinA  -{-  [y  -\-  x  cosA)a:  sinA 
m 


bc  sinA. 


(')  Il  ne  serait  pas  sans  inUrét  do  savoir  par  quelles  déductions  on 
est  conduit  à  ce  théorème;  le  calcul  qui  le  vérifie  nindiquc  rien  de  précis 
à  cet  égard. 


(463  ) 
On  aura  donc,  en  divisant  par  sinA, 

mbc 


[x- -\~ y^)  cos A  H-  1XJ  z= 


-\-  n  -\-p 

Celle  équalion  représenle  une  hyperbole  ayant  son 
centre  au  point  A  et  pour  axe  Iransverse  la  bissectrice 
de  l'angle  A.  On  a  pour  les  coordonnées  des  sommets 

I  mbc 

y-  =  x'= -X — , 

Acos^— 

2 

et  pour  longueur  du  demi-axe  transverse 

V 


A  /        mbc 

IX  cos- 


-1-  «  -t-/? 
L'équation  des  asymptotes  est 

(a:'-+- j')  cosA  -f-  2j:j  =  o. 
Leurs  coefficients  angulaires  sont 
—  I  ±  sin  A 


cos  A 


/i  rc  sinA\ 
\    cos  A      / 


Soit  CH  la  hauteur  du  triangle  abaissée  du  sommet  C. 
Prenonssur  CA  et  sur  sonprolongemenlCl  =  CK=  CH; 
les  parallèles  menées  du  point  A  aux  droites  IH  et  KH 
seront  les  asymptotes  {*). 

Connaissant  les  asymptotes  et  un  sommet,  il  est  facile 
de  construire  l'hyperbole,  qu'on  réduira  à  la  portion  de 
branche  comprise  dans  l'intérieur  du  triangle. 

On  voit  de  même  que  le  point  M  devra  se  trouver  sur 


mbc 
(')    L'hyperbole    que    l'équation    (j:'-h_>--)cosA -H  2a;x:= 


\-n->r  p 

représente,  étant  équilatère,  a  pour  asymptotes  les  bissectrices  des  deux 
angles  droits  formés  par  les  deux  axes  de  la  courbe,  dont  les  directions 
sont  connues,  (G.) 


(  464  ) 
une  sccomlc  liypeiLole  dont  l'équaliou,   rapportée   aux 
axes  BA,  BC,  est 

nnc 


(,r'  + j^J  cosB  -f-  2.7-j- 


n  -f-/p 


et  que  l'on  construira  comme  la  premièie. 

L'intersection  (les  deux  livpcrboles  donnera  le  point  M. 

Si  elles  ne  se  coupent  pas  dansl'inlcîrieur  du  triangle, 
le  problème  n'aura  pas  de  solution. 

On  voit  parla  disposition  des  deux  hyperboles  que  le 
problème,  quand  il  sera  possible,  n^aura  qu'une  seule 
solution. 

Note.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  Ferdinando  Pisani. 


Qucs/ion    1327 

(Tolr  2*  série,  t.  XVIII,  p.  432)  ; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

On  donne  les  hisscclriccs  a,  jS  des  deux  angles  ai- 
gus A,B  d'un  triangle  rectangle  ABC  :  calculer  les  va- 
leurs des  côtés  et  des  angles  A,B  c?a  triangle.  (^Discus- 
sion et  nombre  des  solutions .) 

Les  bissectrices  étant  supposées  intérieures,  on  a 

r        B        ,  A 

a=pcos  — 5      «  =  acos-) 

d'où 


et  par  suite 


a        sinA 

B 

S  cos- 

b        sia  B 

a' 

a  cos  — 

2 

.     ,        A 

a  sin  A  cos—  = 

2 

B 

B  cos  A  cos- 

'                           2 

2 


(  4(55  ) 
Il  en  résulte 

.    A         A           /         A         .     A\        B 
2a  sin—  cos'  —  =  B    cos^ sin'—    cos-  ■ 

2  2  '    \  2  2/2 

et,  parce  que 

B              /_       A\       I    ^/       A         .A' 
cos-  =  cos(  45° ==-  v'2  I  cos — I-  sin  — 

.A          A        i„   y-/         A         .      A\  /       A         .    A\ 
2 asm—  cos'—  =-8  v  2     cos'  —  —  sin^  —       cos \-  sin—    , 

2  22'  \  2  2/\2  2/ 

/-  /a\   .   A       ,A  A  A   .     A         .A         A         .A 

S/2.  I  -   Sin-  COS-—  =  cos^ cos—  sni^ — h  sui—  cos' sm*— • 

\P/       22  2  22  22  2 

Divisant   les   deux    membres    par    cos" -5    et  posant 

A 
tang  —  =  a:,  oiî  a  1  equalion 


(  I  )  j:^  -H  .r=  -f-  (  2  y^2  -  —  i  j  .r  —  1  =  0, 

qui  n'a  qu'une  seule  racine   positive  comprise   entre  o 
et  ifM. 


(")  Ses  deux  autres  racines  sont  imaginaires,  car.  en  changeant  ar  en 
—  X,  l'équation  devient 


,.^^2v/^?-,). 


x'  —  X-  —  X  -H  i-H  2  V2  -  X  ==  0, 

qui  peut  s'écrire 

I—  a. 
(x  -i-i){x —  ij--t-2V2-^  =  0. 

Or  il  est  évident  que  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  est 
constamment  positif  pour  toute  valeur  positive  de  x;  donc  l'équation 
))roposée 

n'admet  aucune  racine  négative,  et,  par  conséquent,  elle  a  deux  racines 
imaginaires.  ("•) 

^nn.  de  m  a  ihr  ma  t..  7'' iè.vii',  t.  XIX.  (Octobre  1880.)  3o 


(  466  , 

Cette  racine   fait  connaître  l'angle  —  au  moyen  de  sa 
tangente,  et  par  suite   les  angles  A,  B.   On  obtient  les 

T> 

valeurs    des    côtés    n,b  par  les   formules   a  =  (icos-> 

b  =z  ca  cos— ;  puis  on  a 
2     ^ 


c  z=\l  a'  -T-  A'     ou 


a 


sinA 


Le  problème  est  toujours  possible  et  n'admet  qu'une 
seule  solution. 

Si  a,  (3  représentaient  les  valeurs  des  bissectrices 
extérieures  des  angles  A,  B,  on  aurait 


d'où 


a  =  B  sin— »       o=:asin  — 1 

2  2 


.    B 

•     .         r,    sm  - 
a sinA  p  2 

b        sin  B        a      .    A 

SU)  — 


Il  s'ensuit 

A    .      A        ,  .     /  ,;.         A\ 

2  a  eus  —  sin^  -  =  3  cosA  sm     l\^° H 

2  2'  \  2/ 

A    •   .A        v/âp/       jA         .    .A\  /       A         .    A 
2  a  cos—  sm^-  = —  B  I  cos^ sin  —  )     cos sui  — 

2  2  "^V  2  ■*■  J  \  "^  - 

-a        A    .     A  A  ,A        A  A    .    A         .A 

2  V  2  -  ces  — sm—  =  cos^ sm-  — cos co')--  sm  — '-  sm^  — 

[12  2  2  22  22  2 

En  divisant  par  cos'"'-?  et  posant  tang— =:  x,  il  vient 

\    , 
2  y  2  -  -4-  I  I  /:■  —  .?•  H-  I  =  G. 

Cette  équation  a  deux  racines  positives,  1  une  comprise 


(  4^7  ) 
enlre  o  et  i ,  et  l'autre  plus  grande  que  i  j   la   première 
seule  est  admissible  (  *). 

Le  problème  a  encore  une  solution  et  iien  a  qu'une 
seule. 

On  verrait  de  la  même  manière  qu'il  en  serait  encore 
de  même  si  l'on  donnait  une  bissectrice  intérieure  et  une 
bissectrice  extérieure. 

jyote.  —  La  questio!!  a  aussi  été  résolue  par  MM.  Ferdinando  Pisani; 
A.  Leiuekugcl,  étudiant  eu  Mathématiques. 


Question  1329 

(voir   2"  série,!.  XVîll,  p.  177): 

Par  m.   V.-W.   ARNAUD, 

Élève  en  i\Iathématiqucs  spéciales  au  lycée  de  Nice. 

Soit  In  série  récurrejite 

o,  I,    I,  1,  3,  5,   8,    i3,    . .  . , 

felle  que  i/„^2  =  //„^,  -i-  u„:  trouver  la  somme  des  n  pre- 
■micrs  termes  de  l(i  séiie 

i.'î       1.3       2.5       3.5  u„^i  «„+, 

(E.  Lucas.) 


De  l'égal  i  té 
on  tire 


"11-4-2 ^n-i-<      r-  Mrt 


"n-l-1 ^n-t-7  '^ni 


(')  La  racine  négative  de  cette  é.jiiation,  chanjée  de  signe,  est  la  va- 
leur de  tang  — 5  lorsque  a  lepicsenta  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  A 
et  jS  la  bissectrice  intérieuie  de  l'angle  B.  (G.  ) 


(  468  ) 
el  la  série  peut  s'ccrire 

2  —  i       3  —  I       5  —  2       8  —  3  «,,^.3  —  ti„^ 


I 


ou 


1.2  1.3  2.5  3.8  *         «„ 


I        I 
3""  b 


Or,  d'après  la  forme  des  dénominateurs,  on  voit  qiu; 
le  premier  ternie  de  chaque  parenthèse  est  détruit  par 
le  second  terme  de  la  parenthèse  antéprécédenle.  Dans 
la  série  (2),  les  seuls  termes  qui  ne  se  détruisent  pas 
sont  donc  les  premiers  des  deux  premières  parenthèses 
et  les  derniers  des  deux  dernières. 

On  a  donc 

1        I  I  I 

■"""^    1  I  U„+-,  Un^3 

(       I  ' 


\  ««H 


'■ii+i 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  I\IM.  A.  ^Vok^am,  à 
Saint-Pétersbourg;  J.  de  Yirieu, professeur  à  Lyon;  H.-J.Kranlz  ;  Moret- 
Hlanc  ;  Artemieff,  à  Saint-Pétersbourg;  E.  l'auquenibergue;  A.  Leinekugel  ; 
Lebreton;H.  Letellier,  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  Lycée 
de  Tarbes  (classe  de  M.  Escary). 


Question  1332 

(Tolr  2'  série,  t.  XVllI,  p.  4tS); 

Par  1\I.   ROBAGLIA. 

Une  droite  SA  pi^'Ote  autour  du  sommet  S  d'une  pa- 
rabole quelle  rencontre  en  A,  et  de  ce  point  A  on 
abaisse  une  perpendiculaire  AP  sur  la  tangente  au  som- 
met : 


(  46y  ) 

1°  On  joint  le  point  P  au  pied  D  de  la  directrice  par 
une  droite  q  là  rencontre  AS  en  M; 

2°  On  joint  le  point  P  au  foyer  F  par  une  droite 
qui  rencontre  AS  en  N5 

S**  0«  abaisse  de  P  5«/'  AS  u^^  perpendiculaire  qui 
coupe  AS  û//  pointÇ),  et  l'on  prolonge  PQ  d'une  quan- 
tité égale  QR. 

Démontrer  que  le  point  iM  décrit  une  hyperbole, 
le  point  N  une  ellipse,  le  point  Q  un  cercle,  et  le 
point  R  une  strophoïde  (  *  ) . 

(Ed.     GuiLLET.) 

1.  Soient  y^  =  2px  l'équation  de  la  parabole  et 
y  =  nix  réqualioude  la  droite  Sx\.  On  a,  pour  l'ordon- 
née du  point  A, 

y  =  SV  =  -^, 
m 

et,  par  suite,  pour  les  coefficients  angulaires  m',  ni"  des 
droites  PD,PF, 

4  4 

m  m 

d'où 

mm'  =  4  j     mm"  =  —  4* 

Il  s'ensuit  que  le  lieu  du  point  M  est  une  hyperbole 
ayant  ses  sommets  aux  points  D,  S,  et  que  le  lieu  du 
point  N  est  une  ellipse  dont  le  petit  axe  est  SF  et  le 
grand  axe  2SF  (  ■  j. 

2.  Soit  T  le  point  de  rencontre  des  droites  PQ,  SF: 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fi[;iirc. 
(')  L'équation  du  lieu  du  point  M  est 

y~'ix^  —  ipx=  0, 
et  le  lieu  du  point  N  est  représenté  par  l'équation 

{Note  (lu  Jieddcteur.) 


{  470  ) 
les  triangles  rectangles  semblables  PST,  PSA  donnent 

SX        SP      ^^       SP^ 

Il  en  résulte  que  le  lieu  du  point  Qest  le  cercle  décrit 
sur  ST  =:  4SF  comme  diamètre. 

3.  En  nommant  C  le  point  de  rencontre  de  la  droite 
SR  et  de  la  perpendiculaire  à  8T  en  T,  il  est  facile  de 
voir,  à  cause  de  SP\.  =  SP,  (jue  CR  =  CT.  Donc  le  lieu 
géométrique  du  point  Pt  est  une  stioplioïde,  avant  son 
point  de  rebroussemenl  en  Tel  sou  sommet  en  S. 

Note.  —  Autres  solutions  de  r.IM.  Lez;  Moret-lilanc;  Edouard  Lery, 
agent  voyer  cantonal;  Droz;  Ferdinando  Pisani;  E.  Fauqnembergue; 
A.  Leinekugel,  étudiant  ea  Mathématiques;  S  rnison  Dreyfus,  étudiant 
h  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy;  Paul  Payssé,  élève  en  Mathéma- 
tiques spéciales  au  Lycée  de  Bordeaux;  Ambort,  du  LycéedeMontpcllier; 
Georges  Galiesto,  à  Bordeaux;  Basset,  à  Moulins;  Lambiotte, élève  de  l'E- 
cole polytechnique  de  Bruxelles;  Lebreton  ;  L.  Julliard,  du  Lycée  Cor- 
neille (Rouen). 

Question  4334 

(voir  ■>"  série,  t.  XYIII ,  p.   i-,<)): 

Par   m.   a.   DROZ, 

Maître  de  Mathématiques  à  l'inslitution  Briedenstein,  à  Granges. 

Un  quadrilatère  est  cii conscrit  à  un  cercle  dont  le 
rayon  est  r  et  ses  sommets  sont  sur  un  autre  cercle  dont 
le  rayon  est  R^  si  D  représente  la  dislance  des  centres 
des  cercles,  démontrer  que  le  rectangle  des  diagonales 

du  quadrilatère  est  égal  a  — —  • 

(G.  Letjdesdokf,  INI.  A.) 

Menons  les  bissectrices  BE,  T)F  des  deux  angles  op- 
posés ABC,  ADC  du  quadrilatère  ABCî)  (*);  ces  droites 

')  Le  leetrur  est  prie  de  faire  la  figure. 


(  47«   ; 

se  coiipenl  au  (^entrc  O  du  cercle  inscrit,  et  elles  ren- 
contrent la  circonférence  circonscrile  en  des  points  E,F, 
extrémités  d'uii  diauièucEF  de  celte  circonférence. 

Soient  G  et  H  les  points  aux(|uels  le  cercle  inscrit  O 
est  langent  aux  côtés  BC,  CD  du  quadrilatère. 

Les  triaiiirles  rectangles  OBG,  ODH  donnent 

.1  OG         /•  .    I     ^^       OH         /• 

s[n-ABC=^ — ■  =  —      et      sin-ADL.=  — —  = — —  ? 
2  OB       OB  2  OD       OD 


u  ou 


donc 


2  sin-  ABC  sin-  ADC 


=  2  sin  -  ABC  cos-  AEC 


2/' 


2  2  OB.OD 


sinABC=:— — ,     . 
OB.OD 

Mais,  dans  le  triangle  ABC,  ou  a 

AC  =  2R  sin  ABC; 

par  conséquent,  la  diagonale  AC  -=     '  • 

Dans  le  triangle  DFB,  on  a 

BD=i  2R.sinDFB:=2R.sinOFB; 

mais  l'angle  OBF=  EBF  est  droit;  puisque  EF  est  un 
diamètre  du  cercle  R,  le  triangle  OBF  étant  rectangle 
en  B, 

OB 
sinOFB  =  — ; 

donc 

OB 
BD=  2R--- 
Ot 

Ainsi  le  produit  des  deux  diagonales  AC  X  BD=:  ■ 

'  ^  OD . OF 

Or,  le   produit   OD.OF    représente   la  puissance  du 

point  O  par  i  apport  au  ceicle  dont  le  rayon  est  R  ;  ou  a 


(  4-2  ) 

donc 

OD.OF  =  R=— D^ 

il  s'ensuit 

8RV= 

AC.BDr=- .  c.  Q.  F.  V. 

Pv=  —  D' 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-BIanc,  Lez, 
Ferdinando  Pisani. 

Question   1339 

(Toir  2°  série,  t.  XVIII,  p.  52.S  i  ; 

Par  m.  J.   LISSENÇON, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

Trouver  un  nombre  qui  soit,  ainsi  que  son  bicarré, 
la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutijs. 

(LlOWIVET.) 

Un  nombre  N  égal  à  la  somme  de  deux  carrés  peut 
être  représenté  par  «"4-  b-,  et,  en  introduisant  les  ima- 
ginaires, 

]^  =  a^  -V-  b-={a  +  h  ^^^i)(a  —  bsf^)i 

son  bicarré 

et 

N«=  A'+BS 
en  posant 

[a—  b  \J'^  *  =  A  —  B\J^^ . 

Ces  deux  dernières  équations  donnent 

(i)  A=:a*—6a-b'-h  b*, 

(2)  B=^a^b  —  i^abK 

D'après  les  conditions  du  problème,  a  et  b  doivent 
être  deux  nombres  entiers  consécutifs,  ce  qui  permet  de 


(  4:3  ) 

remplacer  b  par  a  -i-  i,  dans  les  relations  (i)  et  (  2),  qui 
deviennent,  par  cette  substitution, 

(3)  A  =  — 4a*— 8rt'-^4rt -l-i, 

(4)  B=— 8fl^— I2a5— 4rt. 

Pour  que  A,  B  soient,  commet,  ^,deux  nombres  en- 
tiers consécutifs,  il  suffit  (ju'on  ait  A  —  R  =  i. 

Si,  dans  l'égalité  A  —  B  =  i ,  ou  remplace  A  et  B  par 
les  valeurs  (3)  et  (4),  il  vient 

4<7*  —  12  a' —  8rt  =  G, 

équation  dont  les  racines  sont  «  =  o,  «  =  2,  <7  =  —  i . 
La  valeur  «  =  2  convient  seule  à  Ja  question. 
11  en  résulte 

è  =:  3,     A  =  — 119,     B  =  — 120, 

N^  =  A'+B2=ii9'+i2o'=2856i  =  i3^ 
Le  nombre  i3  satisfait  donc  à  la  question  proposée. 

^'ote.  —  Autres  solutions  de  MM.  Moret-Blanc  et  Leinekugel. 


Question  1340 

(Toir  2'  série,  t.  XVIII,  p.  528) 

Par  m.  J.-M.   FAURÉ, 

Élève  eu  Mathématiques  spéciales  au  Lycée   de  Tarbes. 

Si  a,  h,  c  sont  les  côtés  rangés  par  ordre  de  gran- 
deurs décroissantes  d^ un  triangle  ABC,  et  S  la  surface 
de  ce  triangle  : 

1°  L^ aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  pieds 
des  trois  bissectrices  intérieures  a  pour  expression 

"îabcS 

[b  -i-c)(rt  ~r  c][a  H-  b)'' 
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'iP  L  aire  du  iriungle  dont  les  sommets  sont  les  pieds 
des   deux  bissectrices  extérieures  issues  des  sommets 
B,  C,  et  de  la  bissectrice  intérieure  issue  du  sommet  A. 
a  pour  expression 

:>.ahrS 
[b-i~c){a  —  c){a--0)' 

(DOSÏOR.) 

ï'^  Soient  AA',  BB',  CC  les  bissecit  ires  iiiiéricures  et 
S' l'aire  du  triangle  A'B'C  (M-  On  a 

(i)  S'  =  S -CA'B'— BA'C— AB'C 

Les  propriélés  connues  des  bissectrices  donnent 
AB':=-^,      AC'  =  -^%,     BA'=     "'■ 


ft.  -i-  c  a  ->r  b  b  -T-  c 

CA'=-"i-,      CB'=-^,      BC'=:-^. 
b  -r-  c  a  -^  c  a  -V-  b 

D'autre  pari,  les  triangles  CA'B',  CAB, ayant  un  angle 
commun  C,  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des 
côtés  qui  comprennent  cet  angle,  d'où 

CA'B':=^ "4n r 

[a  ■+  c)[b  -{-  c) 
On  a  de  uiême 

EA'C'== "'^        .,,      AB'C  ^'^ 


a  -~  b]yc  -V-  b]  [a  ^  b)[a  -\-  c) 

En  rc  mplaçant  les  aires  CA'B',  BA'C,  AB'C  parleurs 
valeurs  dans  l'égalité  (i),  on  trouve,  toute  réduction 
effectuée, 

ctabcS 

~~  [b  -'-c][a  -\~c)[a  -h  b)' 

assoient   BB),  CCi  les   bissectrices    extérieures   des 

Cj  Le  lecteur  est  jn-ié  de  faire  la  fi;;ure. 
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angles  B,  C,  el  S"  Taire  du  triangle  A'Bi  C| .  On  a 

(2)  S"=  4B,C,-I-BA'C, -^CA'B,— S, 

el,  d'api  es  les  propriélés  des  bissectrices  extcricures. 

.^  bc  ^  bc  ab  ac 

AB.  =  - -,      AC.=  -,     CB,= ,      BC,  = ,. 

a  —  c  a  —  h  a  —  c  a  —  0 

Il  s'ensuit,  en  ayant  égard  aux  rapports  des  triangles 
qui  ont  un  angle  égal, 

bc'St  ,  rtcS 

AB.C,  =  , ~ ■?      R  A  C, 


b)[a  —  c)'  '  [fi  —  0][b  -\-  cj 

CA'B,=  ; "-^ , 

[a  —  c)[b  ->rc) 

En  remj>laçant  ABjCj,  BA'Ci,  CA'Bj  par  leurs  va- 
leurs dans  régaliié  (2),  ou  a,  toute  réduction  elïecluée, 

abc?) 


S": 


Note.  —  La  mèrae  question  a  été  résolue  par  MM.  Droz  ;  Lez;  Mar- 
cello Rocchetti  ;  Leiiiekugel  ;F.  P.,  professeur  de  Mathématiques;  Ferdi- 
nando  Pisanl;  Basset;  H.  Lemelle,  à  .Saint-Junieu  ;  E.  Pecqueu,  élève 
au  Lycée  du  Havre;  E.  Chrétien,  élève  au  Lycée  du  Havre. 


Question  1341 

(voir  2'  série,  t.  XIX,  p.  i.!4  i  ; 

Par  m.   Ed.   BRESSON, 

Elève  en  Mathématiques  spéciales  au  Prytanée  nîililairc,  à  la  Flèche. 

D' un  point  donné  M  on  abaisse.  IfS  normales  à  une 
conique;  soient.  <?,,  n^  deux  quelconques  des  pieds  de 
ces  normales,  c/.ij  le  pied  de  In  perpendiculaire  abaissée 
du  point  M  sur  la  corde  aia^.,  et  (ù,j  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  v-ij  relatii'euient  aux  points  r/,-,  aj. 

Il  y  a  six  points  [j^j  :  démontrer  qu  ils  sont  les  som- 
mets d\in  quadiildlcrc  complet. 


(  47^  ) 
Quelle  est  la  propriêlé  analogue  rclatn'enientà  une 
surface  du  secojid  ordre?  (Laguerhe.) 

I.  Pour  plus  de  netlelé,  je  démon  lierai  à  part  le 
lemme  suivant  : 

Lorsque,  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC,  on  a  un 
point  V  tel  que  les  droites  joignant  les  sommets  A,  B,  C 
du  triangle  aux  projections  D,  E,  F  du  point  P  sur 
les  cotés  BC,  CA,  AB  se  coupent  en  un  même  point,  le 
point  P  jouit  de  la  même  propriété  par  rapport  au 
triangle  DEF. 

C'est-à-dire  qu'en  désignant  par  H,  I,  G  les  projec- 
tions de  P  sur  les  côtés  EF,  FD,  DE  du  triangle  DEF, 
les  droitesDH,EI,  FG  secouperontenunmême  point  ('). 

Pour  le  démontrer,  il  faut  établir  l'égalité 

GD       HE       IF 

Or,  en  vertu  de  notre  hypothèse,  nous  avons  d'abord 
la  relation 

DB       EC       FA  _ 
^^'  DC^ËX^FB""'- 

Le  quadrilatère  PDEC  étant  inscriptible,  l'angle 
PDG  =  PCE-,  donc  les  triangles  rectangles  PDG,  PEC 
sont  semblables,  et  leur  similitude  donne 

GD_  EG 
GP~  PE* 

De  même,   les  triangles  rectangles  PGE,  PDC    étant 

semblables,  on  a 

GE_  DG 
GP~  PÏ3' 


(')  I^e  lecte'ur  est  ))rié  de  faire  la  liitui 
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d'où,  en  divisant  membix'  à  membre, 

GD        EC  X  PD 


3) 


GE        DC  X  PE 
On   aura    de    mètne   ces   deux  aulres    relations   ana- 


BE 

_  FA  X  PE 

HF 

EAX  PF 

IF 

DB  X  PF 

ïd' 

FB  X  PD 

logues 

(4) 

f5) 


Multipliant  membre  à  membre  les  relations  (3),  (4)5 
(5),  il  vient 

GD  ^    HE    ^  IF  _  DB        FC        FA 

GË  ^^  HF  ^  ÎD  "~  rjG  ^  ËÂ  ^  FB 

ou,  à  cause  de  la  relation  (2), 

GD       HE       IF  _ 
GE^  HF^ÎD""""^  ' 

égalité  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

Le  corollaire  suivant  s'en  déduit  immédiatement, 
d'après  une  proposition  connue  de  la  théorie  des  trans- 
versales : 

Corollaire,  —  Les  conjugués  liarmoniques  des  points 
G,  H,  I,  pris  respectivement  par  rapport  à  (D,  E), 
{E,  F),  (F,  !)),  sont  en  ligne  droite. 

Cela  posé,  il  sera  facile  d'établir  la  proposition  1341. 

Cai',  en  considérant  les  points  D,  E,  F  comme  les 
pieds  de  trois  normales  menées  du  point  P  à  une  conique, 
les  côlés  BC,  AC,  AB  du  triangle  x\î3C  seront  des  tati- 
gentes  à  la  conique  en  D,  E,  F,  et  l'on  sait  que  les  droites 
AD,  BE,  CF  se  coupeiont  en  un  même  point.  Donc,  en 
vertu  de  notre  lemme,  ou  plutôt  de  son  corollaiie,  les 
conjugués  liarmoniques  de  G,  H,I  relativement  à  (D,E), 
(E,  F),  (F,  D)  sont  en  ligne  droite. 


(  'ly'J  ) 
On  a   ainsi   quatre  droites   qui  contiennent  chacune 
trois  des  six   points  P,y*,  par  conséquent,  les  six  points 
|3,,-  foriîient  les  sommets  dan  quadrilatère  complet. 

II.  Quelle  est  la  propriè lé  analogue  relalivenient  à 
une  surface  du  second  ordre? 

Voici  comment  on  pourrait  Tenoncer  : 

Par  un  point  donné  P  on  mène  les  six  normales  à 
une  surface  du  second  ordre  ;  soient  D,  E  les  pieds  de 
deux  de  ces  normales,  G  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  DE  et  du  plan  perpendiculaire  à  cette  droite 
mené  par  le  ]wint  P,  K  le  conjugué  harnionicpie  de  G 
par  rappoi't  aux  points  D,  E  :  les  quinze  points  K 
ainsi  déterminés  sont  trois  h  trois  en  ligne  droite. 

En  effet,  par  les  pieds  D,  E,  F  de  trois  de  ces  nor- 
males faisons  passer  un  plan  qui  coupe  la  surface  sui- 
vant une  conique.  Soit/?  la  projection  de  P  sur  ce  plan  ; 
les  droites/?  D,/?E,/>F  seront  normales  à  la  conique  DEF, 
car  la  droite  PD  de  l'espace,  perpendiculaire  au  plan 
tangent  en  D  à  la  surface,  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente DT  menée  à  la  conique  au  point  D  ;  donc,  d'après 
le  théorème  des  trois  perpendiculaires,  la  droite  pD  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  DT:  c'est  dire  qu'elle  est 
normale  à  la  conique.  Il  eu  est  évidemment  de  même 
des  droites  /^E,  pY .  De  là  résulte  que  les  trois  points  K 
correspondant  aux  trois  normales  PD,  PE,  PF  sont  en 
ligne  droite.  Par  conséquent,  les  quinze  points  K  sont 
trois  à  trois  en  ligne  droite. 

Par  chacun  de  ces  points  K  passent  quatre  droites'du 
système  ('  ). 

(')  Le  nombie    de  ces  droites  est  de  vinfjt;  chacune  d'elles  conliciit 
trois   des  quinze  points  K   :  donc,  par  l'un  quelcnnuue  de   ces    points 

passent  iiécessaireniont  quatre  droites  du  sys'.èiue. 
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Note.  —  La  même  qiiestio!»  a  olé  résolue  pnr  i\ÎM.  Fordinando  Pisaiii 
et  Diifaur,  élève  en  Matiuhnaliqucs  spéciales,  à  Burilcaux. 

Question  13i2 

(voir  2°  série,  t.  Xl?-i,  p.  i;;); 

Par  m.  DUFAUR, 

Élève  en  Mathématiques  sjiéciales  au  Lycée  de  Bordeaux. 

D'un  point  donné  iM  on  mène  deux  droites  noniiales 
à  une  parahole ;  soient  «,  h  leurs  pieds^  a  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la  corde  ah, 
et  (3  le  conjugué  harmonique  de  o.  relalii^ement  aux 
points  a  et  h  :  démontrer  que  le  point  (3  est  sur  la  droite 
menée  par  M,  perpendiculairenuint  ii  taxe  de  la  para- 
bole. (  LAGUERr.E.) 

Menons  aux  poinLs  a,  ^  des  perpendiculairos  aP,  Z>P 
aux  normales  M<2,  MZ>^  les  droites  aV.hV  seroiît  tan- 
gentes à  la  parabole,  et,  eu  joignant  leur  point  de  ren- 
contre P  au  milieu  i  de  la  corde  des  contacts  «Z»,  la 
droite  Pi  sera  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole. 

Si  par  le  point  P  on  mène  une  parallèle  PjN  à  la 
corde  r/Z>,  les  cpiatre  droites  Va.  PZ>,  P/,  P^  formeront 
un  faisceau  harmonique,  puiscjiie  le  poiiit  i  est  le  milieu 
de  ab. 

Les  trois  rayons  P«,  Vh,  PxV  de  ce  faisceau  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  trois  rayons  Ma,  IMZ>, 
Ma  du  faisceau  liarmonique  M(rt,  ^,«,(3)  ;  donc  les  qua- 
trièmes rayons  P/,  MjS  des  deux  faisceaux  sont  perpeii- 
diculaires  entre  eux.  Par  conséquent,  le  point  ;3  est  sur 
la  droite  menée  par  M  perpendirulairement  à  l'axe  de 
la  parabole. 

Note.  —  La  même  proposiiioii  a  été  déniontron  par  BIM.  Ferdinando 
Pisani  ;  A.  Tissier,  élève  ea  Matliéniatiques  spéciales  au  Lycée  de  Rouen, 
Ed.  Bresse n,  élève  en  Mathématiques  spétiaies  au  Prylanée  nîilitairc,  à 
la  Flèche. 
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QIESTIOXS. 


1348.  On  donne  une  parabole  P  et  on  propose  : 

1*^  De  trouver  l'équalion  du  cercle  C  qui  passe  par  un 
point  M  du  plan  et  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à  la  parabole; 

2"  De  trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  ce 
cercle  a  un  rayon  constant; 

3°  De  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  de  rayon 
constant  ; 

4"  De  démontrer  que  la  polaire  du  point  ÎM  par  rap- 
port à  la  parabole  et  la  seconde  corde  d'intersection  du 
cercle  et  de  la  parabole  se  coupent  sur  une  droite  déter- 
minée. (  Barbatiiin  .  ) 

1349.  Trouver  un  nombre  positif  ayant  la  double  pro- 
priété d'être  égal  au  produit  de  trois  entiers  consécutifs 
et  à  celui  de  deux  entiers  consécutifs.  (Lioknet.) 

1330.  Trouver  un  nombre  positif  arant  la  triple  pro- 
priété d'êire,  ainsi  que  sa  moitié,  égal  au  produit  de  deux 
entiers  consécutifs,  le  plus  petit  des  deux  facteurs  de 
celte  moitié  étant  lui-même  égal  au  produit  de  deux  en- 
tiers consécutifs.  (Liokket.) 

1351.  Deux  circonférences  et  un  point  A  étant  donnés, 
mener  par  ce  point  une  sécante  telle  cjue  la  dillerence 
des  cordes  interceptées  soit  égale  à  d. 

Indiquer  les  cas  d'impossibilité  suivant  la  position 
du  point  A.  (Lez.) 
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HECIIERCIIES  SIR  Mil  MODES  DE  TRANSFORMATION 
DES  FIGLRES  SOLIDES; 

Par  m.  E.  AMIGUES, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  ^imes. 
[suite  et  fin  ('  ).] 


Théorème  X. —  îiivcrseinent,  dans  tout  système  de 
trarj  s  formai  ion  où  les  plans  correspondants  divisent 
les  arêtes  de  même  nom  de  deux  léiraèdrcs  dans  des 
rapports  réciproques,  les  plans  de  V infini  se  corres- 
pondent. 

Par  hypothèse  on  a 

BM        Tî'  M'  _ 

ÂM  ^  nP  -  -^  '  • 

Or,  pour  le  plan  de  l'infini  de  la  figure  ABC,  on  a 

BM  _ 
ÂM  ~  ~"  '  ■ 

On  doit  donc  conclure  que 

B'M' 


A'  M' 

Donc  le  plan  de  l'infini  a  pour  con^espondant  le    plan 
de  l'infini 

18.  Théouème  XI.  —  Dans  une  quariique  de  Stciner, 
considérons  un  des  quatre  plans  tunge/iis  doublas  et  le 
plan  tangent  qui  lui  est  parallèle,  puis  menons  entre  les 


(')  Nom-cllcs  Annales,  a^séiie,  t.  XIX,  p.  /|33. 

.-inn.  de  Macliéinuc,  x"  série,  t.  XIX.  (Novembre  iSÎ-'o.)      3l 


(  4^2  ) 

fleux  un  troisième  plan  qui  leur  soit  parallèle  et  dont  la 
distance  an  second  soit  doul  le  de  la  dislance  nu  pre- 
mier. Ce  troisième  plan,  et  les  trois  plans  qui  lui  sont 
analogues,  se  coupent  en  un  même  point. 

Dans  la  figure  ABCD,  prenons   un  point  quelconque 
défini  par  les  équations 

X  _  Y        Z       T 

(i  b  f        d 

Tout  plan  passant  par  ce  point  a  pour  équation 

(rfX  —  flT    -H  /«  dY  —  h'V  H-  n  dZ  —  cT)  =  o, 
ou  bien 

r/X  H-  mdX  -^  ndZ  —  [a  -^  hm  +  crt  )  T  =  o. 

Le  plan  correspondant  de  l'autre  figure  a  pour  équation 

,    ^      X'  Y'  Z'  T' 

+ 


^       '      \d         '^ind        vrid        — p  \^a -r-  uni -^  c/i) 

Lorsque  7n  et  n  varient,  ce  plan  enveloppe  une  quar- 
tique  de  Steiner  doublement  tangente  aux  quatre  faces 
du  tétraèdre  A' IV CD'. 

Cherclions  le  plan  tangent  simple  qui  est  parallèle  à 
la  face  A'B'C.  Pour  cela,  identifions  l'équation  (28) 
avec  l'équation  générale  des  plans  parallèles  à  la  face 
A'B'C,  c'est-à-dire  avec  l'équation 

(29)  A'X'  -4-  B' Y'  +  C'Z'  +  D'T'+  KT'=  o; 

on  a  ainsi  : 

IdA.'  =  iimdB'  =  'jrulC  =  —  p [a  -+-  bin  +  en  ]  ^  D'  +  K ). 

On  lire  de  là 

),A'  )iA' 

in  =  -— -      et       n  :=  — -  , 
uB'  vC 
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et,  par  suite, 

—  IdX' 


D'  +  K  = 


^-^A'        rÀA' 


P^+— nr  + 


^/ 

D  -)-  K  = 


a  ô  c 

^[ïI'^ÏB'-^ÏC' 


L'équation  (  3p)  devient  ainsi 

A'X'+B'Y'  +  C'Z'- 


n  h  c 


et  elle  représente  le  plan  tangent  simple  parallèle  à  la 
face  A'B'C. 

On  a,  d'aillenrs,  la  relation  générale 

A'X'  +  B'Y'4-C'Z'+D'T'=  3V', 

\''  étant  le  volume  du  tétraèdre  A'B'C'D'. 

Retranchant  membre   à    membre    les  deux   dernières 
équations,  ou  a 


D'T'  =  3V 


/    n  h  c    \ 


S 


),A' 


ou  bien,  en  remplaçant  «,  /?,  c,  d  par  les  quantités  pro- 
portionnelles X,  ï^,  Z  ,  T, 


D'T'=  3V 


X^         X  Z 


S 


X 


Telle  est  la  distance  T'  du  plan  langent  simple  paral- 
lèle à  la  face  A'B'C  au  plan  même  de  cette  face,  dans  la 
<[iiarli(juedeSleinerqui  correspond  au  point  (X,Y,Z,'r). 


(  AH  ) 

VowY  le  plan  de  notre  énoncé,  la  valeur  de  T'  est  trois 
fois  plus  faible  et  l'on  a 

X  Y  Z 

1 —    -.  -\ 

').\'       'J.W       vC 


f3o  \  D'T'=V' 


yx 


On  aura  de  mèin;'  les  distances  X',  Y',  Z'  poui-  les  liois 
plans  analogues. 

Pour  que  ces  quatre  plans  se  coupent  en  un  même 
point,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

A'X'+  B'Y'  +  C'Z'h-  D'T'=  3V'. 

Or,  il  est  évident  que  la  valeur  de  T'  et  les  trois  valeurs 
analogues  satisfont  à  cette  condition. 

Le  point  d'intersection  des  quatre  plans  considérés  a 
des  pro[)riétés  remarcjuables.  Nous  l'appellerons  point 
central  de  la  quartique,  parce  qu'à  certains  égards  il 
joue  le  rôle  du  centre  dans  les  coniques. 

■19.  Quand  le  point  (X,Y,Z,T)  se  déplace,  la  quartique 
de  Steiner  se  déforme  et  son  point  central  (X',  Y',  Z',  T') 
est  variable.  Or,  d'après  la  formule  (3o)  et  les  analogues, 
il  est  visible  que  les  points  (X,  Y",  Z,  T)  et  (X',  Y',  Z'  T'j 
décrivent  des  ligures  homograpliiques. 

D'après  cela,  si  le  point  (X,  Y,  Z,T)  décrit  une  surface 
de  classe  ///.  et  d'ordre  p^  la  quartique  de  Steiner  qui  lui 
correspond  a  pour  enveloppe  de  première  classe  une  sur- 
face de  classe  3///,  tangente  "xni  fois  aux  plans  tangents 
doubles  de  la  quartique,  et  le  point  central  de  la  quar- 
tique décrit  une  surface  de  classe  m  et  d'ordre  p . 

De  là  le  tliéorème  suivant  : 

Théorème  XII. —  Quand  une.  quartiquo  de  Steiner  a 
ses  quatre  plans  tanç^ents  doubles  invariables  et  /este 
tangente  à  une   surface  de  classe  3wi,  tangente  elle- 
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même  a  ni  J'ois  aux  plans  tcuis^ents  doubles  de  la  qiiar- 
liqae,  le  point  central  de  la  quai  tique  décrit  une  surface 
de  classe  ni. 

Cas  parliculiers  : 

i'^m  =  o.  Si  une  quartique  de  Sleiiier  a  ses  quatre 
plans  tangents  doubles  invariables  et  reste  tangente  à 
un  cinquième  plan  fixe,  son  point  central  décrit  un 
plan.  Ce  théorème  est  analogue  à  celui  de  Newton  sur  le 
lieu  du  centre  d'une  conique  inscrite  à  un  triangle  et 
tangente  à  une  quatrième  droite. 

2"  ni-s=i.  Si  une  quartique  de  Stciner  a  ses  quatre 
plans  tangents  doubles  invariables  et  reste  tangente  à  une 
quartique  de  Steiner  donnée  ayant  les  mêmes  plans  tan- 
gents doubles,  le  point  central  de  la  quartique  variable 
reste  immobile. 

3"  Pour  m=  2,  le  point  central  décrit  une  quadrique. 

On  peut  combiner  ces  divers  théorèmes  deux  à  deux, 
on  aura  ainsi  des  lliéorèmes  complexes,  d'après  lesquels 
lepoint  central  devra  décrire  certaines  lignes. 

20.  Nous  avons  vu  qu'à  un  point  quelconque  H  de  la 
figure  ABCD  correspond  dans  l'autre  figure  une  quar- 
tique de  Steiner  et  que  le  pointcentral  H'  de  cette  quar- 
tique est  lié  au  point  H,  de  telle  manière  que  ces  deux 
points  décrivent  des  figures  homographiques.  Il  est  inté- 
ressant de  se  demander  dans  quel  cas  les  plans  à  linfini 
se  correspondent  dans  ces  deux  figures  homographiques. 

Théouème  XIII.  —  Pour  que  les  plans  de  V infini  se 
correspondent  dans  les  Jigures  H  et  H',  il  faut  et  il 
suffit  que  les  plans  de  l' infini  se  correspondent  dans  la 
transformation  définie  par  les  relations  (12). 

D'après  la  formule  (3o),  au  plan  de  l'infini  de  la 
figure  H'  coirespond  dans  la  ligure  H  le  plan  qui  a  [)0ur 
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équation 

X  Y  Z  T 

1 +  -^ =r  O. 

)>A'        pB'        vC         pU' 

Donc,  pour  que  les  plans  de  rinfiiii  se  correspondent 
dans  les  figures  H  et  H',  il  faut  et  il  suffit  que  ce  dernier 
plan  coïncide  avec  le  plan  dont  Téquation  est 

AX  H-  BY  -i-  CZ  +  DT  =  o, 

c'est-à-dire  que   les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 

sont 

).  AA'  —  y-BB'  =z  vCC  =  pDD', 

ce  '^qui   prouve  que  le  tliéoième   actuel  est  une  consé- 
quence du  théorème  \  III. 

21.  On  connaît  les  propriétés  de  ces  figures  liomogi  a- 
phiques  où  les  plans  de  l'infini  se  correspondent. 

Et  d'abord,  à  des  plans  parallèles  de  la  figure  H  cor- 
respondent des  plans  parallèles  de  la  figure  H' 5  et  à  des 
droites  parallèles  d'auties  droites  parallèles. 

D'autre  part,  les  volumes  correspondants  des  figures  H 
et  H'  sont  dans  un  lapport  constant.  C'est  ce  que 
•M.  Chasles  a  étaLli  dans  son  Mémoire  sur  l'honiogra- 
pliie.  Zsous  avons  depuis  déduit  ce  tliéorèinc  du  calcul 
des  déterminants,  et  nous  avons  donné  la  valeur  du 
rappoit  sous  forme  de  détenniiiant  [Nouvelles  Annales 
de  MaLhèmaliques ,  i  Sj'i  ) . 

Pour  calculer  le  rapport  des  volumes  correspondants, 
au  lieu  de  nous  servir  du  déterminant  dont  nous  venons 
de  pai-ler,  nous  prendrons  deux  volumes  correspondants 
simples  et  nous  calculerons  diiictement  leur  rapport. 

Remarquons  pour  cela  que  la  formule  (3o),  dans  le 
cas  acluel,  peut  s'écrire 

^      '  2AX 
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ou  encore 

(32)  D'T'=  J^(3V-DT). 

Par  coaséqueut,  à  tous  les  points  du  plan  ABC  (T=  o) 
de  la  figure  H  correspondent  dans  la  figure  H'  tous  les 
points  du  plan 

D  T'  =  V, 

plan  qui  est  parallèle  à  la  face  A' B' C  et  qui  coupe  la 
hauteur  abaissée  du  point  D'  sur  cette  face,  de  façon  que 
le  segment  situé  du  côté  du  pied  est  le  tiers  de  la  hauteur 
totale. 

Soient  alors  a',  jS',  y',  â'  les  centres  de  gravité  des  faces 
dont  les  aires  sont  A',  B',  C,  D'.  Il  est  visible  que  les 
faces  de  même  nom  des  tétraèdres  ABCD  et  a'  '(J  y'  ô'  se 
correspondent  dans  ces  figures  honiographiques  H  et  H'; 
par  où  l'on  voit  que,  si  U'  et  U  désignent  deux  volumes 
correspondants  quelconques  dans  les  figures  honiographi- 
ques H'  et  H,  on  a  nécessairement 

u  ~"    ÂBCtT  ' 

Or,  ce  dernier  rapport  est  facile  à  tiouver.  Car  le 
tétraèdre  a!  ^' y  d'  est  semblable  au  tétraèdre  A'B'C'D' 
et  h  ses  dimensions  trois  fois  plus  petites,  de  sorte  que 
l'on  a 

a'8'7'(î=  --  A'B'C'D'. 
27 

On  a  do:iC  enfin 

U'  _    1    A'B'C'D' 

TT  ~  27  "abcd""" 

22.  Au  lieu  de  chercher  dans  quel  cas  les  plans  de 
l'infini  se  correspondent  dans  les  figuics  homogiaphi- 
([ues  H  et  H',  on  peut  se  demander  dans  f[uel  cas  ces 
figures  sont  semblables. 
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INous  allons  voir  tout  d'abord  fjue  le  second  cas  n'est 
qu'une  particularité  du  premiei-.  Eu  eHet,  si  deux  ligures 
liomographiques  sont  semblables,  à  des  plans  parallèles 
de  l'une  correspondent  toujours  dans  l'autre  des  plans 
parallèles.  Donc  les  plans  de  l'infini  se  correspondent. 

INIais  ce  n'est  pas  tout.  Le  tétraèdre  ABCD,  bomogra- 
pliique  du  tétraèdre  a'jS'y'J',  doit  être  semblable  à  ce 
dernier  et  par  suite  au  tétraèdre  A'B'C'D'. 

Ainsi,  pour  que  les  figures  H  et  H'  soient  semblables, 
il  est  nécessaire:  i°  que  les  plans  de  l'infini  s'y  corres- 
pondent; 2"  qvie  les  deux  tétraèdres  ABCD  et  A'B'C'iy 
soient  semblables.  Nous  allons  prouver  que  ces  condi- 
tions sont  suffisantes  5  et  pour  cela  nous  ferons  voir  que, 
si  ces  conditions  sont  remplies,  la  dislance  de  deux  points 
quelconques  de  la  figure  H  est  dans  un  rapport  constant 
avec  la  distance  des  points  correspondants  de  la  figure  H'. 

Soient  Xi,  Yi,  Zi,  Tj  et  X5,  Yg,  Z,,  T,  les  coordonnées 
de  deux  points  quelconques  dans  la  figure  H.  Désignons 
par  d  leur  distance.  Posons,  pour  abréger, 


M  = 


81  (A-vB-lÇ-^D^'V^ 


On  voit  immédiatement  que  M  est  une  fonction  bomo- 
gène  de  degré  o  par  rapport  aux  longueurs  des  arêtes  du 
tétraèdre  ABCD. 
On  a  la  formule 


JVU/== 


I 

cosXY 

cosXZ 

cos  XT 

I      X: 

—  X 

cos  YX 

I 

cos  Y"Z 

eus  Y'T 

I      Y, 

-Y 

cosZX 

cos  ZY 

I 

cos  ZT 

I      Z^ 

—  Z 

cosTX 

cosTY 

cos  TZ 

I 

I    1\ 

-T 

I 

I 

I 

1 

0 

0 

x,-x, 

Y. -Y, 

Z,  —  Z, 

T,  —  T, 

0 

0 

(Pai>ma.) 
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Celle  formule  peul  s'écrire 

(33)  Mr/==2?(X, -X,j'  +  2I(?,-/;)(X, -X,)(Y.-Y.], 

les  coefficients  ç,  (^,  >?)  et  les  analogues  étant  fonctions 
des  angles  des  faces  seulement. 

Considérons  maintenant  les  points  de  la  figure  H', 
qui  correspondent  aux  points  (Xj,  Y,,  Zj,  Tj  )  et 
(Xj,  Y,,  Z.,,  T,)  de  la  figure  H;  et  soient  (X',  ,Y', ,  Z, ,  T*,) 
et  (X',,  Y'j,  Z'j ,  T'j)  les  coordonnées  de  ces  deux  points. 
Désignons  par  d' la.  dislance  de  ces  deux  nouveaux  points 
et  constatons  que  les  quantités  M,  ^,  (  c,  Vy),  ...  sont 
les  mêmes  dans  la  figure  H' que  dans  la  figure  H,  attendu 
que  les  tétraèdres  ABCD  et  A'B'C'D'  sont  supposés  sem- 
blables. ISous  avons  donc 

(34)  Mrf'^=ZÇ(X',-XVr  +  -.l(H,.)(X',-X'.)(Y,-Y',). 
D'autre  part,  en  vertu  de  la  formule 

D'T'  =  ^(3V-DT), 

3  V 

qui  a  lieu  touies  les  fois  que  les  plans  de  l'infini  se  cor- 
respondent dans  les  figures  H  et  H',  on  obtient  sans  peine 

(35)  d'^t;-T',)  =  -^D(T.-T.). 

[.es    télraèdres    ABCD  et  A'B'C'D'    étant    semblables, 
posons 


d'où 


AB 


r  _    I  D'  _    I 

"V  ~  ^      ^^      IS  ~'m^ 


La  formule  (35)  s'écrit  alors 

(36)  r-r,  =.--i-  T, -T,). 

6 III 
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En  vertu  de  la  formule  (36)  et  des  formules  analogues, 
la  formule  (34)  s'écrit 

(87)  9/»\M^''  =  l?(X,  — X,)'-i-23(ç,vî)[X,-X,)(Y,-Y,); 

divisant,  membre  à  membre,  (  37)  par  (33)  et  prenant  la 

racine  carrée, 

d'  II 

d        3  m 

Ainsi  K's  figures  H'  et  îl  sont  semblables,  et  le  rapport 

de  similitude  est 

I    I 
3  m 

Les  points  a.',  jj',  y',  a',  qui  en  général  sont  homogra- 
phiques  des  points  A,  B,  C,  D,  sont,  dans  ce  cas  parti- 
culier de  la  similitude,  les  bomologues  de  ces  points. 

Si  les  tétraèdres  semblables  ABCD  et  A'B'C'D'  ont 
leurs  faces  de  même  nom  parallèles,  il  en  est  de  même 
des  tétraèdres  semblables  et  bomologues  ABCD  et 
ffl^'y' o\  et  alors  les  deux  figures  H  et  H'  sont  non  seule- 
ment semblables,  mais  bomothétiques.  Le  centre  d'ho- 
motbétie  est  un  point  commun  aux  droites  Aa',  BjS', 
C/,  D(^',  qui  joignent  des  points  bomologues. 

Si,  en  particulier,  les  tétraèdres  semblables  ABCD  et 
A'B'C'D'  sont  égaux  et  confondus,  le  centre  d'bomothé- 
tie  est  évidemment  le  centre  de  gravité  du  volume  ABCD, 
et  le  rapport  de  similitude  de  la  figure  H'  à  la  ligure  H 

est|. 

23.  Étant  donné  maintenant  un  mode  quelconque  de 
transformation  où  un  plan  correspond  à  un  plan,  on 
cbercliera  à  voir  si  les  plans  correspondants  satisfont 
aux  conditions  (12),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  les 
rapports  dans  lesquels  les  plans  correspondants  divisent 
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les  arêtes  de  même  nom  ont  un  produit  constant,  quels 
que  soient  les  plans  correspondants  considérés,  ou  bien 
enCn  si  les  plans  de  l'intini   se  correspondent,    ce  qui 
exige  que  les  rapports  précédents  soient  réciproques. 

Si  l'une  de  ces  conditions  est  remplie,  on  sera  dans 
un  des  cas  que  nous  avons  étudiés  ;  et  alors,  pour  con- 
naître avec  précision  les  lois  de  la  transformation,  il 
n'y  aura  plus  qu'à  se  demander  si  le  mode  de  transfor- 
mation choisi  olfre  quelqu'uTie  des  particularités  que 
nous  avons  signalées. 

Donnons  un  exemple  simple.  Oii  a  uti  système  d'axes 
ordinaires  Oj:,  Oj',  O".  Au  plan  variable  qui,  dans  ce 
système,  a  pour  équation 

(p)  f  +  .r^'  =  ,, 

^  a         o         c 

faisons  correspondre  le  plan  variable  qui,  dans  le  même 
système,  a  pour  équation 

a,  |S,  y  étant  trois  constantes  positives  et  Unies. 

Il  est  clair  qne  les  plans  de  l'infini  se  correspondent. 
On  est  donc  dans  un  des  modes  de  transformation  étudiés. 
Examinons  ses  paiiicularités.  Prenons  sur  Ox,  0/,0z  et 
dans  le  sens  positif  des  longueurs  OA',  OB',  OC  égales  à 
a,  |3,'/.  Le  tétraèdre  OA'B'C  est  le  tétraèdre  de  référence 
pour  la  ligure  (P').  Prenons  snr  Ox,  Oj^,  Oz,  dans  le 
sens  négatif,  des  longueurs  OA,  OB,  OC  égales  à  a,  (5,  y 
Le  tétraèdre  OABC  est  le  tétraèdre  de  référence  dans  la 
figure  (P). 

Comme  les  plans  de  l'infini  se  correspondent,  des 
plans  correspondants  quelconques  divisent  les  arêtes  de 
même  nom  dans  des  rapports  récipioqucs.  EnCn,  comme 
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les  tétraèdres  de  référence  sont  liomotliéru]U(\s  et  égaux, 
les  figures   II'  et  H  sont  liomoiliéliques,   et   le  rapport 

rriiomotliétie  est  w-  Le  centre  d'iioniotliétie  est  sur  cha- 
cune des  droites  qui  joint  un  sommet  du  tétraèdre  ABCD 
au  centre  de  gravité  de  la  face  opposée  de  l'autre  té- 
traèdre. 


TnÉonii:  des  points  singuliers  da\s  les  coirbes 

ALG!ÎDRI!ilES; 

Par  Al.   Ch.   BIEMLEK. 


PuEMiÈr.F,  Partip:. 

1.  Nous  considérons  d'abord  le  cas  où  le  point  singu- 
lier esta  dislance  finie,  à  l'origine  des  coordonnées.  Soit 
'F[x,y)  =  o  l'équation  de  la  courbe  que  nous  suppose- 
rons de  degré  m,  et  soit,  d'une  manière  générale,  /|i(j:,j^) 
Tensemble  homogène  des  lermcs  de  degré  wdans  F(a:,  j  ); 
le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  pouria 
s'écrire 

(i)       F(.r,  y)--/^(j:,7)-H/^+,(.r,j)H-.  .  . -4-/„(a-,  j), 

/)  étant  le  degré  des  termes  de  moindre  degré  dans  l'équa- 
tion. Nous  su[)pnsons  que/?  est  au  moins  égal  à  i,  c'est- 
à-dire  (]ue  la  courbe  F(x,  })  =  o  passe  à  l'origine  des 
coordonnées. 

Cela  posé,  nous  allons  étudier  la  courbe  dans  le  voi- 
sinage; de  l'origine. 

A  cet  elïet,  coupons  la  courbe  par  la  droite  y  =  Î.JC  ; 
1  équation  (jiii  donne  les  abscisses  des  points  communs  à 
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la  droite  ol  à  la  oourl)e  est 

(2)  xPfp[ï,l)-r-.rP-^'fj,^,(l,l)-^-  ..-i-J"-/„,{i,l]  =  0. 

Supprimant  le  facteur. r'^  qui  nous  donne  />>  lois  Toriginc 
et  posant 

il  viendra 

(3)  (P^,(>)-4-.r(p^^.,{).)4-.  .  . +07"'-/' (}>«(>)  =  0, 

qui  donne  avec  0:^=0  les  abscisses  des  points  de  ren- 
contre de  la  droite  avec  la  courbe. 

2.  Quel  que  soit  À,  la  droile  r  =  ^'.t^  coujie  donc  la 
courbe  en  p  points  réunis  à  l'origine,  qui  est,  par  suite, 
un  point  nuil ti pie  d'ordre /7,  les  ni — p  autres  points  étant 
donnés  par  l'équation  (3  ).  Si  X  tend  vers  une  racine  Àq 
de  Técpialion  (pp(X)=o,  l'une  au  moins  des  racines  de 
l'équation  (3)  tend  vers  zéro^  et  un  {p  -+-  1  )"""''  point 
d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe  tend  à  se  rap- 
procher de  l'origine.  Supposons  que  /.q  soit  une  racine 

simple  de  l'équation 

«?/»(>>)  — o, 

et  soit 'J'^^.,^(}.)   la  première  des   fonclions  Ça(X)  qui  ne 
s'annule  pas  pour  /  =  1q,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

Si  l'on  pose  À  =  )^o  H-  -1  l'équation  (3)  prend  successive- 
ment les  formes 


(4) 

et 

(5) 


-f-  xi  Op+jO;  +£)  +  •••  +  ■^■'"~f<?.n  [')-o-^s]  =  O, 

«>,,(>„)  +  eç,;(Xj-t-...---î^ç>^r(>„) 

-f-.r  [,p/,+,  (>„)-+- £çp'/,+  ,(>.o  )-»-..    ] 


(6; 
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ou  encore 

Ào étant  racine  simple  de  l'équation  Op{'/.)  =  o,  (f'pQ-o)  ^sl 
difïereni  de  zéro  elles  termes  qui  suivent  Çp(^o)  dans  les 
premières  parenthèses  renfermetu  tous  soit  x,  soit  e  en 
facteur;  il  en  est  de  même  pour  les  termes  renfermés 
dans  les  secondes  parenthèses,  à  l'exception  du  premier. 
Or,  quand  e  est  nul,  l'équation  (6)  acquiert  q  racines 
nulles  en  a:  5  par  suite,  quand  s  tend  vers  zéro,  q  racines 
de  l'équation  (6)  tendent  vers  zéro  5  l'équation  (6)  peut 
s'écrire 

(7)  e[?p(>-o)  +  a]+-î;'[?/.-H,v^o'-*-  ?]==0' 

a  et  |3  étant  une  somme  d'un  nombre  fini  de  termes 
renfermant  soit  x,  soit  e  en  facteur.  Si  l'on  donne  à  e 
une  valeur  très  petite  et  déterminée  et  que  l'on  remplace  a: 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (7)  par  l'une  des 
racines  de  cette  même  équation,  l'équation  (7)  deviendra 
une  identité,  et  l'on  aura  identiquement 

(8)  .,  =  __î'e(^xc. 

Si  l'on  substitue  à  la  place  de  x  l'une  des  fj  racines  voi- 
sines de  zéro,  les  quantités  a  et  o,  qui  renferment  toutes 
soit£,  soitxen  facteur,  deviennent  aussi  petites  que  l'on 
voudra,  et  une  valeur  approchée  de  l'une  quelconque  de 
ces  racines  sera  donnée  par  l'éijuation  (8),  dans  laquelle 
on  fera  a  =  o,  S  =  o. 

Les  q  racines  voisines  de  zéro  seront  donc  données  par 
l'équation 


(  49^  ) 

Supposons  q  impair;  rév|uation  (9)  n'aura  jamais 
qu'une  seule  racine  réelle,  el,  pour  des  valeurs  de  £  po- 
sitives, celte  racine   sera  d'un   signe   contraire  à   celui 

deAt^. 

i^'interprétalion  géométrique  des  considérations  pré- 
cédentes est  très  aisée. 

Soient  {fig'  i)  0.r,  Or  les  axes  de  coordonnées, 
OA  la  droite  dont  le  coelficieiit  angulaire  est  ?.o,  OA'  la 

rig.  I. 


<.V 


,'K' 


21 


~r^?\T} 


-yî. 


droite  dont  le  coefficient  angulaire  est  }.o -h  2  *,  dans 
l'hypotlièse  de  (7  impair,  une  seule  racine  réelle  de  l'é- 
quation (7)  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  qu'une  seule 
branche  réelle  passe  à  l'origine.  Supposons  que  le  rap- 


port 


?'    (  ).o  'I 


?P+7 . 


soit  positif,  la  racine  réelle  infiniment  pe- 
tite sera  négative,  et  l'on  aura  sur  la  sécante  OA'  un 
seul  point  M'dc  la  courbe  dans  le  voisinage  de  l'origine. 
Quand  e  leud  vers  zéro,  la  sécante  OA'  tend  vers  OA  et 
le  point  INl'  tend  indéfiniment  vers  le  point  O;  la 
droite  OA  est  donc  tangente  à  la  courbe  M'O  engendrée 
par  le  point  M',  et  cette  courbe  est  tout  entière  située 
au-dessous  de  sa  langente. 


(  ày6  ) 
Si  maiiilenant  on  donne  à  e  des  valeurs  négalives,  la 
racine  réelle  infiniment  pelitedc  l'équation  (7)  est  posi- 
tive; on  obtient  sur  la  sécante  OA"  un  point  jM  situé  dans 
la  région  positive  des  x:  quand  e  tend  vers  zéro  par  va- 
leurs négatives,  le  point  JM  engendre  la  brandie  MO,  qui 
est  également  tangente  en  O  à  la  droite  OA.  La  racine 
infiniment  petite  réelle  de  l'équation  (y)  donne  donc  la 

a/'  Ck  ] 

branche  M'OM,  et  le  signe  du  rapport  ■  '  ^  °  ■  donne  la 
position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente. 

Supposons  maintenant  q  pair  et      '\l\  positif;  pour 

des  valeurs  positives  de  e,  toutes  les  racines  infiniment 
petites  de  l'équation  (7)  sont  imaginaires-,  la  sécante  O  A' 
ne  rencontre  donc  pas  la  courbe  dans  le  voisinage  du 
point  O.  Mais  si  l'on  donne  à  e  des  valeurs  négatives, 
deux  des  racines  infiniment  petites  de  l'équation  (7) 
sont  réelles;  l'une  d'elles  est  positive  et  l'autre  négative. 
On  obtient  donc  sur  la  sécante  OA"deux  points  M  et  M' 
{fig'  2)  situés  de  part  et  d'autre  de  l'origine.  Quand  e 
tend  vers  zéro,  les  deux  points  M  et  M' se  rapprochent 

Fis-  2- 


M'-^'-^^Z 


/ 


de  l'origine  et  engendi  eut  la  courbe  MOM'  tangente  en  O 
à  la  droite  OA.  Cette  droite  OA  est  une  tangente  d'in- 
llexion. 


(  497  ) 
On  peut  en  dire  autant  de  toutes  les  racines  simples  di- 
I  équation  Çp().)  =  o-,  on  construira  la  branche  corres- 
pondant à  chacune  de  ces  racines  comme  nous  l'avons 
fait. 

3.  Considérons  maintenant  lecasoùOp(X)  =  o  admet 
une  racine  double  Iq. 

Dans  ce  cas,  o'^  (Xo)  =  o  et  o'p(?.o)^05  l'équation  (5) 
pourra  s'écrire 


X"'~P     'S,„    Ao     -r-  .  . 


;ï4'r'(>o 


Supposons  que  Âq  n'annule  pas  la  fonction  o^^.!  (X)  ; 
dans  ce  cas,  l'équation  précédente  pourra  s'écrire 

(il)  -[?"p\'''»'   -^  «]  +  -^  [?/-+.  (^)  +S]=:  o, 

a  et  O  étant,  comme  plus  haut,  une  somme  d'un  nombre 
fini  de  termes  renfermant  tous  soit  x,  soit  s  en  facteur. 

a  et  S  s'évanouissent  donc  quand  on  suppose  que  x 
représente  la  racine  infiniment  petite  de  l'équation  (lo). 

On  tire  de  (i  i) 

,        .  ?",  (  ).o  ^  -i-  S'-     ^  ^      £^ 

12  X  =: "  \ X 

<P;,+i  (  >■»  i  H-  o  1.2 

Une  valeur  approchée  de  x  est  l'expression 

fi3)  ^  =  _-^iil^X— , 

obtenue  en  faisant  dans  l'équation  (12)  a  =  o,  o  :=  o. 
On  voit  que,  quel  que  soit  le  signe  de  e,  j:  a  le  signe  de 
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(  498  ) 


<p;f).o 


'ri'+i  \ 


—  •  On  obtient  donc  une  courbe  telle  que  JMOM' 

ijig-  3  ),  située  de  part  et  d'autre  de  la  droiteOA  et  dans 
la  région  des  .r  positifs;  le  point  O  est  un  point  de  re- 
broussement  de  première  espèce. 

Tig.  3. 

/  /A' 


Ce  que  l'on  vient  de  trouver  s'applique  à  tou'es  les 
racines  doubles  de  l'équation 

qui  n'annulent  pas  la  fonction  o^,^^  (X). 

4.  Considérons  maintenant  le  cas  où  ç^.^i(Xo)=  o  et 
o'^^i  (Ào)  ^  o,  ainsi  que  Çp^+a  (''■o)  <«  •  ^o  étant  supposé  ra- 
cine double  de  o^,  (À)  =  o,  on  a  toujours  oJ,(Xo)  ^  o. 

L'équation  (5)  prendra  la  forme 

(i4)     -^?J,(>o)  -^JC^^'p+ii^)  -4- a:*f p+: I  Xo )  +7  =  0, 

y  étant  une  somme  de  termes  qui  renferment  tous  soit 
X',  soit  S'  en  facteur. 
Posons 

^  étant  une  nouvelle  fonction  de  s  5  si  1  on  substitue  cette 
valeur  de  x  dans  (14)5  ^^  premier  membre  de  l'équation 
sera  divisible  par  £-  et  l'équation  (ï4)  deviendra 


fi5' 


ff' 


^O-o)  +  ?0-',^.,  (>o^   -r-  ;-'J>/-f.] 


+  7  =  o. 


(  499) 
y'  étant  une  somme  de  termes  qui  renferment  tous  s  en 
facteur.  Quand  s  est  très  petit,  la  fonction  |  a  une  valeur 
aussi  voisine  que  l'on  veut  de  la  valeur  de  l'une  des  ra- 
cines de  l'équation  du  deuxième  degré 


-VI 


^^'p+l['>^a)-^^-'i'p+ï[\)'—  O. 


Soient  |o  et  ç,  les  racines  deTéquaiion  (i6). 

1°  Supposons  ^0  et  ti  réelles  et  inégales.  Les  deux 
racines  de  l'équation  en  jc  qui  tendent  vers  zéro  avec  e 
auront  pour  valeurs  approchées 

Par  suite,  si  ^o  et  ?i  sont  de  même  signe,  la  courbe 
présentera  dans  le  voisinage  du  point  O  et  de  la  tan- 
gente OA  la  disposition  dela^i^.  4  ,;o  et  ^i  étant  suppu- 


Fig.  4- 


Firr.  5. 


M 


,^io 


ses  positifs),  et  la  disposition  de  la  fg.  5  si  Ho  et  |,  sont 
de  signes  contraires. 

2"  Supposons  que  les  racines  de  l'équation  (i6)  soient 
imaginaires;  l'équation  (i5)  ne  pourra  pas  être  satisfaite 
pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  £,  car,  pour  ces  va- 
leurs, /  est  aussi  voisin  de  zéro  que  l'on  veut  et  le  pre- 


(    JOO    ) 

niier  membre  de  Téqualion  (i6)  conserve  toujours  une 
valeur  finie.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  branches  réelles 
tangentes  à  la  droite  OA  ;  au  point  O  se  croisent  deux 
branches  de  courbes  imaginaires  tangentes  à  OA.  Si  les 
racines  de  l'équation  c^p(^)  =  o,  autres  que  Àq,  ne 
donnent  pas  non  plus  de  branches  réelles,  le  point  O 
sera  un  point  isolé. 

3"  Supposons  enfin  que  hs  racines  de  l'équation  (i6) 
soient  égales.  L'équation  (i5)  prendra  la  forme 

et,  par  suite, 


les  deux  valeurs  de  "i  c[ui  ont  pour  limite  ço  ont  pour  va- 
leurs approchées 


.     ■        /     -A 


en  supposant  A^o. 

e  ne  pourra  recevoir  que  des  valeurs  de  signe  contraire 

à  — ictles  valeurs  correspondantes  de  jc  sont 


A  ces  deux  racines  correspondent  deux  branches  tan- 
eentes  à  Ox\,  mais  du  même  côté  de  OA^  le  point  O  est 
un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce  {/ig-  6). 

Si  A  est  nul,  les  valeurs  approchées  de  x  prennent  la 
forme 


L         V  f/.+n^'.  J 


Si  la  quantité  sous  le  radical  est  négative,  le pointO  est 
isolé*,  si  elle  est  positive,  les  deux  racines  inlinimeni  [)e- 


(  P"I  ) 

tîles  donnent  deux  branches  qui  offrent  la  disposition  de 
\a  fig.  4,  ou  celle  de  la  fig.  5. 

Si  13  est  nul  sans  que  C  le  soit,  la  courbe  a  la  forme 
de  ^ajîg.  6,  et  ainsi  de  suite. 

Fif;.  G. 


5.  En  admettant  toujours  que  /q  soit  raciue  double  de 
l'équation  ©^(^o)  =  o,  supposons  <|ue  l'on  ait  d'une  ma- 
nière générale 

<fp+\{\]  =  o,     <sp+2{\]  =  o,     ...,     (pp^.>{_j  ().„)=  O     et     <?;,hn(>o)^o, 
ï-i^+i  (>-o)=  o,     o'ij+^{lo)  =  o,     ...,     ç^,+„_,  ().„)=t  o     et     ?/;+„()'o)-<o; 

l'équation  (5)  prendra  la  forme 

d  étant  une  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  qui  sont 
tous  infiniment  petits  devant  l'un  des  trois  termes  qui 
sont  en  évidence. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  (  1  j  )  a  la  forme  la  plus 
générale  que  l'on  puisse  donner  à  (5). 

Nous  supposerons  d'abord  «  ^  N  :  l'hypothèse  de  /^  ^  N 
réduit  l'équation  [ly]  à  la  forme 


ff'l)  I  ).„  '    -h  X^ O/i^y  ( ).o  )  H-  fJ,  =  O . 


(     .J02    ) 

Si  N  est  impair,  on  oblieni  une  sorte  de  rebroussemenl 
de  première  espèce  [ftg.  3). 

Si  N  est  pair,  ie  ]>oint  O  est  isolé  si  cp^',(^'o)  etcp„^^('fo) 
sont  de  même  signe,  et  la  courbe  présente  la  disposition 
de  la  fig.  5  si  Ç'/,  (-^^o)  et  cp.;+.\(^o)  sont  de  signes  con- 
traires. 

Soit  actuellement  n  <^  N. 

Changeons  de  variable  et  posotts 

■«^  =  ç  X  S'S 
l'équation  (i^)  prendi-a  la  forme 

(18)-—  m],[\)  -+-  £";-■+'  t:"?;,^„(>„)  -4-  £^;^ç^  (p^,^N  (>o)  H-  b"'  —  o. 

Pour  que  cette  équation  soit  satisfaite  par  des  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  ?  et  par  suite  de  x,  il  faut  que 
deux  des  trois  exposants  de  e,  savoir 

2,   /?p.  -4-  I,   Np, 

soieiît    égaux  5   autrement,  l'équation  (18),  débarrassée 
d'une  certaine  puissance  de  e,  deviendrait  impossible,  un 
terme  fini  ne  pouvant  se  réduire  avec  une  somme  finie 
de  termes  tous  infiniment  petits. 
On  aura  donc,  soit 


on  bien 

2  =--  N  w. 

ou  enfin 

nu.  -f-  I  =]Vfji. 

1"  L'hypothèse  2  =  ///jH-  i  donne 

«a  z=  I,     //.  =  -     et     Ny. 
'                           n 

n 

Léqualion  'i8j  deviendra  donc,  après  la  suppression 


(  5o3  ) 


du  facteur  e', 


(19)  ?/,  ( >o  )  +  ?" ?/,+«  (  ^0  )  +  e"     ?.N ^p+y  ( X„  )  -I-  0 "  =  o. 


..N 


Si  —  <^  2,  l'équation  (ig)  est  impossible. 


...  N 


Si—  =  2,  l'équation  (18)  devient 


(  20  )  <pp  (  \,  )  -f-  i"  çp;,+„  (  /.u  )  +  ?'"  fp+2u  ( >o  )  +  ô"  =  o  ; 

les  2  7/  valeurs  approcliées  de  ^  sont  données  par  l'équa- 
tion trinôme 

Supposons  7î  pair. 

Cette  équation  est  du  second  degré  en  ^". 

i**  Si  les  racines  de  cette  équation  du  second  degré  sont 

Fig.  8. 
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/    X 
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y^ 


/ 
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réelles  et  inégales,  soient  £0  et^j,  les  valeurs  approchées 
des  racines  de  l'équation  en  x  sont 


(  M  ) 

par  suite,  si  ^o  et  Hi  sont  de  même  signe,  la  courbe  af- 
fecte la  forme  de\afig.  7  ;  si  ^0  et  Hi  sont  de  signes 
contraires,  la  courbe  aura  une  forme  analogue  à  celle  de 
\afig.8. 

2"  Si  les  racines  de  Téquation  du  second  degré  en  ^"  sont 
imaginaires,  le  point  O  est  isolé,  à  moins  que  d'autres 
branches  réelles  provenant  de  racines  différentes  de  À^  ne 
se  croisent  au  point  O. 

3°  Si  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  en  H," 
sont  égales,  l'équation  (20)  prend  la  forme 

'?p^Jlo){  ;«—  Ço  :"  ^  A£  +  Be^  -f-  .  .  .  =  o 
ou 


\/' 


bi' 


les  valeurs  approchées  de  l"  sont  donc 


c"  =  ç„:Jzx/ ^e. 

Si  A  est  différent  de  zéro,  n  étant  pair,  on  oblient 
pour  H  quatre  valeurs  réelles  infini  nient  peu  différentes 

de  V  ^0  si  Ho  est  positif. 

Si  Ho  est  négatif,  les  racines  sont  toutes  imaginaires. 

Si  to  est  positif,  la  courbe  affecte  une  forme  analogue 
à  celle  de  \ajig.  g. 

Si  îi  est  impair,  la  forme  affectée  par  la  courbe  dans 
le  cas  où  les  racines  de  l'équation  en  |"  sont  réelles  et 
inégales  est  analogue  à  celle  des  fig.  4  ou  5. 

Examinons    enfin     la    troisième    hypothèse,     savoir 

-  ^  2;  l'équation  (19)  devient  alors 

-^  ç-;,  ;  ).„]  +  ?>;,H„  ().„',  +  (î"'= o, 
1.2 

0'"  étant  une  somme  de  termes  qui  s'évanouissent  avec  e. 


(  jo5  ) 
et  les  valeui's  approchées  de  H  sont  données  par  l'équa- 


iion 


?';,(>'o)   -i-l"o',,+nilo)=0. 


Si  n  est  pair,  les  racines  infiniment  petites,  dont  la  va- 
leur approchée  a  pour  expression 


fournissent  une  branche  de  courbe  qui  a,  par  rapport  à 
la  tangente  OA,  la  disposition  présentée  par  la  fig.  2, 

Faisons  maintenant  la  seconde  hypothèse  sur  les  ex- 
posants de  £,  savoir 

On  en  tire 

2 


exposant  ?i u -h  i  devient,  par  suite, 


2« 


(  5o6  ) 
Pour  que  l'équation  soit  possible,  il  faut  que 


zn         ^ 


par  suite  N^aw. 

Si  donc  N<^  2//,  il  ne  sera  pas  possible  d'égaler  les 
exposants  2  et  ny.-h  i,  mais  on  pourra  égaler  2  à  Njutj 
1  équation  (18)  devient,  dans  ce  dernier  cas, 


1 ,2 


?^  (  /„  )  -f-  ?-^  <f,,+y  [  ).o  ]   -hrp"  =  O, 


et  les  racines  infiniment  petites,  au  nombre  de  iV, auront 
pour  expression 

V    I'/.i-nI'.) 

r."  'y  ^ 
Si  Kesl  pair  et  si  — '-^-—^ — ^o,  les  «  racines  sont  ima- 

ginaires  et  il  ne  correspond  aucune  branche  réelle  à  ces 
racines. 

Mais,  si  N  est  pairet  si       '"'  '!     <^o,  deux  des  racines 

infiniment  petites  sont  réelles  et  donnent  une  disposition 
analogue  à  celle  de  ]a.Jîg.  8. 
Examinons  enfin  le  cas  où 

//a  -!-  1  =  N  w, 
I 


f*  = 


N  — «' 


pour   que    l'équation  (18)   soit    possible,    il    faut    que 
N/iA  <2  ou  bien 


1  équation  (î8)  devient  alors 


(    "JOy     ) 

el  les  valeurs  approchées  de£  sonl  données  par  Téqualion 
qui  donne  ^"=^  o  avec 

Dans  le  cas  de  —  ">  2,  nous  avons  déjà  trouvé  n  racines 
infiniment  petites  dont  l'expression  approchée  est 

les  N  —  /z  autres  racines  sont  données  en  valeur  appro- 
chée par  la  formule 


elles  se  construisent  comme  les  précédentes. 

Toutes  les  racines  doubles  de  l'équation  'jp(À)==:o 
donnent  lieu  à  une  discussion  semblable. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  analyse,  mais 
on  voit  aisément  la  marche  qu'il  faut  suivre  dans  les  cas 
plus  complexes  d'une  racine  triple,  etc. 

L'analvse complète  desracines  infiniment  petitesd'une 
éqixation  algébrique  de  la  forme  (5)  et  l'étude  de  toutes 
les  circonstances  qui  peuvent  se  présenter  ont  été  faites 
par  M.  Puiseux  dans  son  beau  Mémoire  sur  les  fonctions 
algébriques. 

Le  cas  où  le  point  multiple  à  étudier  n'est  pas  à  l'ori- 
gine se  ramène  immédiatement  au  cas  précédent  par  une 
transformation  qui  équivaut  à  une  translation  des  axes. 


(  oo8  ) 

SOLITION  «ES  QIESTIOXS  DE  M  VTIIÉMATIOIES  ÉKÉME\TAIRES 
PROPOSEES  Ail  COXCOllRS  GÉNÉRAL  DE  1879 

(voir  2*  série,  t.  XIX,    p.  i-i  ); 

Par  m.  LANNES, 

Élève   du    lycéo    de   Tarbes. 


1.1°  On  considère  un  quadrilatère  x\BCD  dans  lequel 
on  a  AB  =  BC  et  CD  =  DA  :  on  demande  de  prouver 
que  ce  quadrilatère  est  circonscn'ptible  à  deux  cercles. 
2°  On  déforme  ce  quadnlatere  de  telle  manière  que  les 
côtés  demeurent  invariables  et  que  les  points  A,  B 
demeureîit  fixes  :  on  demande  le  lieu  des  centres  des 
cercles  inscrits  aux  différentes  positions  du  quadrilatère. 

II.   Etant  données  les  deux  équations 

abc 
ax  -~-  h  Y  -t-cz  =  o,      -H i —  =  0, 

.r.         y         z 


en  déduire  les  rapports'--,  -■>  -par  des  formules  ne  con- 

tenant  pas  deradicaux  au  déjiominateur.  Chercher  dans 
quels  cas  les  valeurs  de  ces  rapports  sont  réelles. 

Première  question.  —  i°  Il  résulte  des  égalités  suppo- 
sées AB  =  BC,  CD  =  DA  que  la  diagonale  BD  est  à  la 
fois  bissectrice  des  angles  B,  D  du  quadrilatère  consi- 
déré. Les  deux  triangles  ABD,  CBD  sont  symétriques 
par  rapport  à  la  droite  BD.  Par  suite,  les  bissectrices  des 
angles  Bx\D,  BCD  rencontrent  la  droite  BDen  un  même 
point  E,  qui  est  le  centre  d'un  cercle  inscrit  au  quadri- 
latère. 

De  même,  les  bissectrices  extérieures  des  angles  BAD. 


(  5o9  ) 
BCD  rencontreront  la  di'oite  BD  prolongée  en  un  point 
E',  également  distant  des  quatre  côtés  du  quadrilatère  5  ce 
point  sera  donc  le  centre  d'un  second  cercle  inscrit  au 
quadrilalèie. 

2°  En  supposant  que  le  quadrilatère  se  déforme  con- 
formémentà  l'énoncé,  proposons-nousde  trou  ver  les /jeux 
géométriques  des  centres  E,  F/  des  cercles  inscrits,  aux 
différentes  positions  du  quadrilatère. 

La  droite  BE  étant  la  bissectrice  de  l'angle  A  du 
triangle  ABD,  on  a 

BE_        AB 
BD~  AB  H-  AD 

ou,  en  posant  AB  =:-  a,  AD  =  b, 

BE  _      a 

BÎ3  ~  rt  -f-  (^  ' 

où  a  cib  sont  invariables. 

r  ,,      1.    ,  j                          BE              a  ,  . 

L  eealite  de  rapports  —  = j  monirequelepomt 

E  décrit  une  ligne  homoiliélique  à  celle  qui  est  décrite 
par  le  point  D.  Or  cette  dernière  est  une  circonférence, 
puisque  le  point  A  est  fixe  et  que  la  valeur  de  AD  est 
invariable 5  donc  le  lieu  du  point  E  est  une  circonfé- 
rence. 

Le  centre  de  cette  circonférence  est,  sur  la  droite  BA, 
en  un  point  I  déterminé  par  l'égalité  de  rapports 

Bï  _      o 

BA  ~~  a  -h  b' 

Le  triangle  DAE',  dans  lequel  la  droite  AE'  est  la 
bissectrice  extérieure  de  l'angle  BAD,  donne 

BE'  _  a 


(  5io  ) 

d'où 

DE'— BE'  ~  b  —  a' 

Ainsi,  le  point  E' déciiiune  ligneliomolhéLique  à  celle 
qui  est  décrite  par  le  point  D,  c'est-à-dire  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  l' est  un  point  situé  sur  la  droite  AB 
prolongée,  et  déterminé  par  l'égalité 

BI'  _      a 

B  A  ~~  b — a  ' 

Le  point  I'  est  d'ailleurs  le  conjugué  harmonique  de  I 
par  rapport  aux  points  fixes  A,  B. 

Calcul  desrayotis.  —  Désignons  par  r  et  r  les  rayons 
des  circonférences  dont  les  centres  sont  I  et  I'. 

On  a 


d'( 


BI            a 

et 

r'        BI'             n 

BA        a-\-  b 

b~  BA^  b  —  a 

ab 

a  -\-  b 

et 

/-     "^ 

'^~  b-a 

a,  il  vient 

b 

'"  = 

2 

5 

r'  =::o  . 

S\b  = 


Le  centre  I  est  alors  au  milieu  de  AB  5  son  conjugué 
harmonique  est  à  l'infini  sur  la  droite  BA.  Le  quadri- 
latère ABCD  est  un  losange^  la  circonférence  I'  n'exist»; 
plus  :  le  quadrilatère  n'est  alors  circonscriptible  qu'.i 
une  seule  circonférence. 

IL    Seconde    question.    —    Posons    -  =  a,    -  =  o, 

r 

Des    deux   équations    données,    ax -{- hy -\- cz  z=  o^ 


(  5ii   ) 


abc 

1 1 —  =  o,  on  111(3 

X        y         z 


a  (h       c\ 

ax=z  —  ibr-^cz)     et     -= —     — I- -    • 
'  X  \y        z) 

En  multipliant  membre  à  membre  ces  deux  dernières 
équations,  il  vient 

a^-  =  [hy  -^  cz]^~  +-}j=r.  b^-  +  c^  -^  bci^~-\-'-\^ 

z=b^-\-c--^bciv.-\ I  , 

d'où 

ti^y.  =  [  i-  -I-  c^)  a  -h  bca?  -\-  bc, 
beat.''  —  (""—  ^'  —  C   a  -i-  ^c  =  o, 

équation  qui  donne 


c  — » 

2  oc 

a"- —  b'^ —  c-±\Jn^ -\--  b* -^  c*  —  ^a^b' —  ib-c'—  i>, «^ 
On  aurait  de  même 


Z»' —  rt' —  c'dzi/fl'  H-  6'  H-  c'  —  -2 d'^  b' —  o.r/V^ —  ?.  6-c^ 

6  = , 

'?.(IC 

c-  —  a- —  ft^zbv''^''-^  b' -h  r* — ctc/'b' — ■}.<rc} — ib'^c'^ 

Pour  que  les  valeurs  de  a,  ô,  y  soient  réelles,  il  faut 
que  Ton  ait 

rt'  H-   ^'  -h  c'  —  2rt'i' —  2<7'C- —  2Ô'c'>  O. 

Or 

«'  -t-  è'4-c'  —  2rt-&'  —  in-c'  —  lb"c-=z  'aP- —  b'  —  c^  f  —  4^''^% 
et,  en  décomposant  [cr  —  Ir- — <-)^  —  \lr c^  en  facteurs 


(  5i?.  ) 
du  premier  degré,  ou  a 

[«'—  b-"  —  c=;=  — 4Z'-c= 

=z  —  [a  -h  b  -\-  c)\b  +  c — a][a  +  c  --  b)[a  -h  b  —  c  y 
ou,  en  posant  a  -\-  h  -\-  c  ■=  ip, 
(2)    [a^—  b-—c-Y—^b^c'z=—\Ç>p[p  —  a)[p  —  b)[p  —  c). 

Supposons  que  les  trois  (juanlités  «,  ^,  c  soient  posi- 
tives. Pour  ({ue  [cr — h- — c'-)^ — ^b-c^  soit  positif,  il 
faut  et  il  suffit,  d'après  l'égalité  (i),  que  l'une  des  trois 
quantités  a,  Z>,  c  soit  plus  grande  que  la  somme  des 
deux  autres,  ce  qui  est  la  condition  de  réalité  des  rap- 
ports -•>  -1  -  ou  a,  o,  7. 
yzx 

Si  chacune  des  trois  quantités  «,  Z>,  c  est  moindre  que 
la  somme  des  deux  autres,  on  pourra  les  considérer 
comme  les  valeurs  des  côtés  d'un  triangle,  et  exprimer 
d'une  manière  remarquable  les  quantités  imaginaires  a, 
S,  y  en  fonction  des  éléments  de  ce  triangle. 

En  effet,  soient  s  et  ip  la  surface  et  le  périmètre  du 
triangle  dont  les  côtés  sont  <2,  Z>,  c. 

L'égalité 


fl=—  è'— c'd=s/(ft'—  b^ 


ibc 
OU 


y/  —  I  b/7  p  —  a  \   p  —  b)  yp  —  c  ] 


ibc 
donnera 

a} —  ^- —  r^zh  4^v 


ibc 

Remplaçons  25  par  sa  valeur  Z>csinA,  puis  ajoutons 
et  retranchons  successivement  au  numérateur  ihc  cosA: 
il  en  résultera 

a} —  (Z»--i-  c-  —  2  ^c  ces  A]  —  2iccos  A  ■±Libc%\nk\l —  i 

K  = __ __ • 

o.vc 


(  5'3  ) 
et,  à  cause  de  l'égalité  rt"=  b-  -\-  c~  —  aZ'Ccos  A,  on  aura 

a  =  —  cosAdzy—  I  sinA  =  —  (cosAipv —  '  sinA); 

de  même, 

6  =: —  (cosB  ±\/ —  I  sinB), 

7  =  —  (cosC  riz  y —  i  sinC). 

Nous  avons  supposé  «,  è,  c  positifs;  si  une  ou  deux  de 
ces  quantités,  ou  toutes  trois  étaient  négatives,  la  condi- 
tion de  réalité  de  a,  6,  y  serait  encore  la  même  :  il  faut, 
pour  que  a,  o,  y  soient  réels,  que  l'une  des  quantités  «, 
/;>,  c,  abstraction  faite  des  signes,  soit  plus  grande  que 
la  somme  des  deux  autres. 

Note.  — Autre  solution  de  !\I.  Leinekuîrel. 


QUESTIOXS  PROPOSÉES  AU  COXCOIRS  ÏVADMISSIOX 
A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  lliLITAIllE  (1879); 

SOLUTION  DE  !\1.  A.   LEINERUGEL, 

Étudiant  eu  !\lathéniatiques. 


I.  Un  cylindre  et  un  cône  droils  à  hases  circulaires 
ont  les  surfaces  égales  et  les  volumes  égaux.  La  hau- 
teur est  donnée,  et  l'on  demande  de  calculer  les  rayons 
des  bases. 

Soient  h  la  hauteur  donnée,  x  et  ^  les  rayons  des 
bases  du  cylindre  et  du  cône 5  les  équations  du  problème 
sont 


(  1  )  ?. -  j:-  4-  2 - //  JT  =  77 >•-  H-  -y  \!h- -t-  j', 
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(  5i4  ) 
De  la  dernière  on  lire 

et  la  première  devient,  en  remplaçant  y  par  ^^3,  et 
supprimant  la  solution  .r  =  o,  qui  coi  respond  au  cas 
particulier  où  le  cylindre  et  le  cône  se  réduisent  à  la 
hauteur  donnée  /z, 


(  3 )  2 /<  —  j:  =  y  3  ^ 7r  -i-  3^-', 

d'où,  en  élevant  au  carré, 

8,r-  -\-  \  h.r  —  //-  r-r  o, 
équation  (pii  donne 

X,  =  -i — ' et      .r,  = î-^ 

4  4 

Les  valeurs  correspondantes  de  r  sont 

_//(3— v/3)  _       /ifv/3-+-3) 

et    y-i 


4  4 

Les  valeurs  Xi,  Vi,  qiii  sont  positives,  conviennent  seules 
au  problème;  les  valeurs  négatives  ont  été  introduites 
par  l'élévation  au  carré  de  l'équation  (3)5  prises  en  va- 
leurs absolues,  elles  donnent  la  solution  du  problème 
suivant  : 

Un  cylindre  et  un  cône  dioits  à  bases  circulaires  ont 
des  volumes  égaux  et  jnànie  hauteur  h  \  les  différences 
entre  les  surfaces  latérales  et  les  surfaces  des  bases  sont 
égales  ;  calculer  les  ra}  ons  des  bases. 

IL  Dans  -i.'i  triangle  ABC  on  donne  les  côtés  AB 
et  AC,  et  l'on  sait  que  la  basel^C  est  égale  à  la  hau- 
teur :  on  demande  de  calculer  l'angle  A. 

Soitnil  a,  b,  c  les  côtés  du  triangle.  La  base  BC  ou  a 


(  ^*^  ) 
étant  supposée  égale  à  la  hauteur  qui  lui  correspond,  le 
double  de  l'aire  du  triangle  aura  pour  valeur  «^  ;  la  même 
surface  a  pour  expression  bc  sin  A;  donc  bc  sin  A  =  «', 
ou,  parce  que  a'  =  b"'  -h  C' —  aZ'c  cos  A,  on  aura 

bc  sinA  =r  ^"  -i-  c-  —  ibc  cos  A, 


sinA  -i-  2  cos  A 


bc 

Désignons  par  o  un  angle  aigu  tel  que  tang^  ==:  2;  eu 

1                11''          •         /   \                                      sin  cj 
remplaçant,   dans  1  ecrualion     1,2  par  tansç,  ou -, 

1       ^  1  \    I  i.  «j  i  coso 

il  viendra 

b' 


sin  A  coso  -T-  cos  A  sin  o  =  (  — ]  cosç>. 


{2)  sin{A  +  7)=—r-^cost 


Discussion.  —  sin  (A  -h  o)  ayant  pour  limites  -f- 1  el 

•1   r  '  •     {b'  —  c^'j-         „  1)  1 

- 1 ,  H  tant  qu  on  ait  —  ,         cos-o  f:  i  pour  que  1  angle 


©  existe. 


Mais  lans';  =  2  donne  cos'O  =  -  :  d'où 


■t) 


{b'-^c^-Y        ,  {b^-^-c'Y 

COS'ca  = 


et 
Or, 


(b-^-uc'y-  —  5b'c-<o. 


[b-  -r-  c-y-  ~  5 bU'  =  [b'  -^.~  c'  -}-  bc\/5){b'  +  c'—  bc\,/5); 

on  aura  donc 

b-  H-  c-  —  bc  ^5  So 
ou 

(3)  ^_H^_^/5<o, 

c         0 


5i6  ) 


h 


Eu  posant  -  =  r.  la  relation  (3)  devient 

r~\ \/5^0, 

r 

r'  —  r  y/5  -h  I  ^  o  ; 


d'où 


['-( 


v/5 


v/5-i 


G  ; 


par  suite, 


rS- et     r^- , 


ce  qui  revient  a 

(4) 


v/5 


1  >t>  V 


/5- 


Donc,  pour  que  le  triangle  ABC  existe,   il   faudra  que 
le  rapport  -  des  deux  côtés  donnés  soit  compris  entre 

V^H- 1       v/5—  I  ,  .        .     1  X  17         j  j 

et 5  ou  bien  égal  a  1  une  de  ces  deux  quan- 


2 

tités 


Dans  le  premier  cas,  réquation  (2) 


sid(A  -f-  ^ 


hc 


COSçp 


donnera  généralement  pour  l'angle  A  deux  valeurs  posi- 
tives moindres  chacune  que  iSo''. 

En  effet,   désignons  par  a  le   plus   petit   des  angles 

i--t-C-  1)  1 

ayant  pour  sinus  — coso  ;  1  angle  o  étant  aigu,  cosip 

est  positif,  et  il  en  est  de  même  de  — ^ cosip;  ainsi  a 

est,  comme  ç,  un  angle  aigu.  En  outre,  en  supposant  les 
côtés  donnés  Z>,  c  inégaux,  on  aura  a^  ^,  parce  que  de 


(  5i7  ) 
l'inégalité  b^c  résulte  — j- — ^  2,  d'où 

— y — ^  cosep  ^  2  cos(j>,     sina  ^  tangs  coscp,      sina_>.sin9. 

Or,  d'après  les  formules  générales  des  angles  ayant  pour 

Sinus — ; coso,  on  a 

oc  ' 

A-^^  =  2/-77-+-a      et      A-l-(p  =  (2/?-  +  l)-  —  a, 
A  =  -2X-77-l-a  —  tp,      A  =  (2A--4-i)7T  —  a  —  'f, 

et,  en  faisant  A  rnr  o, 

A  =  a  —  »      et      A  =  - — (aH-cp), 

valeurs  positives  et  moindres  que  180°. 


GENERALISATION  D'UN  THEOREME  D'ARITHMÉTIQUE  5 

Par  m.   C.   HENRY. 


Dans  les  Noui^elles  Annales  (année  1878,  p.  463), 
M.  l'abbé  Marchand  a  démontré  que  le  carré  d'ini 
nombre  impair  est  la  différence  de  deux  nombres  trian- 
gulaires preniiei's  entre  eux.  Cette  propriété  peut  être 
généralisée  au  moyen  de  l'identité 


a  7.x  H-  I 


-200:  —  .r-f-  a  —  i)(2aj7  —  x  -{-  a 


^1 


où  a:  elrt  représentent  des  nombres  entiers  quelconques. 
En  faisant  d'aboid  a=  i ,  l'identité  (i)  devient 

,  .  (3j?  +  l)(3.r+  2]        x{.r-\-i) 

\2X  -+-  I       —   —   j 


(   :"5i8  ) 
el,  comme  2J*  -f-  i  est  premier  avec  a:  et  j?  -h  i ,  on  a  ce 
théorème  : 

Le  carré iV un  nombre  impair  esL  la  cîijjcrence  de  deux 
nombres  triangulaires  premiers  entre  eux.  Ce  qui  est  le 
tliéorème  de  M.  l'abbé  INiarchand. 

En  faisant  a  =  2  et  remplaçant  x  par  4x,  la  for- 
mule (i)  donne 

,^  ,  (2o.r -f- 2)  f  s>.oj: -4- 31         !'i2.r -^  i  )  (l2.r -f- 2) 

^  2  2 

on  en  peut  concluie  que  le  double  du  carré  d'un  nombre 
de  la  forme  8x  H-  i  est  la  différence  de  deux  nombres 
triangulaires  prenners  entre  eux. 
En  faisant  /^a  =  3,  on  a 

,     .,       (7-'-^31(7.r^-4)       (Sx -h  2)^5^-1- 3) 

o  [2,r -r  I  j'' = - 


2  2 

et  par  suite,  en  remplaçant  x  par  Zx  -\-  i, 

3/6^,_,_3^2^  (21 -r  4-10)  (21  3:  H- II)         (l5.r-4-7)(i5.rH-8]_ 

^      "  '  2  2 

k 

Il  en  résulte  que  /e  triple  carré  d'un  nombre  de  lafoi-me 
6a;  -f-  3  est  la  différence  de  deux  nombres  triangulaires 
premiers  entre  eux. 

On  pourrait  continuer  ainsi  intlétiniment. 

COi^CôlRS  D'ADIISSION  A  LtCOLE  KOUMALE  StPÉIUElJRE 
m  1879; 


Composition  de  Mathématiques. 

Etant  dojiné  un  tétraèdre  GABC,  défini  par  l'angle 
trièdre  O  et  les  longueurs  ^a.,  ^b.,  4  c  des  trois  ai  êtes  OA, 
OB,  OC  : 


(  3'9  ) 

i"  DémoMiiei-  que  l'ellipsoïde  qui  adiwci  pour  <lia- 
mcires  conjugués  les  trois  droiiesqui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées  deux  à  deux  est  tangent  aux  six 
arêtes  du  tétraèdre. 

2*'  Trouver  linterseelion  de  cet  ellipsoïde  et  de  î'iiy- 
perboloïde  engendré  par  une  droite  mobile  qui  s'appuie 
sur  trois  droites  menées,  l'une  parle  milieu  de  l'arête  OA 
parallèlement 'à  OB,  la  seconde  parle  milieu  de  l'arête 
013  parallèlement  à  OC,  la  troisième  par  le  milieu  de 
rarèl(î  OC  parallèlement  à  OA. 

3°  Par  chacun  des  poin.ts  où  la  droite  mobile  perce  la 
surface  de  l'ellipsoïde,  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent  à  Tellipsoïde  en  l'autre  point;  démontrer  que 
ces  deux  plans  passent  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  el 
trouver  le  lieu  de  l'intersection  des  deux  plans. 
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sur  l'orthographe  du  nom  et  de  la  patrie  de  JFitelo.  — 
D""  T.  Zebrawsfii. 

Fisica  tecnoIot;ica.  |1  Elettricità  e  Magneîismo.  j]  Telegrafia 
elettrica,  elettrometallurgia.  1|  Accensione  elettrica  délie  mine. 
Il  Illuminazione  elettrica,  telefoni,  etc.  ||  Di  ||  Risaldo  Ferrini^ 
Ij  professore  nel  R.  Istituto  tecnico  superiore  di  Milano.  || 
M.  E.  del  R.  Istituto  Lombardo.  ||  i5?.  figure  intercalate  nel 
testo.  Il  Napoli,  iMilano,  Pisa,  ||  Ulrico  Hoepli,  ||  editore- 
libbraio  |]  1878.  In-8"  di  pagine  xvi-574-  —  Ing"^^  LuigidaW 
Oppio. 

Pappi  Alexandrin!  1|  Collectionis  ||  qure  supersunt  ||  e  Libris 
manuscriptis  edidit,  ||  latina  inlerpretatione  et  commen- 
îariis  ||  instruxit  ||  Fridericns  Hultsc/i.  ||  Volumen  I.  ||  Insunt 
lihrorum  II,  III,  IV,  V  reliquiae.  ||  Berolini,  ||  ixpud  AVeid- 
inannos,  ||  IMDCCCLXXVI.  In-8"  di  XXIV-.172  pagine.  — 
Papi)i  Alexandrin!  ||  Collectionis  ||  quae  supersunt  ||  e  Li- 
bris manuscrijjtis  edidit,  ||  latina  iutcrpretatione  et  commen- 
tariis  ||  instruxit  !|  Fridericns   Ilalt.uh.  il  Volumen  II.  |i  Insunt 
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librorum  VI  et  XII  reliqiiiae.  |j  Berolini,  ||  apud  Weidmannos. 
Il  MDCCLXXVII.  In-8°  di  viu  e  548  pagine,  numérale 
473-1020.  —  Pappi  Alexandrin!  ||  Collectionis  ||  quas  siiper- 
sunt  II  e  Libris  manuscriptis  edidit,  ||  latina  interpretalione 
et  commentariis  ||  instruxit  |j  Fridericus  Haltsch.  ||  Volumi- 
nis  III  Tomus  I.  ||  Insunt  libri  VIII  leîiquiîe.  ||  Supple- 
menta  in  Pappi  Collectioneni.  ||  Berolini,  ||  apud  Weidmannos. 
Il  MDCCCLXXVIII.  In-S-^  di  xxii  e  268  pagine,  numérale 
io2i-i'288  —  Pappi  Alexandrini  ||  Collectionis  ||  quae  super- 
sunt  II  e  Libris  manuscriptis  edidit^  ||  latina  interpretatione  et 
commentariis  ||  instruxit  ||  Fridericus  Hultsch.  ||  Voluminis  III 
TomusII.  Il  Insunt  |j  index  graecitatis,  scripturje  compendio- 
rum  conspectus.  Index  rerum  ad  mathcmaticam  ||  disciplinam 
spectantium,  conspectus  atictorum.  ||  Berolini,  ||  apud  Weid- 
mannos. Il  MDCCCLXXVIII.  In-8°  di  148  pagine,  iv-142,  ul- 
time 2  non  numerate  —  F.  Hultsch. 

GiuGNo.  —  Intorno  a  Johannes  de  Liueriis  [de  Liveriis)  e 
Jnliannes  Siculas.  ÎS'ofa  iVi  Stci/ischneider. 

Intorno  aile  vite  inédite  di  tre  matematici  [Giovanni  Danc  A 
di  Sassonia,  Giovanni  di  Liueriis,  e  Fra  Luca  Pacioli  da  Borgo 
San  Sepolcro],  scritte  da  Bernardi no Baldi .  —  B,  Buncompagni. 

Vite  inédite  di  tre  matematici  [Giovanni Danck  di  Sassonia, 
Giovanni  di  Liuediis  e  Fra  Luca  Pacioli  da  Borgo  San  Sepolcro)  ; 
scritte  da  Bcrnardino  Bnldi. 

Appendice  di  documenti  inediti  relativi  aFraZz/c«  Pacioli. 

Annunzi  di  recenti  pubhlicazioni. 

LuGLio.  —  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  Fermât, 
suivies  de  fragments  inédits  de  Bachel  et  de  jMalebranche;  par 
C.  Henry. 

Agosto.  —  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  Fermât, 
suivies  de  fragments  inédits  de  Bacliet  et  de  Malebranche;  par 
C.  Henry  (continuazione). 

Annunzi  di  recenti  pubb'.icazioni. 

Settembre.  —  Recherches  sur  les  manuscrits  dePierre Fermât, 
suivies  de  fiagmeuts  inédits  de  Buchet  et  de  Malebranche;  par 
C.  //<;'«r>  (continuazione). 
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Ottobre.  —  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  Fermaf. 
suivies  (le  fr.iyments  inédils  de  Bacliet  et  de  Malebranche;  par 
C.  flen?j  [une). 

Anniinzidi  reccnti  puhblirazioni. 

Novembre,  —  Intorno  ad  aiciine  iNotizie  inédite  relative  a 
Niccolu'  Copprrriico,  rarcolte  e  ptihh'icatedal  |)rofessore  Massi- 
miliario  Curtzc;  per  Antonio  Favaro,  Professore  nella  regia 
Universilà  di  Padova,  G(irnspondente  délia  Socittà  Copper- 
nlcana  deThorn. 

Intorno  a  due  scriiti  di  Lennardo  Eulcr.  —  B.  Boiicompagni. 

Dimostnizione  |1  dcl  ||  qninro  postuiato  di  Euclide.  \\  jSota  || 
del  professore  Ficcnzo  de  Rossi  Re.  ||  Estralto  dagli  Atti  delC 
Accadcmiri  pantifîcia  de'  IS uovi  Lincci.  \\  Anno  X.XXI,  ses- 
sione  Vîl  del  i6  giugno  1878.  ||  Roma,  \\  tipografia  délie 
Scienze  niaieniaticlie  e  fisiche,  |1  via  Lata,  n"  3;  •S'jf).  In-4"  di 
16  pagine.  —  A.  Gcnocclii. 

Invarianti,  eovarianti  e  contravarianli  delle  funzioni  omo- 
genee.  Kota  del  P.  Giacomo  Foglini.  Roma,  tipografia  delle 
Scienze  matemafiche  e  fisiche,  187g  (70  p.).  —  D'"  S.  Giaither 
Tradiizione  dal  tedesco  del  D""  Alfonso  Sparagna. 

Lagrnnge ;  par  Camille  Tycliscn.  Traduit  du  danois  par 
H.-C.  Zcnthcn. 

Lettres  inédiles  de/o.sY?/;/i-Z.oM(.ç  Lagrnnge  à  Léonard Euler, 
pidjliées  par  /?.^^'7«row/^<'/^/??  (Saint-Pt'tersl.iourg,  1877);  par 
Gustave  Encstroin.  Traduit  dii| danois  par  I\ÎM.  Lcnuzon  Le  Duc 
et  Aristide  Marre. 

DicEMisRE.  —  Sidla  Memoria  inedila;  (ii  Pietro  Maggi, 
«  Inlorno  ai  [irincipii  di  Meccanica  niolecoiare  fdi  Aiubrogio 
Fnsinieri  ».  Nota  iWGiambattiita  Biadtgo. 

Intorno  ai  |)rinci|ni  di  ÎMeccanica  midcrolare  del  sig.  Dottore 
Anibrogio  Fusinieri.  Disscitazione  di  Pietro  Maggi. 

Giiinte.air  articolo  intilolato  «  Intorno  aile  vite  inédite  di 
Ire  uiatematici  (Giovanni  Danck  di  Sassonia,  Giovanni  di 
Liiieriis  e  Fra  Lnca  Pacioli  da  Borgo  S.  Sepolcro),  seritte  du 
Bernardino  Baldi. — li.  Bonconipagni . 

Rlateriali    ju'r    la    sloria    delle  Scienze    iialurali   presso    gli 
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Arabi  ;  per  Eilardo  Wiedenîann.  Tradnzione  dal  tcdesco  dv\ 
D""  Aljonso  Sparngna. 

Materiali  perlasloria  dell'Ottica  fisiologica  (Rtioiade' colori 
e  visione  binoculare);  per  Gugfielmo  von  Bezold.  Tradnzione 
dal  tedesco  del  D""  Alfonso  Sparngna. 

Sulla  storia  dell'  invenzione  dell'  arcometro;  per^.  Gerland. 
Traduzione  dal  tedesco  del  D""  Alfonso  Sparagna. 

Deux  mathématiciens  de  l'Oratoire;  par  Arixtide  Morrc. 

Annunzi  di  recenii  pubblicazioni. 

2.  Ameuican  Journal  of  Mathematics.  —  Editor  in 
cliicf  :  J .-J .  Sylvester,  Associate  éditer  iii  charge  : 
William  E.  Story.  Publisbtd  under  llie  auspices  of 
llie  Jolins  Hopkins  Uiiiversity.  Cambridge,  University 
press,  printed  for  the  edilors  by  Jobii  Wilson  and  Son. 
New-loik,  B.  Werstermanii  and  C*^*,  D.  van  Nostrand. 
Plîiladelphia,  Ferrée  and  C°.  Loadon,  Trùbnerand  G". 
Paris,  Gauthier- Villars.  Berlin,  A.  Asber  und  G'^.  — 
Volume  III,  number  i.  —  IMarch  1880. 

Contents.  —  Pvegular  figures  in  /z-diniensional  space, 
by  Tf^.-I.  Stringliani,  fellovv  of  the  Jolins  Hopkins  Uni- 
versity.—  On  ihe  algebra  of  Loyic,  by  C.-S.  Pcirce. 
—  On  certain  ternary  cubic-form  équations,  by  J  .-J . 
Syli^ester.  —  On  the  gênerai  équations  of  eleclro-uia- 
guelic  action,  with  application  to  a  ncw  theory  of  ma- 
gnetic  attractions,  and  to  the  theory  of  the  magneiic 
rotation  of  the  plane  of  polarization  of  light,  by  Henry 
A.  y^ow/rtw^,  profcssor  of  Physicsin  the  Jobns  Hopkins 
University. 

3.  IMÉMOir.E  sur  les  résidus  des  puissances  n  des 
nombres  déterminés  par  les  diviseurs  premiers  di;  la 
forme  2/1// -i-i,  et  sur  la  résolution  de  l'équation 
r"-f-)"=:2"  en    nombres  entiers  poui-  n^2,  présenté  à 
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rAcadérnie  (les  Sciences  le  1 4  juin  1880,  par  M.  Auguste 
Lefébure,  docteur  es  sciences,   inspecteur  d'Académie 
honoraire,   à  Privas  (Ardèche).  —  Paris,   imprimerie 
Arnous  de  Rivière,  26,  rue  Racine,  1880. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  OA\S  LES  KOIVELLES  ANNALES. 


Question   1318 

(voir  2"  scTie.  t.   XVIII.  p.  53S  i  ; 

Par  m.   Ferdinando  PISANI. 


Trouver  un  noinhfe  ayant  la  double  propriété  cVêtre 
égal  à  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs 
et  à  celle  des  carrés  de  trois  entiers  consécutifs. 

(LiONNET.) 


Soit  X  un  nombre   ayant  la  double  propriété   d'être 

H=+  [U  -)-  \Y 


égal  à 


et  a 


on  aura 


et  par  suite 


2«^-f-  2M  -f-  I  =  Sjc'-f-  2, 

4  "'  +  4  "  -^"  2  =  6'^'  "*~  4' 

(2«-f-  i)'=  6x--i-  3. 


Le  nombre  2</H-  i  étant  multiple   de  3,  on   aura,  en 


(   52:)    ) 
posant  2/t  -j-  î  =:  3  )  , 

Ç))-  =  6.r'  -{-  3, 

on 

2.c'  —  3j-=  —  I  . 

Le  développenieni  de  1 /-en  fraction  continue  donne 
la  fraction  périodique  raixte 


4  + 


dont  la  périodese  compose  des  deux  quotients  incomplets 
4,  2;  les  réduites  successives  sont 

I      I     5     1 î     49     1^9     4^5     '079 
014      94^      "9      "^90      001 

Les  numérateurs  des  réduites  de  rangs  pairs  sont  les 
valeurs  de  x,  et  les  dénominateurs  de  ces  réduites  les 
valeurs  de  y,  on  a  ainsi 

a:  =  i,    II,    109,    lO'jC),    ..., 
y  =  i,     9,     89,     881,    

Les  valeurs  correspondantes  de  «,  déterminées  par  la 
relation  2u-\-  i  =  3  ;)',  sont 

a  =  I,   i3,   i33,   i32i,    .... 

Puis  les  équations 
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iloniu'ul 

X=  i  =  — 2^  =  o=-4-  l'-f-  2'— 5, 

X  :^  1 3  ■  H-  1 4  '  =  I o=  ^-  1 1  -  -!-  1 2-  =  365, 

X=  i33^-i-i34  =  io8^  H- 109^ -M  10^=35645, 

X  =  i32;  =  -T-  i3?.2==  1078= -4- 10-9'+  1080'=  3492725, 


et  ainsi  de  suite. 

La  question  admet  donc  une  infinité  de  solutions. 

Note.    —  La   nîéms    question   a  été  résolue    par   !\!."\I.    Moret-Blanc, 
Marcello  Rochetti  el  Leinekugel. 


Question  4333 

(voir  •>.'  série,  t.  XVIll ,  p.  i:?i)". 

Par  m.  a.   DROZ. 

Êlant  doiniée  une  spirale  logaritlimique,  on  trace  la 
polaire  du  pôle  de  celte  spirale  par  rapport  à  un 
cercle  osculateur  à  la  courbe  :  trouver  l' enveloppe  de 
toutes  les  polaires  ainsi  obtenues.  (LaisA]\t.) 

Soieiito=  a e'"" l'équation  d'une  spirale  logarithmique 
et  O  le  j^ôle. 

On  sait  ([ue  cette  courbe  a  les  propriétés  suivantes  : 

i"  Le  rayon  vecteur  OiM,  mené  à  un  point  quel- 
conque^ldelacourbe,  fait  avec  la  tangente  en  ce  point  un 

ansle  constant  dont  la  ian fiente  est  —  ■ 

2°  Le  centre  C  du  cercle  osculateur  à  la  courbe  au 
point  M  e^^  à  la  rencontre  de  la  normale  au  point  M 


(  ^^7  ) 
et  (le   hi  perpendiculaire  mariée  par  le  pôle   au  rayon 
vccieur  OM('). 

?)"  La  spirale  logarithmique  et  sa  podaire  relative  au 
pôle  sont  des  courbes  semblables  dont  le  rapport  de 
similitude  est  y^x  -]-m'^. 

4"  Le  lieu  géométrique  de  l'extrémité  T  de  la  sous- 
tan  geu  le  OT  est  une  spirale  logarithmique  dont  le 
point  O  est  le  pôle  et  qui  est  semblable  à  la  spirale 

u  =  ae"''\  le  raiyport  de  similitude  étant  —  • 
•^  '  '  m 

Remaïquons  maintenant  que  la  polaire  du  point  O 
par  rapport  au  cercle  osculateur  dont  C  est  le  centre  et 
CM  le  rayon  s'obtient  en  élevant  une  perpendiculaire 
à  la  droite  CT,  à  rextréniité  T  de  la  sous-tangente.  Il 
s'ensuit  que  la  puJaire  par  rapport  à  O  de  la  courbe 
enveloppe  clierciiée  est  une  spirale  logarithmique^  on  en 
peut  conclure  que  la  courbe  cherchée  est  elle-nième 
une  spirale  logarithmique  ayant  le  point  O  comme  pôle. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MiVF.  Lez,  Moret-BLinc, 
Fauqueniber^jUe,  Leiiiekugel,  L.  JuUiard,  du  lycée  Corneille,  à  Rouen. 


Ql'ESTIOlVS. 


1352.   Soient  : 

A,B,  C,D  les  aires  des  faces,  S  Taire  totale  et  Y  le  volume 

d'un  tétraèdre  abcd\ 
g  le  centre  et  R  le  rayon  de    la  sphère  inscrite  dai:s  ce 

tétraèdre  : 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fi;;ur< 
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«7,,  ^1,  C],  r/j  les  points  de  rencontre  des  droites  menées 

par  les  sonimels  du  tétraèdre  et  le  point  g,  avec  les 

faces  opposées  5 
a^,b^,c^^r{z  les  points  de  contact  delà  spLère  inscrite  avec 

les  facesdu  tétraèdie; 
Vj  le  volume  du  tétraèdre  «i  h^c^di  ; 
Va  celui  du  tétraèdre  a^h^_c^(h_. 

On  a 

6VABCD 


V, 


S  — A)(S  — BjiS—  C;(S— D) 


4ABCD 

Trouver  les  formules  analogues  pour  le  cas  des  sphères 
exinscriles.  (Genty.) 

1333.   Soient  ABC  un  triangle  donné,   Ai,  Bi,Ci  trois 
points  pris  sur  les  côtés  de  ce  triangle  et  tels  qu'on  ait 


A,B        / 

B,C         /' 

C,  A        l" 

A|C       m' 

B,A""//i'' 

C,  B  ~"  m"  " 

l'aire  du  triangle  A  jEj  Ci  est  égale  à  Taire  du  tri  angle  ABC 
multipliée  par 

IV  l"  ^  mm! m" 


\L -^  m)[l' -'r- m' ){l" ■ 


[GE^'TY.) 


Note.  —  M.  Moret-Blanc,  et  M.  Emile  Chrétien,  élève  au  Lycée  du 
Havre,  nous  ont  adressé  des  solutions  de  la  question  134"2,  déjà  résolue 
dans  le  numéro  d'octobre.  M.  Chrétien  généralise  la  proposition  énoncée, 
en  démontrant  que,  pour  les  trois  coniques,  le  point  b  est  sur  la  per- 
pendiculaire, menée  par  le  point  M,  au  diamètre  conjuguéde  la  corde  iib. 
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SUR  L'ÉVALl'ATIOX  DE  C!iRT\I\S  VOLIHES; 

Par   m.   L.   MALEYX. 


Cette  Note  est  relative  à  diverses  expressions  du  volume  compris 
entre  une  surface  et  deux  plans  parallèles,  quand  l'aire  interceptée  par 
la  surface  sur  un  plan  parallèle  variable  est  une  fonction  rationnelle  el 
entière  de  degré  m  de  la  distance  d'un  point  fixe  à  ce  plan  variable. 

1.  Soient  z  ladislaiiced'unpoiiitfixe  Pauplau  parallèle 
variable,  d  la  distance  du  même  point  à  un  des  plans 
extrêmes.  Si  nous  désignons  par  x  la  distance  de  ce  plan 
fixe  au  plan  variable,  nous  aurons  l'égalité  z  =^  d  -^  x. 
Par  hypothèse,  l'aire  de  la  section  interceptée  par  la  surface 
sur  le  plan  mobile  situé  h  la  dislance  z  du  point  P  est 
représentée  par  F(^),  F  étant  une  fonction  rationnel!-' 
entière,  à  coefficients  déterminés  et  de  degré  m.  Mais  on 
a  identiquement  F(2)  =:F(  J-|- x)  =_/ (x)  ;  l'aire  va- 
riable dont  il  est  question  est  donc  aussi  représentée  par 
une  fonction  rationnelle  entière  de  degré  m,  à  coefficients 
déterminés,  de  la  distance  de  son  plan  à  l'un  des  plans 
parallèles  servant  délimite  au  volume  qu'on  veut  évaluer. 

2.  D'après  ce  qui  précède,  supposantquel'aire  variable 
interceptée  dans  la  surface  soit  représentée  par 

on  établit  facilement,  par  un  moyen  absolument  élémen- 
taire ou  immédiatement  par  l'intégration  d'une  fonction 
rationnelle,  que  le  volume  qu'on  veut  évaluer,  prenant 
son  origine  au  plan  fixe  qu'on  a  choisi  et  limité  du  reste 
au  plan  parallèle  variable  dont  la  distance  au  premier 
est  j:,  est  représenté  parla  foncfion 


Aiin  .d(f  ytuthéiniit .,  2''sérif,  l.  X  I  X  .  (  Hécenibrc  i  SSo.',  3^ 
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on  a  ainsi  une  expiession  ilii  volume  en  fonction  de  la 
distance  des  plans  parallèles  extrêmes  et  des  m  -i-  i 
coefficients  qui  définissent  J{x).  Si,  au  lieu  des  m  -+-  i 
coefficients  qui  définissent /"(.r) ,  on  se  donne  ///-h' 
valeurs  particulières  de  cette  fonction  correspondant  à 
m  H- I  valeurs  déterminées  dex,  on  pourra,  des  équations 
qui  en  résulteront,  déduire  les  valeurs  des  jn -\-  i  coeffi- 
cients inconnus,  et,  en  les  reportant  dans  l'expression 
de  (p  [x),  on  en  déduira  l'expression  du  volume  au  moyen 
de  la  distance  des  plans  parallèles  extrêmes  et  des 
nombres  représentant  les  aires  de  tji  -\-  i  sections  faites 
dans  la  surface  et  parallèlement  aux  bases. 

3.  Pour  obtenir  cette  expression,  désignant  par  /?  la 
liauteur  ou  distance  des  plans  parallèles  extrêmes,  par 
BjjBa,  ...,  B,„^i  les  nombres  représentant  les  aires  des 
sections  i  n  terceptées  dans  la  surface  sur  les  plans  parai  lèles 
à  la  section  extrême  considérée  et  dont  les  distances  à 
cette  section  sont  représentées  par  a,  A,  a^h,  ...,  5:^^,/^, 
enfin  par  Vie  volume  cherclié,  nous  aurons  les  égalités 

B,  =  a  +  <7,  /i  a,  -h  «5  /i'  a  j  -4-  .  .  . -\-  a„  h"'  a'"  , 
Bj  =  «  -T-  (iJiXi-\-  aji-ix\-^  .  .  .  -4-  UnJi-'"^"' ■> 

y-  =  «  -r  «,«  X  -  +  aJi'-X  ô  - 
n  2.  3 

Ces    égalités    expiiment    (jue  le   système   de  m 
équations  homogènes  du  premier  degré 

B, 3  =  z,  -}-  a,  z,  +  x;  s,  -T-  .  .  .  -t-  a'"  z„,^„ 
H-iZ  =.  z,  -f-  ajZj  -f-  aj  Z3  -f-  .  .  .  +  a'"Zm-t-i» 


.  ~h  a„  h" 

a'", 

> 

.-f-  a  mil' 

I 

Bm  +  i  ^  Zi  H-  y.m+\  3-  -f-  <^'in+\  ^3 

V  I  I 

-3., -1- 


h  a    '        3  ///  -I-  I 
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* 
admet    la    solution     i  ,    a,    a^  //,  a^  /i'-,  .  .  .  ,  a„Ji"'^    dans 

laquelle  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues  ne  sont  pas 

simultanéinent  nulles;  il  en  résulte  (|ue  le  déterminant 

des  coefficients  de  ces  inconnues  est  nul,  et  l'on  en  déduit 


■III  - 1 
I 
3 


■in+  I 
I 


^=o. 


Cette  équation,  du  premier  degré  pai-  rapport  à  \  , 
détermine  le  volume clierché  et  exprime  qu^'l  est  égal  au 
produit  de  la  hauteur  //.  par  une  expression  linéaire 
homogène  des  aires  de  ni  -f-  i  sections  planes  parallèles 
aux  bases  et  faites  arbitrairement  dans  la  surface,  puisque 
les  rapports  a),  a,,  .  .  .  a,„+i  sont  quelconques. 

Désignons  par  A  le  déterminant  mineur  du  précédent, 
formé  en  y  supprimant  la  première  colonne  et  la  dernière 
ligne,  et  en  général  par  A^  ledéterminant  mineur  déduit 
de  même;  en  v  supprimant  la  première  colonne  et  la  ligne 
de  rang  1x\  l'équalion  précédente  pourra  s'écrire  sous 
la  forme 

V 


B,A,  — B,A,-;-B,A, 


"+=A 


On  peut  attribuer  aux  nombres  «!,«,,  ...,«m+i  les 
valeurs  qu'on  voudra-,  toutefois  on  ne  peut  en  faire  deux 
égaux  entre  eux,  car,  s'il  en  était  ainsi,  que  par  exemple 
ou  fîtai=  y.i^,  tous  les  déterminants  mineurs  qui  figurent 
dans  l'équation  précédente,  sauf  A^  et  A/,,  seraient  iden- 
tiquement nuls  comme  contenant  deux  lignes  identiques. 
Le  premier  membre  de  l'équation  se  réduirait  alors  h 
BiAjzh  B^A^  suivant  que  /et  A"  seraient  de  même  parité 
oude  parités  dilféren tes  5  or  ce  binôme  se  réduirait  aussi 
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à  zéro,  carde  l'égal!  lé  cf.i^=y.i  on  déduit  6/=  B/,  et  l'on 
voit  facilement  que  A;±  A^  est  nul,  que  /  et  A"  soient  de 
même  parité  ou  de  parités  différentes.  Dans  ce  cas 
exceptionnel,  l'équation  qui  donne  ^  serait  identiquement 
satisfaite,  et  l'on  ne  pourrait  en  tirer  la  valeur  de  l'in- 
connue 5  si  au  contraire  les  rapports  ai,a2,  .  •  . ,  a,„^.t  sont 
finis,  quelconques  et  tels  que  deux  d'entre  eux  ne  soient 
pas  égaux,  on  aura  toujours 

V^;-i/''+=^[B.A,-B,A,4-E,A3-...  — (-.)"'*'B„H-,A„+.]. 

4.  On  peut  se  proposer  de  simplifier  l'expression  de  V, 
d\ine  manière  générale,  en  diminuant  le  nombre  des 
sections  dontl'aire  doit  être  calculée^  il  suffit  de  disposer 
des  nombres  (arbitraires  dans  des  limites  déterminées) 
«1,  a,,  .  .  . ,  a,„^i  de  manière  à  rendre  nuls  les  coeilicients 
des  nombres  représentant  les  sections  cju'on  ne  veut  pas 
calculer;  d'une  manière  particulière  à  un  volume,  eti 
disposant  des  mêmes  nombres  pour  introduire  des  sec- 
tions plus  faciles  à  calculer. 

jNous  allons  nous  occuper  du  premier  genre  de  sim- 
plification en  faisant  varier  m,  degré  de  la  fonction  qui 
représente  la  section,  à  partir  de  25  quant  au  second 
genre  de  simplification,  il  se  présentera  naturellement 
dans  chaque  cas  particulier.  Nous  devons  encore  observer 
que  toute  expression  de  volume  se  rapportant  à  une 
section  de  degré  m  se  rapporte  également  à  toute  section 
de  degré  inférieur. 

5.  Cas  oii  m  ■=.  •:>..  —  On  a  dans  ce  cas 

/'  , 

A    ' 

Le  détei'ininniit  A  est  dccomposable  en    facteurs  du 
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premier  degré;  on  a 

Az=[cc3  —  x-,j[a.i  —  a, )  [  a,  —  or,  j 
on 

A  =  r  a;;  —    a;  -f-  X|  )  X3  -f-  «2^-1  J  ;  (^2  —  ^-1  )  j 

de  celte  égalité  on  déduit 

^3=: (a.-f- a,  JH-aja,      (aj  — a,), 

^2^     -■ (a3+ a,)  H-aja,     («3— a,), 

A,  =: ('  «3  -4-  a,  )  -{-  aj  xn  L  «s  —  «2  )  ■ 

Posons  A3  =  o  ;  nous  ne  pouvons  satisfaire  à  cette 
équation  par  la  supposition  a, —  «1=0  pour  un  niolil' 
donné,  mais  nous  pouvons  y  satisfaire  d'une  infinité  de 
manières parlesvaleursinégales et  finiesde  «j,  a,  vérifiant 

l'équation  5(2^1 (««+  ^0  +  -  =  o.  Acceptons  un  tel 

système  de  valeurs  de  a^,  ««  ;  nous  n'altérerons  pas 
les  valeurs  de  Aj,  A,,  en  retranchant  du  premier  fac- 
teur  qui    entre    dans    leur    composition    le   polynôme 

nul  «2  «1 (sTo  -f-  a,)  H-  -  ",  ilsdeviendroiit  alors 

2  6 

^1  =  [a5(a3  —  a,) (  aj  —  a,)(a3  — .aj)] 

=  (  a, j  (  «3  —  aj  )  (  a3  —  a,  ], 

Aj=  [a,  (a,  —  «J  1 (aj  — Kj;  («j  — a,  j] 


(a, j^^s—  aj)  (otj  —  a,). 


Substituons  ces  valeurs  de  A,  A,,  Aj,  A3  dans  l'expres- 
sion de  \'  ;  nous  aurons  après  simplification,  et  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  inégalesetfiniesdea,,»,  vérifiant 


{  5.^,4  ) 


Il  . — __ : -— 


On  peut  donc  évaluer  le  volume  d'une  infinité  de 
manières  au  movon  de  deux  sections,  et  l'on  ne  peut,  en 
général,  l'évaluer  au  moyen  d'un  nombre  moindre,  car, 
si  l'on  voulait  rendre  nul  Tun  des  coefficients  de  Bj,  B^, 
l'autre  deviendrait  infini. 

Comme  expression  particulière,  nous  pouvons  prendre 

deux  sections  à  égale  distance  des  bases  ou,  cequi  revient 

au  même,  du  milievide  la  hauteur;  il  suffit  de  prendre  les 

valeurs  de  a,,  «j  satisfaisant  à   la  condition  ai=^  i — 0-2 

<  ,,  ,         .  I  ,  \        I 

oua^  H-  aj  =  i  et  a  1  équation  a^aj 'aoH-  a,  M-  -  =  o. 

'  "  2  •   "  o 

On  en  déduit  a.,»,  :=:  -  ;  «o  et  a^  seront  alors  les  racines 


de  l'équation  du  second  degré 


X'  —  X  +  -.  i^  o. 
o 


I        —  I  i 

—  =  —  1       et        y.i  —  a,  =  — r 


Si  nous    désignons   par   Bj,  Bj  les  aires   des    sections 
faites  dans  la  surface  parallèlement  aux  bases  et  à  une 

dislance  du  milieu  de  la  base  éiïale  à  — ^•>  nousaurons 


V=-  A 


B.  +  B, 


Ces  expressions,  tant  générale  que  particulière,  con- 
viennent aux  troncs  de  pyramide  et  de  cône  à  bases 
parallèles,  au  segment  sphérique,  au  volume  engendré 
par  un  segment  circulaire  tournant  autour  d'un  diamètre, 
à  un  volume  limité  par  une  surface  du  second  ordre  et 
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deux  plans  parallèles  coupant  la  surface  suivant  des  sec- 
tions elliptiques, enfin,  comme  nous  l'établirons  à  la  fin 
du  présent  article,  au  volume  compris  entre  deux  plans 
parallèles  et  une  surface  réglée  admettant  pour  direc- 
tiices  deux  lignes  planes  fermées  situées  dans  ces  plans 
et  une  troisième  directrice  quelconque,  pourvu  que  la 
génératrice  reprenne  sa  première  position  quand  ses 
points  de  rencontre  avec  les  deux  directrices  planes  ont 
[)arcouruenmème  temps  etenentier  ces  deux  directrices. 

G.   Cas  oh  m  =.  Z .  - 


lans  ce  cas 


v  =  - ;B,A, 

A 


B,A,-4-  BsAj— E4A,:. 


Décomposant  (^  en  facteurs  du  piemier  degré,  on  a 
A=:r '^a^  —  aj)  («4 —  a.)  (a^  —  a,)(a3  —  a-j)  («3  —  ^i){a.i —  a,) 
ou 

X  1^3  — «2)(«j  — «f)!»!'  — ">'-i); 
on  en  déduit 


•^4 


■\^z- 


I  , 


X.X,  -{-CinX, 


«3  a,  a,      (; 


,^■3  — ^.jl^-: 


14       3^ 


«s 


«2- 


■^a^a^  +  a,  a,  -+-  «ja,  )  —  tXj  x^x,     (a.;  —  x 


,CC;—IX, 


'•=[î-5'°' 


-f-  - ,  «4  a,  -f-  a4  a,  +  Xj a,    —  a,  «3  y. 
2 


*3  i  l  «4  ■ 


-  1}-^^'^'^'''-^''': 


-t-  -(«45:3  -)    x^a-j  +  aja,,)  —  aiXjX;     (7.4  —  a3)((z,  —  X2)(a3—  x,). 
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Nous  pouvons  simplifier  l'expression  de  V  en  égalant 
le  premier  facteur  de  A;  à  zéro,  et,  comme  ce  facteur 
renferme  trois  indéterminées,  nous  pouvons  satisfaire  à 
cette  condition  d'une  infinité  de  manières.  Considérant 
un  système  de  valeurs  finies  de  «i,3^2iS<3  telles  (|ue  deux 
quelconques  d'entre  elles  soient  distinctes  et  qui  satis- 
fassent à  l'équation 

'        '  /                      -,        '  / 
7  —  ô   ^-3-»-  «2-1-  a,  I  -1 ajKj  -4-  y-i-J-^  -h  «jcz,    —  «3K,x,=:  o, 

nous  pouvons,  sans  allérer  les  valeurs  de  A,,  A2,  A3, 
retrancher  du  premier  facteur  de  chacun  d'eux  le  polj'nôme 
nul  premier  membre  de  l'équation  précédente;  on  trouve 
ainsi,  après  réduction, 


1  =      —  5-1 ^  «3  +  «:;  )  —  2^3  «2      I  «s  —  as  ] 


,  «3  —   «3  , 


A,   = 


K3  j  \  «4  —  a,  !  ^  a,  —  a,  j  (  aj  —  a, 
Aa^  1   —  -  H (kj-i!-  a,  ;  —  a-iX,  |  (a4 —  a,)  [as  —  a.)  !  «4  —  a,)  (a, —  a, 


Remplaçant,  dans  l'expression  de  V,  A,,  A,,  A3,  A4  par 
leurs  valeurs,  on  trouve  après  réduction 

V  —  ■ B,      a.,y.. ia^  +  aj    -f-  X  ha3  — a, 

(a3~a-l(a3—  a,j(aj— a,j  (        |^  2^  3_|  ' 

—  BJ  ajx, -aj  -i-a,)4--     (aj  — a,] 

H-B,    a,a, (    -f- a,j  4--     (a,  — a,) 

I  2  ^1 

Cette  égalité  a  lieu  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
finies  de  «i,  a,,  5^3,  telles  que  deux  quelconques  d'entre 
elles  soient  distinctes,  ces  variables  satisfaisant  à  régalilé 

ajXj^i  —  ■    ;  «ja^-t-  z-, a,  -i-  «ja.    -+-  —  '  ai  -}-  «s -f  a,  ,  —  7  =  0. 

?.        •      ■  ■{    "  '4 
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Sil'oiifaitdanscetteégalitéaî-^:  -5  on  eiidéduit 

a,  +«3=  I. 

Le  volume  peut  donc  s'évaluer  au  moyen  de  la  section 
parallèle  aux  bases  menée  par  le  milieu  de  la  hauteur  et 
de  deux  autres  sections  parallèles  à  celle-là  et  ([ui  en 
soient  équidistantes;  en  particulier,  on  peut  associer  à  la 
section    moyenne   les   deux  bases  extrêmes    en  faisant 

a,  z=:  G,  a.2  =  -î  «3=1,  et  1  on  retrouve  pour  expression 

de  V  dans  ces  hypothèses 

V  =  ^;B,-f-4B,4-B3), 

formule  due  à  Maclaurin  [Fluxions,  n°848^  1742). 

On  peut  simplifier  encore  l'expression  de  V  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  de  B3  en  même  temps  que  le  premier 
facteur  de  A^;  on  arrive  ainsi  à  déterminer  cf.^  et  a,  par 
les  deux  équations 

I  ,  >       î 

«3 a, «2+  a,  j  -f-  -  =0, 

«3^2X1 I  ajaj-f-ajXi-l-  aja,  i  — -  ;  a,  +  a, -l-  a,    -|-  -7  =0. 

2  ^  '        3  ^  4 

En  tenant  compte  de  la  première,  la  seconde  se  réduit  à 

1  I  ,  ,1 

2  3  '  4 

De  ces  deux  équations  on  déduit  facilement 

I 

aj  -T-  a,  =:  1      et      a;  a,  =r  7;  • 
O 

On  peut  alors  léduirela  précédente  expression  générale 
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de  V  par  le  calcul  qu'on  a  fait  dans  le  cas  où  iti  =  2,  et 
l'on  trouve  la  même  expression 


Vz=-^ 


Donc,  dans  le  cas  où  ni  =  3,  on  peut  encore  exprimer  le 
volume  au  moyen  de  deux  sections  seulement  ;  mais 
cette  réduction  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière, 
tandis  que  dans  le  cas  où  m  =  2  elle  est  possible  d'une 
infinité  de  manières.  Les  deux  sections  au  moyen 
desquelles  on  peut  exprimer  le  volume  dans  îe  cas  où 
ni  =i3  sont  encore  situées   à  une  distance  du  milieu  de 

la  hauteur  égale  à — — ;•  Le  volume,  dans  le  cas  où  m  =  3, 

ne  peut  s'exprimer  au  moyen  de  moins  de  deux  sections, 
car,  après  avoir  réduit  à  deux  le  nombre  de  ces  sections, 
les  nombres  qui  les  représentent  sont  affectés  de  coeffi- 
cients déterminés. 

7.  Quel  que  soit  ni,  on  peut  faire  des  transformations 
analogues  à  celles  que  nous  venons  de  pratiquer  et  réduire 
le  nombre  des  sections  à  calculer.  Dans  le  cas  général, 
le  déterminant  A  se  décompose  en  facteurs  du  premier 
degré,  et  l'on  a  toujours 


X  [  a„,+,  —  a,  J  (  a„,  —  «„_i  !  .  .  .  (  a„  —  a,  )  .  .  .  (  aj  ■ 


\ 


on  peut  effectuer  le  produit  des  m  premiers  facteurs  d'après 
une  loi  connue  et  déduire  du  résultat  les  expressions  de 
Aj,  A,,  .  .  .  A,„^i,  ordonnés  suivant  les  éléments  de  la 
dernière  ligne.  Dans  cet  état,  chacun  des  déterminants 
Al,  A;,, . . .,  A,„^i  est  le  produit  d'un  polynôme,  qui  se 
déduit  du  produit  effectué  dans  A,  par  une  suite  de 
facteurs  binômes-,  on  ne  peut  égaler  à  zéro  ces  facteurs 
binômes,  car    il    en    lésulierait  Tégalité    de    deux   des 
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lappoits  «1,^21  ...  a,„^i,  et  l'on  a  vu  que  celte  égaiilé 
n'était  pas  permise;  mais  on  peut  égaler  à  zéro  un  ou 
jilusieurs  des  facteurs  polynômes,  en  observant  que,  si 
deux  d'entre  eux  sont  nuls,  ils  doivent  l'être  indépen- 
damment de  toute  valeur  particulière  attribuée  à  une 
variable  non  commune. 

En  effet,  chacun  de  ces  facteurs  se  compose  de  m  des 
VI  H-  I  rapports  «1,5:21  •  •  •>  ^m^\  '-,  deux  d'entre  euxne  dif- 
fèrent que  par  une  de  ces  variables,  toutes  les  autres 
étant  communes  et  y  entrant  de  la  même  manière.  Ils 
sont  du  premier  degré  par  rapport  à  chacune  des 
variables  qui  y  entrent  ;  donc  ils  auront  la  forme 
«/M  -h  IX,  a^t^I  -h  jX  ;  ils  ne  peuvent  donc  être  nuls  en 
même  temps  que  par  les  suppositions  IM  =  o,N  =  o, 
sans  quoi  de  l'égalité  à  zéro  de  ces  facteurs  on  déduirait 
«/=  fltjt,  ce  qui  n'est  pas  permis. 

La  même  observalioji  s'applique  à  deux  des  équations 
de  la  forme  ÎNl  =  o,N  =  o,  si  leurs  premiers  membres  ne 
diffèrent  que  par  un  des  m  -f-  i  rapports  ai,a2,  . .  .,a,„^i, 
et  que  les  rapports  communs  y  figurent  de  la  même 
manière. 

Nous  allons  éclaircir  cela  par  quelques  applications. 

8.  Proposons-nous  de  réduire  au  moindre  nombre 
jK)Ssible  le  nombre  des  sections  nécessaires  pour  calculer 
le  volume  V dans  le  cas  oùm=::  4'DésignantparFi,F.2, . . . 
l(îs  facteurs  polynômes  qui  figurent  respectivement  dans 
Ai,Aj,.  .  .,  et  qu'on  peut  rendre  nuls,  on  a 


Fi=:  a,  ^3X3  3t, (a-.ajC/.s-t-  a^asa,  +  a^  x, a,  -f-  «^Xja,) 


-i-  M  ,  «4  =«3  -r  *4  '-'■:  -^  y-x  y-y  -I-  ^3  ^-2  -r-  v-i  7.,  ^-  a ,  «,  1 

—  7  :  a4  H-  a,  -I-  aj  -p-  7.,  -  H-  -r  » 

4  ^ 
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2  ' 

I  -  , 


—  7  (  aj  +  «3  -4-  a,  -f-  a,  j  +  -  , 
I  ^ 

1 

'Xt,v.^a.2y.i  —  —  ^asKja,  -f-  a^a^ai  -4-  ajajX,  -t-  a^a^a, 


-H  ^  i  a5«4  +  ai«2  4-  «sa,  -h  a^aj-i-  a4  a,  -H  «ja,  ) 

—  7  (  «s  H-  a.  H-  aj  H-  a,  I  H-  ^  » 

4  ■       0 

F2=^  a5a4a3ai |  OL^y-iU^-i-  «5X4 a,  -l-ajasa,  -f-  «41/3 a,  ) 

2  ' 

'  t  \ 

-T-  r- 1^  «5  «4  +  1^5  «3  -T-  «5  «1  +  aj  aj  +  X4  a,  -t-  aj  a,  ) 

—  7  I  aj  +  «4  -+-  a3  -f-  a   ■  -f-  -■> 

4  o 

I 

F,  =:a5a4a3a, 1  asKi  aj-r- a5a4a5-i-a3a3a,  4-  aja,», 

2 

H-  -  ( ai a4  +  a; a3  4-  aj a,  -^- y.i(x.i-\-  a^, ct.-i  -h  a, a, ) 

—  7    «5  -f-  «4  +  a3  H-  a,  I  4-  7:  • 

4  5 

Ou  peut  égaler  à  zéro  les  facteurs  F5  el  F;,  et  pour 
cela,  d'après  le  numéro  précédent,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  coefficient  de  av  et  le  ternie  indépendant  pris  dans 
Fs  soient  séparément  nuls;  ou  est  ainsi  conduit  aux 
deux  équations 

ajaja, ^ajaj-i-  K3  a,  -i-  aja,  )  4-  -  (a, -f-  ajH- a,)  —  -  —  o^ 

-ajaja,  —  -  (a3a2  4-  «3»!  -H  a:a,)  -+-  -7  ^a3  4-  aj4-ai)  —  x  =  o. 

Ces  deux  équations,  renfeimani  trois  variables,  ad- 
mettent une  infini  téde  solution  s  communes,  et  permellenl 
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de  réduire  à  trois  et  d'une  infinité  de  manières  le  nombre 
des    sections   nécessaires  pour   évaluer    V  dans   le   cas 

ni  =  4. bien  particuhernoiis posons  «5  ■=  -,ces  équations 
se  réduisent  à 


/  ^  9 

cz,  a, —  ;a,  -I-  «3    -f-  -^  z=  O, 


ou,  eu  égard  à  la  précédente, 


T 

10 


a,,  «3  sont   donc,  dans  ce   cas    particulier,   racines    de 

l'équation  du  seconddegréX' — Xh =:  o,  et  définissent 

deux   sections  équidistantes  du  milieu  de  la  hauteur  et 

dont  la  distance   à  ce  point  est     \/f'  Pour. qu'on  pût 

réduire  à  deux  le  nombre  des  sections  nécessaires  pour 
évaluer  le  volume  V  dans  ce  cas,  il  faudrait  qu'on  pût 
rendre  nuls  trois  des  facteurs,  par  exemple  F5,  Fi  et  F3  ; 
ces  équations  exigent,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro 
précédent,  qu'on  puisse  satisfaire  aux  six  équations 


I 

T 
I 

'z,a,-f-  ajK, 

-+-  ajsti 

'  +  ^  (  aj  -+-  a^  -1-  a/ 
I 

— 

I 

?  =  "• 

I 

2 

3 

^ajaiH-  «3  7-, 

~-  «:a, 

-r-  7  v^-J-i-  «2+  Kl, 

— 

aia.x, 

I 
0^ 

'  u^Ui-h  y-^x, 

-i-  xj  a, 

'  -t-  -  ^  a«  +  a^  +  a, 

— 

I 

4  =  °' 

1  I  ,  ,       I  ,  ,1 

-  a,  x.a,  —  -  I  XiXî-h  diXi  -\-  x^a,]  -+-7  (  ai  +  a,  -!-  a,  1  —  -  =  o, 
P.  3  4  o 

1  ,  I    ,  «  T 

as  a,  a,  ■ 1  aja^  -f-  «5  a,  -\~  a,  a,     -^-  -  l  as  +  a^  -i-  a,  )  —  -  =  o, 

2  ;>  4 

-  «laja,  —  -  ;  «taj  +  Kja,  -4-  a,«i     -f-  7  (  a» -f-  a,  -4-  a,)  —  -  ■=:  o. 

2  3  4  5 
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Or,   dapîcs    l'observation   qui    tennine    le    numéro 
précédent,  il  faut  et  il  suffit,  pour  satisfaire  aux  équations 
(i),(3),  (5),  de  trouver  des  valeurs  de  a,,  sîî   vérifiant 
les  deux  équations 


(7) 

Ct-i-J-x  - 

I 

2 

(«2-4-  a,' 

H-i=o, 

(8) 

I 

-  aja,  - 

2 

I 

~  3 

(aj-T-  a, 

)+-'=o, 

et  il  est  également  nécessaire  et  suffisant,  pour  satisfaire^ 
aux  équations  (2),  (4),  (6)-,  que  ces  valeurs  de  aj,  «, 
vérifient 


I 

1 


I 


Dès  lors,  pour  qu'on  pût  réduire  à  deux  le  nombre  des 
sections  nécessaires  pour  évaluer  le  volume  V  dans  Ir 
<;as  où  m  =  4,  il  serait  nécessaire  et  suffisant  que  les 
équations  (7),  (8)  et  (10)  admissent  une  solution  com- 
mune; or  il  est  facile  de  voir  qu'elles  n'en  ont  pas  :  donc, 
dans  le  cas  où  m  =  4i  on  ne  peut  évaluer  V  au  moyen  de 
moins  de  trois  sections,  et  on  l'évalue  d'une  infinité  de 
manières  au  moyen  de  trois  sections, 

9.  En  reprenant  un  calcul  analogue  dans  le  cas  où 
VI  z=  5,  on  trouve  que  le  volume  peut  aussi  s'exprimer  a:i 
moyen  de  la  section  menée  par  le  milieu  de  la  hauteur  et 
de  deux  sections  équidistantes  et  qui  en  sont  situées  à  la 

distance  -  \/h'  ^^^  résultats  font  supposer  :  1°  que  les 

sections  équidistantes  du  milieu  de  la  hauteur  ont  une 
importance  particulière  dans  la  réduction  du  nombre 
des  sections;  2°  que  le  volume  s'exprime  de  la   mèmi^ 
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manière  au  moyen  de  ces  sections  quand  le  degré  de  la 
fonction  qni  les  représente  est  de  la  forme  9.n  et  de  la 
forme  2/24-1  5  3°  que  la  section  passantpar  le  milieu  de 
la  hauteur  figure  ou  ne  figure  pas  dans  l'expression  du 
volume  suivant  queledegré  de  lafonction  qui  représente 
la  section  est  de  la  forme  4''  ou  de  la  forme  /{n-r-i.  Nous 
allons  mettre  ces  propositions  en  évidence.  Conservons 
les  notations  précédentes  sauf  l'exception  suivante:  nous 
supposerons  que  l'aire  de  la  section  est  représentée  par- 
y(a:),  a:  étant  compté  à  partir  du  milieu  de  la  hauteur 
positivement  dans  un  sens  et  négativement  dans  l'autre; 
nous  désignerons  la  hauteur  distance  des  plans  parallèles 
extrêmes  par  2/1;  enfin  nous  désignerons  par  B^  et  B_i[ 
les  nombres  qui  représentent  les  sections  dont  la  distance 
au  milieu  de  la  hauteur  est  a^/i  ou  —  cf-ih. 

D'après  cela  et  2.71  étant  le  plus  grand  multiple  de 
2  contenu  dans  le  degré  nt  de  la  fonction  représentant 
la  section,  nous  aurons 

Bi  =:  a  -r-û,  OLkh  -f-  ata.\.h-  -\-  .  .  .  -{-  a,„a.1!' h'"  , 

ajoutant  et  réduisant, 

^'  ~^  ^~''  =  a-i-al  a;,  h' -^  .  .  .  +  a.^cl"  /r". 
2  '     ' 

D'autre  part,  si  nous  désignons  par  Vi  la  partie  du 
volume  située  du  côté  des  x  positifs  et  par  V,  la  partie 
située  du  côté  des  x  négatifs,  \  1  -f- V,  étant  égal  à  V, 
nous  aurons 

V,  /i  h-"  h" 

—  ■:=  (7  -I-  <7| \~  a-i  —■  -\-  .  .  .  -\-  n,„ 1 

h  2  3  i>i  -+-  1 

V,  h  h-  ,  fi"' 

-7-  =  ^  —  «,  — 1~  r/j  —  -i-  .  .  .  =L  a„,  1 

Il  2  3  "/  -t-  I 
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d'où,  ajoutant, 


Ir" 


in  i  2 «  -f-  I 

Distinguons   actuellement  deux  cas  suivant  que  n  est 

de  l'une  des  formes  2/7  ou  2^  -}-  i . 

Première   forme   :   u=ip-r-i,    ou   m  =  ^p-^'i.   ou 

4^-T-3.  Nous  aurons  les  égalités 


2 


=  «  -f-<72«2  ^'^-T-o^a' //' 


a,nA"li"-, 


BnH 


B_ 


(n-f-l) 


«4  — 


2  A  "3  rj  o  n-{-  \ 

Ces  égalités  sont  au  nombre  de  «  -f-  2  et  nous  avons 
à  éliminer  entre  elles  les  w-h  i  inconnues  «,  a^h^, .  . ., 
a^Ji^"\  le  résultat  de  l'élimination  est  l'égalité  à  zéro 
du  déterminant 


B 

^B_ 

-1 

B 

2 
-4-B_ 

î 

2 

^:+. 

+  B_ 

(«+0 

r 

I 

I 

3 

5 

~n+\ 

1 
V 

^. 

De  cette  égalité  on  peut  tirer  la  valeur  de  ^  ,  quelsque 
soient  les  rapports  «j,  «g  . . .,  a,^,,  pouivu  qu'on  ne  leur 
attribue  que  des  valeurs  finies  et  que  deux  d'entre  eux  ne 
soientiias  égaux  entre  eux.  Le  volume  sera  ainsi  exprimé 
au  moyen  de  i[ti  -\-i)   sections,  et,  comme  m  =in  ou 
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2  /z  +■  1 5  il  sera  exprimé  au  moyen  de  ni  -f-  2  ou  de  m  -+- 1 
sections  5  on  pourra,  du  reste,  faire  disparaître  un  certain 
nombre  de  ces  sections  par  couples  en  rendant  nuls 
leurs  coefficients,  comme  nous  l'avons  fait  dans  les  nu- 
méros précédents. 

Seconde  forme  :  n  =;  i\p,  ou  m  =  4p  ou  /\p-i-i. 
Nous  aurons  les  égalités  suivantes,  en  observant  que  a  est 
le  nombre  qui  représente  la  section  menée  par  le  milieu 
de  la  hauteur: 


B,  -t-  B_, 

B2  -f-  B_2 


B_„ 


V_ 

7J1 


a  =  a^xl/i^  -+-  (hoi^li^ 


«2-5-      -(-«4T- 
6  5 


-4-  «„     r,'  "  h'" 


Ces  égalités  sont  au  nombre  de  n  -+- 1  et  nousavons 
à  éliminer  entre  elles  les  n  inconnues  «2  h^  -,  ctji*^. . ., 
azah^"\  le  résultat  de  cette  élimination  est  l'égalité  à  zéro 
du  déterminant 


B, +  B_ 


X3\     -l-     JJ_| 

x\ 

<      . 

2  n 
..        a, 

2 

B2  +  B_, 

a 

2 

< 

<      ■ 

. .   ar^ 

B„  -i-  B_„ 

a 

2 

< 

<      ■ 

•   <" 

V 

I 

I 

I 

—j  —  a 
■y.  Il 

3 

5      • 

2n4-i 

Cette  égalité  définit  le  volume  V  au  moyen  de  2«  -f-  i 

j4nn.  de  Matliém..  2^  série,  t.  XIX  (Décembre  1880).        3j 


(  546  ) 
sections,  ou, comme  ///  estégai  à  2/i  ou  in  -j-  i,le  nombre 
des  sections  nécessaires    est   peut-être   représenté    par 
/n  +  I  ou  m,   nombre  qu'on    peut  réduire  en  disposant 
des  rapports  variables  a,,. ..,  a„. 

10.  Appliquant  ces  considérationsau  cas  oxxm  est  égal 
à  4  ou  à  5,  nous  nous  trouvons  dans  le  cas  de  la  seconde 
forme  du  numéro  précédent;  dans  ce  cas,  n  =  2,  et  le 
volume  sera  défini  par  l'équation 


B, 

+  B_, 

B, 

2 

V 


B_, 


B^., 


I      I 

3     5 


égalant   à   zéro    le    coefficient   de 


V 


B^  +  B, 


I    a\ 
I   al 


=  o; 


—  a,  nous  en 


déduisons    a,  =  ^^  remplaçant  a J   par    cette   valeur,  il 


vient 

B,  +  B_, 


2 


1 

< 

I 

I 

3 

5 

simplifiant, 
/B,4-B_, 


I       I 
3     5 


3    ,/V 


3 

5 


I       I 

3     5 


o, 
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d'où  l'on  lire  successivement 


B, 


B_,  —  ia 
h 


9  V 

5  // 


9 


5B,+  8« 


_i8 
5 

5B_,), 


a  r=r.  o. 


où  il  faut  observer  que  h  n'est  que  la  moitié  de  la  hau- 
teur 5  cette  expression  confirme  bien  les  résultats  précé- 
dents. 

il.  Faisons  encore  l'application  au  cas  où  m  est  égal 
à  6  ou  à  ^.  Nous  sommes  dans  le  cas  de  la  deuxième  forme 
du  n°  9  ;  n  étant  égal  à  3,  le  volume  est  donné  par  l'é- 
quation 


B, 

M-B_, 

2 

B,  +  B_, 

2 

B3 

-HB_3 

2 

B, 

-+-B_, 

2 

V 

I 

I 

2  A 

'      3 

5 

Désignons,  pour  abréger,  les  quatre  premiers  éléments 
de  la  première  colonne  par  Dj,  D,,  D3,  D^,  respective- 
ment, et  conservons  pour  les  déterminants  mineurs  une 
notation  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  dans 
les  huit  premiers  numéros  ;  l'équation  pourra  s'écrire 

V 


D,A,  —  D2A2+  D3A3—  Dii\i  -f- 


^  =  o. 


A  est  décomposable  en  facteurs  et  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


A=    a    —  a    )(«: 
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ou 

On  en  déduit 

+  ^(a^«;-f  a=a^+a^«i;-«.^a|aîj(y.^-a^)(«^-aî)(a»-«î), 
A,=      ^—  ^(a;-f-a^,-r-a^; 

-f-^(a^a^-t-aja^  +  a^a;)-«^a=aîj(a^-a^)(aj-a»)(a^-a;), 

r  I    ï  /  -     -.1 

Al  =      ^  —  7  V*!  +  ^3  +  ^2) 

+  3(a4''-3  +  ^-4«'  +  a3ajl  —  «4^1^-2     {««  — al)(='4  — ''j)(°'j  — a')» 
Egalant  à  zéro  Ai  et  A3,  on  en  déduit 


aj  a;  —  o  (^2  ~T-  ^1  ;  "^  ^  ^^^^  *^» 

-a:a;  — -  (a^  +  a=  )-}--=:  o; 

<  O  O  y 

on  en  lire 

=    ,        3 

a,  a._^, 

y 

«j  et  a]  sont  alors  racines  de  l'équation  du  second  degré 
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cVoù 


X 


3,5      /6 


Les  valeurs  de  X  sont  réelles  et  positives,  et  en  consé- 
quence nous  trouverons  pour  «i,  «.i  des  valeurs  accep- 
tables ;  le  volume  V  s'exprimera  alors  au  moyen  de; 
(juatre  sections,  deux  à  deux  équidistantes  du  milieu  de 
la  hauteur. 

En  réduisant  les  expressions  de  Ai,  A2  d'après  des 
procédés  analogues  à  ceux  que  nous  avons  précédemment 
employés,  on  trouve  pour  valeur  réduite  de  V,  en  pre- 

3       ■?.     /l)         .         >        ?.      /6 

nant  a!= i/-ela,^=  — I —  \/  -> 

•        7        7V  5  -        7        7  V  ^ 

„       ,  (B,-+-B_,1(t8-+-v/3c))-4- (B,+  B_.Ur8  — v/37)) 

y  =  h ^ 

h  représentant  toujours  la  moitié  de  la  hauteur. 

12.  Nous  avons  énoncé  à  la  fin  du  n"  5  une  proposition 
(|ui  devient  évidente  au  moyen  du  théorème  suivant  ; 

Si  l'on  coupe  une  surface  réglée,  à  directrices  quel- 
conques, par  un  plan  déterminant  une  section  fermée 
dans  la  surface,  Vaire  de  cette  section  est  une  fonction 
rationnelle  du  second  degré  de  la  dislance  du  plan  sé- 
cant à  un  point  fxe  de  V espace. 

Rapportons  la  figure  à  trois  axes  rectangulaires  0.r, 
0}  ,  Os,  se  coupant  au  point  fixe  O,  et  tels  que  le  plan 
XOY  soit  parallèle  au  plan  sécant  SMN.  Coupons  la 
figure  par  un  plan  fixe  T  AiBi  parallèle  à  XOY.  Soient 
AAi,  BBi  deux  positions  voisines  de  la  génératrice  li- 
mitée aux  plans  XOY,  T  AiB,  ;  projetons-les  orthogona- 
lement  sur  le  plan  XOY  suivant  Aaj,  Bè,:  les  points  ]\J, 
X,  où  elles  sont  rencontrées  par  le  plan  sécant,  se  pro- 
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jettent  en  m^  n  sur  Aa,  et  \jb^.  li  est  évident  qu'on    a 
les  égalités  de  rapport  suivantes  : 

km  _  AM        OS  _  BN  _  B/? 
'mâ,~  MÂT"~  ST~NBi  ~  ~nbx' 

Désignons  par  a,fî,  «j,  ,6,,  7,  0,  71,  0,  ,  x,  7  ,  ^^1,71  ' 

les  distances  à  OY  et  à  OX  des  points  A,  «i,  B,  b^,  m,  «, 

les  huit  premières  étant  connues  et  résultant  de  la  nature 

de  la  surface,  les  quatre  dernières  restant  à  déterminer. 

Désignons  encore  OT  par  h  et  OS  par  z.  II  résulte  des 

1  •   ,       j                             ,    ,  1             A  »?         B  »             z 
étantes     de    rapport    précédentes    =  -7-  =  :; : 

d'après  un  théorème  connu,  on  en  déduit 


Si  nous  nous  reportons  au  triangle  Om/z,  égal  au  triangle 
SMIN ,  on  voit  qu'il  est  éqîiivalent  à 

-  [-^J  -+-  (j  -t-  r,  )  ^a:,  —  .r  )  — '.x.j,] 
2 

ou,loutes  réductionsfaites,  à  -  [yx^  —  ^Ji)  5  remplaçant 

x^y^x^^y^  par  leurs  valeurs,  on  a 

SMN  =  Omn  —  -^  )  [  ^  (/?  —  z)  H-  fi,  2]  [7  7/  —  z)  +  7,  z] 

-[«(//- z)  +  a,3][<îi  A  -  z)  +  0^=]J. 

La  surface  SMN  est  donc  une  fonction  rationnelle  et  du 
second  degré  de  z^  distance  de  son  plan  au  point  O. 

Si  maintenant  nous  supposons  qu'on  ait  inscrit,  dans 
la   courbe  de  section   de   la    surface  réglée  par    le  plan 
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SMiN,  un  polygone  duu  très  grand  nombre  de  côtés  très 
petits,  sa  surface  pourra  être  considérée  comme  la  somme 
algébrique  d'autant  de  triangles  qu'il  aura  de  côtés,  et, 
comme  la  surface  de  chacun  de  ces  triangles  est  une 
fonction  du  second  degré  de  z,  il  en  sera  de  même  de 
l'aire  du  polygone  et  de  sa  limite,  qui  est  l'aire  delà 
section  faite  dans  la  surface. 

jy.  B.  —  Il  est  presque  superflu  de  remarquer  que  les 
calculsquenous  venons  d'appliquer  au  calcul  d'un  volume 
limité  à  deux  plans  parallèles  et  aune  surfaceinterceptant 
sur  des  plans  parallèles  à  ceux-là  une  aire  qui  est  repré- 
sentée par  une  fonction  rationnelle  de  la  distance  à  un 
point  fixe  du  plan  de  la  section  s'appliquent  également, 
sans  modification  sensible,  àl'évaluationd'une  aire  plane 
limitée  par  deux  droites  parallèles  et  par  une  courbe  ou 
un  système  de  courbes,  quand  la  corde  interceptée  par 
cette  courbe  ou  ce  système  de  courbes  sur  une  parallèb- 
variable  aux  deux  premières  aune  longueur  représentée 
par  une  fonction  rationnelle  de  la  distance  de  cette 
droite  variable  à  un  point  du  plan   de  Taire  considérée. 


COXCOtUS  D'ADMISSION  A  L  ECOLE  CENTRALE  DES  ARTS 
ET  MAMFACTlRIiS  EI\1  1879. 


PREMIÈRE     SESSION.    —     ÉPKElVr.S     ÉCRITES. 

I.  —  Géoniétrie  a/iah  li(]ae. 

Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj-^  sur  Oo*, 
nn  point  A;  sur  0| ,  un  point  B.  On  considère  toutes  les 
hyperboles  équilalères  qui  passent  au  point  A  et  sont 
tangentes  à  l'axe  O}'  au  point  R. 
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1°  Former  l'équation  générale  de  ces  hyperboles  équi- 
latères. 

2^  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  delà  tan- 
gente en  A  à  chacune  de  ces  hyperboles,  avec  les  paral- 
lèles, menées  par  l'origine,  aux  asymptotes  de  celle  même 
hyperbole. 

3°  Le  lieu  précédent  est  une  parabole  P  :  former  l'é- 
quation de  l'axe  et  l'équation  de  la  tangente  au  sommet 
de  celte  parabole  P;  construire  ces  droites  et  déterminer 
géométriquement  la  grandeur  du  paramètre  de  cette  pa- 
rabole. 

4°  Trouver  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P,  quand 
le  point  A  se  déplace  surOx,  le  point  B  restant  fixe. 

11.  —   Géométrie  descriptive. 

Hyperholoïde  de  révolution  entaillé  par  un  cône.  — 
L'axe  rz'  de  l'hyperboloïde  est  vertical,  à  o™,ioodu 
plan  vertical  et  au  milieu  de  la  feuille;  le  cercle  de 
gorge  C,  C,  dont  la  cote  vaut  o'",o8o,  a  o'^joSo  de  rayon, 
et  les  génératrices  reciilignes  de  la  surface  font  avec 
l'horizon  un  angle  de  ^^'^. 

Le  cône,  dont  le  sommets,  5' se  trouve  dans  le  plan 
de  profil  conduit  par  l'axe  2^',  à  o"',o5o  en  avant  de  cet 
axe  et  à  o™,o4o  au-dessus  du  cercle  de  gorge,  a  pour 
trace  liorizontale  le  cercle  w  décrit  du  point  z  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  o'",070.  On  demande  de 
représenter  l'iiypeiboloïde,  supposé  plein  et  limité,  d'une 
part,  au  plan  horizontal  P',  à  la  cote  o™,i9o,  de  l'autre, 
au  plan  horizontal  de  projection,  en  supprimant  la  par- 
tie de  ce  corps  comprise  dans  le  cône.  On  iiuliquera,  à 
l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déter- 
miner un  point  quelconque  de  l'interseclion  des  sur- 
faces données  et  la  tangente  en  ce  point. 
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Titre  exiérieur  :  Iiiterseclion  de  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Hyperboloïde  entaillé  par  un  cône. 
Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o'",228  du  petit  côté  supérieur. 

llï.    —    Triangle. 

Etant  donnés  les  trois  côtés  «,  è,  c  d'un  triangle  ABC, 
calculer  les  trois  angles  et  Taire  du  triangle  : 

a  =  3457'",2o5, 
/.  =  5819"', 798, 

c  z=:  70o5'",002. 

IV.  —  Physique  et  Chimie. 

\.  Un  tube  barométrique,  terminé  par  un  renflement 
cylindrique  deo'",o5  de  hauteur,  plonge  dans  une  cuve 
à  mercure.  Il  renferme  de  l'air  raréfié  qui  occupe  exac- 
tement le  volume  du  renflement,  lorsque  la  diiférence 
de  niveau  entre  les  deux  surfaces  de  mercure  est  de  o'",  12 
et  lorsque  la  pression  atmosphérique  est  de  o"",  70. 

On  soulève    verticalement  ce  tube  jusqu'à  ce  que  la 

section  inférieure  du  renflement  soit  à  c)'",43  au-dessus 

■du  niveau,  supposé  constant,  du  mercure  dans  la  cuve. 

Quelle  est  alors  la  diflérence  de  niveau  desdeux  surfaces 

de  mercure  dans  le  tube  et  dans  la  cuve  ? 

Le  rapport  des  rayons  des  deux  parties  du  tube  est  de 
I  à  2. 

2.  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'acide  suK- 
hydrique. 

Calculer  la  densité  théorique  de  la  vapeur  de  soufre, 
connaissant  la  composition  de  l'acide  sulfhydrique. 

Densité  de  l'Iiydrogène 0  -:  0,0692 

Densité  (Ip  l'acide  siilllivcliiqne.      0=1;  1,1912 
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SECONDE     SESSION.     —    ÉPRECVES    ÉCRITES. 

I.  —  Géométrie  analytique. 

On  donne  uu  carré  PQP'Q',  dont  la  demi-diagonale 
OP  =  OQ  =  ;2. 

i"  On  demanded'écrircréqua  lion  généra  le  des  coniques 
tangentes  aux  quatre  côtés  de  ce  carré,  en  distinguant 
les  cas  où  ce  sont  des  ellipses,  des  hyperboles  avant  leurs 
sommets  sur  OPa:,  des  hyperboles  ayant  leurs  sommets 
sur  OÇ^y  ou  enfin  des  paraboles. 

2°  On  considère  l'une  quelconque  des  ellipsesinscrites 
dans  le  carré 5  sur  son  demi-axe  OA,  comme  hypoténuse, 
on  construit  un  triangle  rectangle  OA5,  dont  le  côté  hs 
a  une  longueur  fixe  donnée  Av  =  K;  sur  la  direction 
del'axe  OA,  on  prend  une  longueur  OS  =  O5  et  l'on  con- 
struit une  hyperbole  équilatère  ayant  son  centre  en  O 
et  l'un  de  ses  sommets  en  S5  cette  hyperbole  coupe  l'el- 
lipse considérée  au  point  M.  On  demande  d'écrire  l'équa- 
tion du  lieu  des  points  I\f. 

3°  On  discutera  la  nature   et   la  position  de  ce  lieu, 

suivant  la  grandeur  de  la  ligne  donnée  K  et  suivant  que 

OA  est  le  demi-grand  axeouledemi-petil  axe  de  l'ellipse 

considérée.  * 

II.    —   Géométrie   descriptive. 

Solide  commun  ci  deux  cônes  de  révolution .  —  Les 
angles  générateuis  des  cônes  sont  égaux  entre  eux  et 
valent  45°.  L'axe  delà  première  surface  est  vertical  et  au 
inilieu  de  la  feuille  ;  la  cote  du  sommet  est  égale  à  o"",  1 1  5 
et  l'axe  est  à  o'",  io5  en  avant  du  plan  vertical.  Le  second 
cône  a  pour  axe  l'une  des  génératrices  de  front  du  pre- 
mier et  pour  cote  du  sommet  o™,  1  55. 

On  demande  de  représenter  le  solide  commun  au\ 
deux   cônes,  eti    limitant   ce  solide  d'une  pari  au  plan 
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horizontal  P',  à  la  cote  o'",  iy5,  de  l'autre  au  plan  hori- 
zontal de  projection. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  construclions  rela- 
tives à  la  détermination  d'un  point  quelconque  de  la 
ligne  commune  aux  deux  cônes  et  de  la  tangente  à  cette 
ligne  au  même  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Solide  commun  à  deux  cônes  de  ré- 
volution. 

Placer  la  ligne  de  terreparallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o™,  222  du  petit  côté  inférieur. 

m.    —    Triatigle. 
Etant  donné,  dans  un  triangle  ABC, 

«=425  y™,  54, 
é=:  354 '",682, 

C=  64"  42' 25"  4, 
calculer  les  angles  A,  B,  le  côté  c  et  l'aire  du  triangle. 

IV.  —  Physique  et  Chimie. 

1.  Un  flacon  à  large  goulot  contient  de  l'air  sous  la 
pression  de  760™™.  Sa  hauteur  est  de  o'",  20  et  celle  du 
goulot  de  o'°,o8. 

On  renvex'se  ce  flacon  dans  une  cuve  à  mercure;  on 
l'enfonce  verticalement  jusqu'à  ce  que  la  surface  libre 
du  mercure  soit  à  o",i56  du  bord  nb  du  goulot.  Quelle 
est  alors  la  différence  de  niveau  des  deux  surlaces  de 
mercure  ? 

Le  rapport  des  sections  du  flacon  et  de  son  goulot  est 
égal  à  4* 

2.  Formules  i-elatives  à  la  préparation  des  acides  du 
pliosphore:PliO='-,PhO%3HO;PhO%2HO;PhOSHO. 

Quel    est    le    poids   d'acide   phospborique   ordinaire 
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(PhO%  3H0)  que  Ton  peut  obtenir  au  moyen  de  5oo*' 
de  phosphore  ? 

Équivalents  :  H  =  i,   O  —  8,  Pli  =  ^2. 


SOLUTIONS  DE  QIESTIOXS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question  1336 

(voir  2"  série,  t.  XVIII,  p.  4-8); 

Par  m.  MORET-BLAKC. 

Deux  droites  g^  g',  contenant  deux  séries  homogra- 
phiques  des  points  A,B,C,  D,  .  .  .  et  A'.B',C',D',  .  .  ., 
sont  données-,  les  droites  AA',  BB',  CC,  DD', . . .  enve- 
loppent  une  conit/ue:  quel  est  le  lieu  des  milieux  de  ces 
droites  ?  { Dnoz.  ) 

Soi  t  S  un  poi  n  t  quelconquedu  plan  :  les  couples  de  droi  tes 
SA,  SA', ."5  SB, SB',...  forment  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  dont  les  deux  rayons  doubles  sont  les  tangentes 
<{ue  Ton  peut  mener  du  point  S  à  l'enveloppe  des  droites 
AA',BB',...  ;  cette  enveloppe  est  donc  une  courbe  de 
seconde  classe,  et  par  conséquent  une  conique. 

Prenons  les  droites  g^  g'  pour  axes  de  coordonnées,  et 
soient  a,  S  les  distances  de  deux  points  homologues  à 
l'origine.  Ces  points  sont  liés  par  une  relation  homo- 
graphique  de  la  forme 

aS  +  oa-f-  i6  +  c  =  o. 

Les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  qui  les  joint 
sont 

X=-î        J=-,        don        en  r=  "ÎX,       5=:2V. 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente, 
on  a,  pour  l'équation  du  lieu  des  milieux  des   droites 
AA',BB',  ..., 

^xj  -\-  la.r.  -\-  1  by  -i-  c  =  o. 

Ce  lieu  est  donc  une  hyperbole  ayant  ses  asymptotes 
parallèles  aux  droites  ^,  ^  données, 

Note.  —  Solution  analogue  de  M.  Ferdinando  Pisani. 


Question  1346 

(  Toir  2'  série,  t.  XVIII,  p.  5285  ; 

Par  m.  FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 

Par  les  trois  sommets  d'un  triangle  on  mène  trois 
droites  parallèles  à  une  même  direction  /  puis,  trois  autres 
droites  parallèles  aussi  à  une  autre  direction;  ces  droites, 


en  se  coupant,  fonnent  des  parallélogrammes,  parmi 
lesquels  ily  en  a  trois  qui  ont  chacun  un  côté  du  triangle 
pour  diagonale  :  démontrer  que  les  secondes  diago- 
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nales  de  ces  trois  parallélogrammes  se  coupent  en  un 
même  point.  (A.  Boillkau.  ) 

Soient  ABC  le  triangle  donné  et  B  AjCAg,  CBi  AB,. 
ACiBC-2  les  trois  parallélogrammes  qui  ont  respec- 
tivement pour  une  de  leurs  diagonales  les  côtés  BC,  CA, 
AB.  Menons  les  diagonales  B1B2  et  Ci  Co,  qui  se  coupent 
en  un  point  I. 

Le  triangle  AC1C2,  coupé  par  la  transversale  B1IB2, 

donne 

IC2  X  AB,  X  BjC,  =  IC,  X  AB,  X  B,C„ 

ou,    en     remarquant    que    ABi  =  AiCi,    B2C,  =  BAî, 
AB2=  A2C2  et  BiG2=  AjB,  on  a 

IC,X  A,C,  X  BA,  =  IC.X  A.CîX  BA.. 

Cette  relation,  qui  prouve  que  les  trois  points  As,  Ai,  I 
sont  en  ligne  droite,  démontre  le  théorème. 

Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Droz  ;  Moret- 
Blanc;  E.  Pecquery,  élève  au  lycée  du  Havre;  J.  Marchai;  V.  Robin, 
élève  à  jN'ancy;  N.  Goffart  et  F.  Pisani. 


CORRESPONDANCE. 

Turin,  le  i"  mars  1880. 

Monsieur  le  Rédacteur, 
On  attribue  généralement  à  A.-J.-H.  Vincent  la  prio- 
rité de  la  remarque  relative  à  une  propriété  curieuse  que 
présentent  certaines  équations  irréductibles,  lorsqu'on 
en  développe  les  racines  réelles  en  fraction  continue, 
d'après  la  méiliode  de  Lagrange.  Celte  propriété,  aujour- 
d'hui très  connue  par  les  belles  recherches  qu  elle  a 
provoquées  de  la  part  de  M.  Lobatlo  et  de  M.  Serret  (  '  ), 

(')  Journal  de  M.  Liouville,  V  série,  t.  IX,  p.  177,  et  t.  XV,  p.  i3j. 
—  Sebrkt,  Algèbre  supérieure. 
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consiste  en  ce  que,  clans  les  équations  dont  il  s'agit,  deux 
ou  plusieurs  des  fractions  ainsi  obtenues  se  trouvent 
terminées  par  les  mêmes  quotients  incomplets.  Dans  sa 
Note  sur  la  résolulioii  des  équations  numériques  [^]. 
Vincent  signale  cette  particularité  à  l'égard  des  trois 
racines  de  l'équation  x'' —  yx-f-  7  =  o,  et  il  ajoute  : 
«  Cette  propriété...  mériterait  peut-être  un  examen 
spécial.  »  C'est  le  point  de  départ  des  travaux  men- 
tionnés. 

Or  il  est  juste  d'ajouter  aussi  que,  bien  longtemps 
avant,  la  remarque  en  question  avait  déjà  été  faite  par 
l'illustre  Legendre,  qui  en  avait  fort  bien  entrevu  toute 
la  portée.  Permettez-moi  une  courte  citation  à  ce  sujet. 

Je  me  reporte  au  §  XIV  de  V  Essai  sur  la  théorie  des 
nombres  (édition  de  l'an  VI,  p.  i33).  Dans  cet  endroit, 
après  avoir  exposé  la  méthode  de  Lagrange  pour  le  dé- 
veloppement en  fraction  continue  des  racines  réelles 
d'une  équation  d'un  degré,  quelconque,  Legendre  fait 
d'abord  l'application  du  procédé  à  l'équation 


sur  laquelle  il  signale  expressément  (p.  i4i  et  142)  la 
circonstance  de  l'identité  des  quotients  terminaux  dont 
il  est  question.  Après  quoi  on  lit  (p.  i4^)  '. 

«  Dans  cet  exemple,  il  est  très  remarquable  qu'on 
trouve  un  rapport  entre  les  trois  racines  au  moyen  du- 
quel le  développement  de  la  première  racine  suffit  pour 
donner  celui  des  deux  autres.  Ce  rapport  est  tel,  que, 
si  l'on  appelle  j3  une  même  racine  de  l'équation 


3.=  -4^ 


(')  Journal  (te  M.  Linuville,   \"  séiic,    l.  I,  p.  34i. 
(')  Deuxiènie    transformée  relative   au   cas  de  la   racine  x  couiprisu 
entro  i   et  ■.>. 
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celle,  par  exemple,  qui  est  entre  4  et  5,  les  trois  racines 
de  la  proposée  seront 

I  2  S  +  I 


I- 

I 

^8 

1  +  p 

I 

P 

2  + 

r 

2 

^- 

i-  I 

—  I 

I 

■  +  P 

P~ 

P    ' 

OU,  si  l'on  appelle  a  la  première  valeur  de  x,  les  deux 
autres  seront 

I  a  —  1 


I 

I  +  ■ 


a  —  I 
I 


»  Ces  propriétés  se  vérifieraient  aisément  par  les  for- 
mules des  sinus,  puisqu'on  a 

I  3  2 

^=2C0S  — TT,       ^1  =::  2  ces  —  7r,       J^j  :=  —  2  COS  —  TT ,         .... 

1  1  7 

»  Toutes  les  équations  relatives  à  la  division  du 
cercle  sont  telles,  qu'une  de  leurs  racines  suffit  pour  dé- 
terminer rationnellement  toutes  les  autres;  mais  il  en 
existe  une  infinité  d'autres  qui  offrent  la  même  facilité, 
et  entre  toutes  ces  équations  on  doit  distinguer  surtout 
celles  dont  une  racine  développée  en  fraction  continue 
suffit  pour  donner  le  développement  de  toutes  les  autres 
racines.  Cet  objet  parait  mériter  l'attention  des  ana- 
lystes, et  il  pourrait  fournir  des  résultats  intéressants.  » 

Les  expressions  sont  formelles,  comme  on  voit.  Vient 
ensuite  (p.  i45,  i46)  la  résolution,  par  fractions  conti- 
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nues,  de  réqualiou  x'^ — 3  .r  —  i  =  o,  dotii  les  racines 
possèdent  la  propriété  rappelée.  Celle  équation  appar- 
tient directement  à  la  classe  étudiée  par  M.  Lobatlo, 
dentelle  constitue  le  cas  le  plus  simple. 

Le  passage  que  je  viens  de  rapporter,  reproduit  dans 
les  éditions  subséquentes  de  la  Tliéon'e  ries  nombres, 
ne  parait  pas  avoir  été  remarqué.  La  raison  en  doit  être 
cliercliée  probablement  en  ce  qu'un  Ouvrage  d'une 
telle  portée,  et  dont  la  lecture  exige  au  préalable  un(; 
connaissance  approfondie  de  1  Analyse  algébrique,  n'est 
pas  consulté  ordinairement  dans  le  but  d'y  trouver  une 
théorie  passée  depuis  longtenjps  dans  l'enseignement 
classique  et  consignée  dans  la  plupart  des  Traités  di- 
dactiques. Je  ne  m'arrête  pas  à  la  supposition  que  l'il- 
lustre auteur  ait  été  devancé  dans  quelque  publication 
antérieure,  demeurée  dans  l'oubli. 

D'après  cela.  Monsieur,  il  me  semble  établi  que  c'est 
bien  décidément  à  Legendre  que  l'on  doit  la  première 
remarque  du  fait  analytique  dont  il  s'agit.  Cette  obser- 
vation, je  dois  le  dire,  n'aurait  pas  de  raison  d'èlre,  si  ce 
n'était  la  circonstance  des  importants  travaux  ultérieurs 
auxquels  l'étude  du  fait  signalé  a  donné  naissance. 

J'ignore  si  cette  même  observation  a  déjà  été  produite 
explicitement;  elle  est  sans  doute  superflue  pour  les 
géomètres  à  qui  les  documents  originaux  et  les  travaux 
des  maîtres  sont  familiers;  mais  il  n'en  est  peut-être  pas 
ainsi  à  l'égard  de  la  généralité  des  lecteurs.  Quelques 
expressions  d'un  article  bibliographique  des  Nouvelles 
annales  [^)  n'ont  pas  contribué,  d'ailleurs,  à  rétablir 
la  vérité liisloritjue  sur  le  point  en  ([uestion.  C'est  ce  qui 
m'a  décidé  à  vous  adresser  ceiieLetlre,  dont  \v.  contenu, 


(')  1"  série,  t.  XIV,  p.  \o-. 
Ann.  de  Mac/téin,,  2'  série,  t.  XIX.  (Décembre  1S80.)  oO 
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si  cela  vous  s(?!uhl(>  opportun,  pourrait   èirc  porté  à  la 
connaissance  de  vos  !e(  leurs. 

Agréez,  monsieur  le  Rédacteur,   l'expression  de  mes 
senti nienls  les  plus  respectueux  et  dévoués. 

S.   Réalis. 


RiBLIOGRAiMilE. 


DiGnEssioJv  nisTor.iQXJE  sua  lfs  otAr-TiTits  inégativf.s, 
à  propos  fie  la  Théorie  des  quantités  négatives  de 
M.  d(i  Cawpou,  professeur  au  Collège  Roilin.  Paris, 
Gauth!er-^  illars,  1879. 

Les  quantités  négatives  sont  sorties  de  la  vaste  et  puissante  con- 
ception de  Viète.  Lorsque  ie  savant  nriaîlre  des  requêtes  de  Paris 
(t54o-i6o3)  créa  son  fameux  Calcul  littéral,  il  jeta  lesbasesd'une 
science  immense,  qui  bientôt  dût  étendre  son  domaine  sur  toutes 
les  brandies  des  Mathématiques  et  fournir  à  chacune  d'elles  l'in- 
strument à  la  fois  le  plus  facile,  le  plus  sûr  et  le  plus  universel 
qu'elle  pût  trouver,  pour  se  diriger  dans  les  champs  variés  de  ses 
investigations,  pour  en  activer  et  en  féconder  les  produits.  Viète 
fut  le  précurseur  de  Descartes,  comme  celui-ci,  par  la  création 
de  sa  Méthode  analytique,  a  été,  pour  ainsi  dire,  le  promoteur  de 
Newton. 

C'est  entre  les  mains  du  laborieux  Poitevin  (M  que  les  quanti- 
tés, quelles  qu'elles  soient,  sont  désignées  par  une  représentation 
générale  et  abstraite,  reçoivent  une  existence  figurée,  qui  permette 
d'ériger  en  formules  les  solutions  de  toute  question,  les  propriétés 
de  toute  figure,  les  lois  de  tout  phénomène  physique.  Ces  formules 
elles-mêmes  expriment  les  liens  et  déterminent  les  rapports  qu'ont, 
avec  les  quantités  qu'elles  représentent,  les  données  de  la  question, 
les  parties  de  la  figure  et  les  circonstances  du  [ihénomène.  Les  for- 
mules obtenues  sont  toujours  générales;  elles  s'étendent  et  s'ap- 
pliquent à  toute  proposition  qui  roule  sur  des  éléments  analogues, 
sans  être  identiques.  Le  Calcul  de  Viète  fournit  en  même  temps  les 


(')  Fr.nnrois  Viète  ("^X  no  à  Fonlonny-Ip-Conilr,  rl.nns  le  b.ns  Poitou. 
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lois  de  combinaison  de  ces  formules  ;  il  en  détermine  l'étendue  et 
en  fait  connaître  toutes  les  propriétés.  C'est  ainsi  que  prit  naissance 
la  science  des  fonctions,  dont  la  mine  est  inépuisable  et  qui,  dans 
les  temps  récents,  a  pris  les  développements  les  plus  surprenants. 

Viéte,  dans  sa  conception,  a  été  inspiré  avant  tout  par  l'esprit  de 
généralisation.  Les  quantités  négatives  durent  forcément  jaillir  de 
sa  création.  Les  anciens  ont  complètement  ignoré  l'existence  de  ces 
quantités,  à  sens  opposés,  qui  se  présentent  sans  cesse,  non  seule- 
ment en  Géométrie,  mais  encore  dans  la  science  des  nombres,  dans 
celle  des  forces  et  du  mouvement. 

L'Algèbre,  comme  l'on  sait,  a  pris  naissance  dans  l'Inde,  appelée, 
à  juste  titre,  la  w/wV^/-(' des  sciences.  Brahmegupta,  le  plus  éminent 
des  mathématiciens  hindous,  résout  les  équations  dos  deux  pre- 
miers degrés  dans  le  dix-huitième  Chapitre  (Ganita)  de  saBrahma- 
Sidanta  (');  mais,  bien  loin  de  donner  une  interprétation  quel- 
conque aux  solutions  négatives,  il  les  rejette  toujours  comme 
inadmissibles;  souvent  même  il  les  omet,  sans  y  faire  la  moindre 
allusion. 

Do  rinde,  l'Algèbre  pénétra  chez  les  Arabes  de  Bagdad.  Le  plus 
célèbre  de  leurs  analystes  fut  Mohammed  ben  Musa  (8i4),  qui  avait 
publié  un  Traité  d'Algèbre  populaire  à  l'usage  du  commerce.  La  plu- 
part des  questions  y  sont  résolues  par  les  méthodes  indiennes  (^), 
mais  les  quantités  négatives  y  sont  complètement  négligées. 

Les  Arabes  ne  faisaient  usage  que  d'équations  à  termes  positifs. 
Us  appelaient  l'Algèbre  Jl  mnknhela  ni  dchebr  ;  le  mot  arabe  nioha- 
ùela  élsàl  synonyme  diQ  comparaison,  et  voulait  dire  art  d'établir 
une  comparaison,  une  équation.  Le  mot  dcliehr  indiquait  l'opéra- 
tion par  laquelle  on  faisait  passer  dans  ure  équation  un  terme 
négatif  d'un  membre  dans  l'autre;  ce  terme,  devenant  ainsi  positif, 
se  trouvait  restauré  ou  rétabli.  Le  nom  al  dclwbr,  et  plus  tard  al 
jebr,  avait  été  emprunté  à  l'art  de  redresser  les  membres  démis. 
Aujourd'hui  encore,  en  portugais  et  en  espagnol,  le  chirurgien 
porte  le  nom  A'algebrista,  qu'avaient  introduit  dans  la  presqu'île 
ibérique  les  Maures  de  Cordoue  (\|. 

C'est  une  chose  bien  curieuse,  bien  digne  de  remarque,  que  l'Al- 

(')  Algebra,  with  arilhtnetic  and  mensuration  front  the  sanscrit  of 
Brahmegupta  and  Bhascara,  Iranslated  by  H. -T.  Colebrooke.  London, 
1817,  in-4,  p.  5,  /)i,  5û,  G'i  et  6g. 

(')  Casiri,  Bibliotheca  arabico-inspana,  t.  I,  p.  '|26  à  fy>?:,  et  t.  II. 
p.  332. 

(*)  LiBRt,  Histoirr  des  Sciences  mntlK'inntiqiirs,  1.  Il,  ]i.  -(j  et  So,  et 
p.  5o6,  noie  (i. 
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gèbi-e,la  plus  générale  et  la  moins  restrictive  de  toutes  les  sciences, 
doive  précisément  son  nom  à  l'exclusion  absolue  des  quantités  né- 
gatives, qui  forment  cependant  l'un  de  ses  principaux  éléments  con- 
stitutifs. 

L'Algèbre  de  Mohammed  ben  Musa  a  été  transportée  de  l'Orient 
en  Italie  par  Léonard  de  Pise  en  i20.i  (');  elle  y  fut  cultivée  avec 
succès  par  Luc  Paccioli  (....-i494),  Tartaléa  (....-lôjg),  Cardan 
([501-15-6)  et  Ferrari  (i527.-i565).  Tartaléa  parvint  à  résoudre  les 
équations  du  troisième  degré,  et  Ferrari  trouva  la  solution  des  équa- 
tions du  quatrième  degré.  Cardan,  le  savant  médecin  de  Bologne, 
est  le  premier  qui  ait  connu  les  racines  négatives,  qu'il  appelle 
jeintes,  sims  toutefois  en  indiquer  l'usage  (^). 

Les  quantités  négatives,  toujours  bannies  de  l'Algèbre  ou  rejetées 
comme  insignifiantes,  ont  trouvé  leur  véritable  interprète  dans 
Albert  Girard,  géomètre  flamand,  qui  est  mort  à  Bruges  en  i633. 
Il  donne  à  ces  quantités  une  existence  propre  et  reconnaît  le  rôle 
qu'elles  jouent  en  Algèbre  et  en  Géométrie  (^).  Il  considère  le  zéro 
comme  la  limite  qui  sépare  les  valeurs  positives  des  quantités  né- 
gatives, qu'il  regarde  comme  inférieures  à  zéro.  Dans  la  théorie  des 
équations,  il  donne  une  égale  importance  aux  racines  positives  et 
aux  lacines  négatives  et  les  range  sur  le  même  plan.  Il  les  fait 
entrer  de  la  même  manière  dans  la  composition  des  coefOcients, 
qui  affectent  les  termes  successifs  des  équations. 

C'est  donc  Albert  Girard  qui  doit  être  regardé  comme  le  fonda- 
teur, le  véritable  créateur  de  la  théorie  des  quantités  négatives.  La 
féconde  conception  du  géomètre  de  Bruges  a  rendu  à  la  Science 
moderne  les  services  les  plus  éclatants;  elle  a  revêtu  ses  vastes  con- 
quêtes de  ce  précieux  caractère  de  généralité,  dont  se  trouvaient 
complètement  dépourvus  les  travaux  des  anciens. 

Ce  faible  aperçu  suffit  pour  faire  comprendre  l'importance  qui 
s'attache  à  lout  Livre  traitant  spécialement  des  quantités  négatives. 
L'Ouvrage  de  M.  de  Campou  sera  donc  accueilli  avec  faveur  tant 
par  les  professeurs  que  par  les  élèves.  C'est  un  opuscule  de  qua- 
rante pages,  rédigé  avec  clarté,  et  qui  emprunte  des  exemples  à 
toutes  les  branches  des  sciences  exactes. 

Cependant  nous  avons  regretté  de  ne  pas  trouver  établie,  dès  le 


(  ')  Ce  géomètre,  appelé  aussi  Fibonacci,  nousa  transmis  l'Arithmétique 
supérieure  des  Arabes  sous  le  nom  à^ Algebra  et  à'Almacabala  (Chasli:s, 
Aperçu  historique,  note  12,  p.  4'8)- 

(')  Cardani  Ars  magna, Ji.  4)  c.   i. 

'')   Oii'.vnD,    Imeiition  rutnrllr  fit    -llgèhrc,    1621),   in-'|. 
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principe,  lexislence  de  (luanlités  qui  doivent  être  prises  avec  le 
signe  —  .  Au  lieud'avoirrecoursàdes  exemples  dans  la  suite  de  l'Ou- 
vrage, il  eût  été  peut-être  préférable  de  signaler  au  lecteur,  en  coni- 
iriençant,  que  les  quantités  concrètes  ont  généralement  un  double 
caractère:  elles  expriment  d'une  part  une  grandeur  absolue  et  d'un 
autre  côté  une  valeur  qu'il  faut  compter  dans  un  sens  ou  dans  le 
sens  opposé. 

En  réalité,  les  quantités  négatives,  considérées  en  elles-mêmes, 
écnappent  à  toute  interprétation;  elles  ne  prennent  une  existence 
certaine  que  si  elles  peuvent  avoir  des  significations  opposées.  Tels 
sont  lesproduitsdesspéculalions  commerciales,  qui  peuvent  se  tra* 
duireen  bénéfice  ou  en  perte:  telles  sont  les  distances  sur  une  route, 
qui  peuvent  se  compter  en  avant  ou  en  arrière  d'un  point  de 
départ  ;  ou  encore  les  époques  chronologiques,  qui  peuvent  être 
postérieures  ou  antérieures  à  l'origine  des  dates.  Tels  sont  aussi  les 
degrés  thermométriques,  qui  s'étendent  au-dessus  et  au-dessous  du 
zéro.  Il  nous  semble  qu'en  signalant  l'existence  de  ce  genre  de  gran- 
deurs à  sens  opposés  on  aurait  mis  immédiatement  en  relief  l'ap- 
parition forcée  des  quantités  négatives  dans  le  calcul  ;  on  aurait 
ainsi  montréque  toute  Ihéonegé/iém^ene  saurait  prendre  les  gran- 
deurs que  dans  cette  double  acception. 

Sous  cette  réserve,  le  travail  de  M.  deCampou  constitue  un  li\re 
utile,  qui  a  sa  place  marquée  dans  nos  écoles. 

Georges  Dostor. 
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13o4.    L'équation 

(  I  )  .r^  —     /  —  ù  -r-  c   j-  -\-    b  —  7.r   (t.r  —  c /.=  o , 

dans  laquelle  a,  b^  c,  k  sont  des  entiers  plus  i^rands  (jue 
zéro  et  satisfaisant  aux  condi lions 

(  «  —  I  )  /;  >  :  rt' —  /— -  1   c, 
ou  bien  aux  conditions 

a  ~T-  \\h^'  /•■  —  a'  H-  i  j  r, 


(  566  ) 
ne  peut  pas  avoir  irois  lacines  eiilières.  Si  d<;ux  racines 
sont  imaginaires,  Tune  au  moins  des  racines  réelles  est 
i  neo  m  men  su  rable. 

La  même  ])roposiiion  .subsiste  à  regard  de  l'équaiion 

(  2  )        x*  —    /•  —  b  — ■  c].r^ -T-  [l>  -i-  2c]a.i:  -h  ck  =  o , 

dans  laquelle  les  enlieis  «,  /?,  c,  A,  tous  plus  grands  que 
zéro,  satisfont  à  l'un  quelconque  des  quatre  systèmes  de 
conditions  qui  suivent,  savoii-  : 


1° 

3» 
4'^ 


^  c>a'>/, 

[a  -i-  i)  =  ^/>r/^>c; 


i    b>  '  /,•  —  a-  -T-  l    c. 


Dans  ciiacun  de  ces  cas,  disons-nous,  l'équaiion  (2)  a 
assurément  deux  racines  réelles,  dont  Tune  au  moins  est 
incommejisuraLle.  (S.  Réalis.) 

iSoo.  Le  volume  du  tétraèdre  AiBiC,Di,  qui  a  pour 
sommets  les  pieds  des  hauteurs  d'un  tétraèdre  donné 
ABCD,  a  pour  expression 


VX 


en  appelant  \  le  volume  du  tétraèdre  donné,  et  a,  [5,  y, 
0,  £  et  Y,  les  angles  dièdres  de  ce  tétraèdre  le  long  des 
aièles  l^C,  CA,  AB.  DA,  DB  et  DC  respectivement. 

(Geki-y.  ) 
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(DEUXIÈME    SfiRlK) 


(  s. 3  ) 
MÉMOIRE 

SUR   I,A    nEPRÉSENTATION  DES  SURFACES  ET   LES  PROJECTIONS 

des  cartes  géographiques  ('). 

Par  m.    a.  TISSOT. 

[srrTF.  (')]. 


Projections  aphjlactiques . 

95.  Projection  des  cartes  plaies  carrées  (Ta- 
bleau XX).  —  Les  méridiens  sont  représentés  par  des 
droites  parallèles  entre  elles,  les  parallèles  par  d'autres 
droites  perpendiculaires  aux  premières.  L'équateur  et 
les  méridiens  se  trouvent  développés  en  vraie  grandeur. 

Les  altérations  sont  indépendantes  des  longitudes. 

96.  Projection  de  Cassini.  — On  peut  la  définir  cti 
remplaçant,  dans  la  projection  précédente,  l'équateur  et 
les  parallèles  par  un  méridien  convenu  et  par  les  petits 
cercles  qui  ont  leurs  plans  parallèles  à  celui  de  ce  méri- 
dien. 

Le  même  Tableau  est  applicable,  pourvu  qu'on  y  con- 
sidère/comme  représentant  la  distance  sphérique  d'un 
point  quelconque  du  globe  au  méridien  convenu. 

97.  Projections  des  cartes  plates  parallélogramma- 
tiqiies.  —  Ces  projections  difîèrent  de  celle  des  cartes 


(')  Pour  ne  pas  fractionner  encore  cet  important  IMémoire  de 
M.  Tissot,  ce  que  l'abondance  des  matières  à  insérer  nous  obligerait  à 
faire,  notre  éditeur  a  bien  voulu  l'offrir  en  supplément  aux  abonnés  des 
jVouvelles  Annales.  Nous  l'en  remercions  ici  bien  vivement.         Ch.  R. 

(')  NoticeNes  Annales  de  yiathématiqurs,   187(1. 
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plates  carrées  en  ce  que  le  degré  de  longitude,  au  lieu 
d'être  pris  égal  à  celui  de  l'équateur,  est  mesuré  sur  un 
parallèle  déterminé.  Comme  exemple,  nous  avons  choisi 
celle  dans  laquelle  le  degré  de  l'équateur  de  la  carte  est 
égal  à  celui  du  parallèle  de  4^  degrés  sur  le  globe 
(Tableau  XXI). 

98.  Piojection  stéréo  graphique  à  cjUndre  du 
P.  Braun  (Tableau  XXII  ).  —  Le  canevas  ne  diffère  de 
celui  de  la  projection  de  Mercator  que  par  les  distances 
mutuelles  des  parallèles  de  la  carte.  Il  résulte  du  déve- 
loppement d'un  cylindre  circonscrit  au  globe  le  long  de 
l'équateur,  et  sur  lequel  on  a  pris  la  perspective  de 
chaque  point,  le  point  de  vue  se  déplaçant  sur  l'équateur 
de  manière  à  se  trouver  toujours  sur  le  méridien  du  point 
considéré,  mais  dans  l'autre  hémisphère. 

Les  altérations  sont  indépendantes  des  longitudes. 

99.  Projection  de  Mercator  viodijïée  du  P.  Braun 
(Tableau  XXIIl).  — On  l'obtient  en  rapprochant  du 
centre  le  point  de  vue  de  la  projection  stéréographiqne 
à  cylindre  de  manière  que  sa  distance  à  ce  centre  ne  soit 
plus  que  o,4  du  rayon. 

Les  altérations  sont  indépendantes  des  longitudes. 

100.  Développements  coniques  (Tableaux  XXÏV). 
—  On  imagine  un  cône  ayant  pour  axe  la  ligne  des 
pôles,  et  on  le  développe.  Les  plans  des  méridiens  et  ceux 
des  parallèles  coupent  le  cône  suivant  des  génératrices  et 
suivant  des  circonférences,  dont  les  transformées  fi- 
gurent les  méridiens  et  les  parallèles  de  la  carte.  Nous 
avons  considéré  quatre  de  ces  projections  :  dans  la  pre- 
mière, le  cône  a  son  sommet  au  pôle  et  pour  base 
l'équateur;    dans  la   seconde,  il  passe  par  les  parallèles 


(  s. 5  ) 

de  i5  el  de  j^  degrés;  dans  la  troisième, il  est  déterminé 
parles  parallèles  qui  ont  pour  latitudes  22"  3o' et  67°  3o'-, 
enfin,  dans  la  quatrième,  il  est  circonscrit  au  globe  le 
longduparallèle  de  45degrés.  Si  l'on  fait  successivement 

on  pourra  définir  les  (juatre  développements  en  disant 
que  le  cône  contient  les  deux  parallèles  qui  ont,  l'un 

pour  latitude,  l'autre  pour  colatitude  -—-  ,  Les  quatre 
angles  au  sommet  sont  droits. 

101.  Développements  de  perspccfiues  épicouiqiies. 
—  On  prend  les  perspectives  des  divers  points  de  la  sur- 
face terrestre  sur  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  coïn- 
cide avec  la  ligne  des  pôles,  le  point  de  vue  étant  situé 
sur  celte  ligne,  puis  on  développe  le  cône. 

Dans  les  dév^eloppements  de  perspectives  gnomo- 
îiiques  épiconiques,  le  point  de  vue  est  au  centre  du 
globe.  Le  Tableau  XXV  se  rapporte  à  celle  de  ces  pro- 
jections dans  laquelle  le  cône  est  circonscrit  à  la  sphère 
suivant  le  parallèle  de  3o  degrés  de  latitude:  on  a  choisi 
l'échelle  de  manière  que  les  surfaces  se  trouvent  con- 
servées sur  l'équateur. 

Dans  la  projection  stéréograpJiique  à  cône  du 
P.  Braun,  le  point  de  vue  est  placé  à  l'un  des  pôles  et  le 
cône  est  le  même  que  celui  de  la  projection  précédente. 
Sur  le  parallèle  de  3o  degrés  de  latitude,  il  ne  se  produit 
pas  d'altération.  Sur  l'équateur,  on  a 

rt  =  I,Og8,         ^  =  0,804,         2a)=rin"5o', 

cl  au  pôle, 

a -^3,     b  =  i,5,     2«— .  38°57'. 

102.    Projection    sttréogrophiqiie    méridienne    mo- 
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dijiée  (Tableaux  XXVI).  —  Les  parallèles  de  la  carie 
se  tracent  comme  ceux  de  la  projection  sléréographique 
méridienne  ;  on  obtient  les  méridiens  en  divisant  la 
droite  qui  représente  l'équateur  en  parties  proportion- 
nelles aux  diflérences  de  longilude,  puis  en  faisant  passer 
des  circonférences  par  les  points  de  division  et  par  les 
projections  des  deux  pôles. 

En  chaque  point,  la  plus  grande  altération  d'angle  ne 
dépend  que  de  la  longitude. 

103.  Projection  atractozonique  (Tableau  XXVII). 
—  Il  est  impossible  de  conserver  partout  les  surfaces  sur 
une  projection  dans  laquelle  les  méridiens  et  les  paral- 
lèles sont  représentés  par  des  cercles  se  coupant  à  angle 
droit;  nous  avons  cherché  à  faire  en  sorte  qu'il  n'y  ait 
d'altération  ni  dans  les  aires  des  zones  comprises  entre 
les  parallèles,  ni  dans  celles  des  fuseaux  formés  par  les 
méridiens.  Soit  /'  l'angle  au  centre  de  l'arc  intercepté, 
sur  la  circonférence  qui  limite  la  carte  de  l'hémisphère, 
par  la  projection  de  l'équateur  et  celle  du  parallèle  de 
latitude  /;  soit  ui'  l'angle  sous  lequel  se  coupent  la  pro- 
jection du  méridien  qui  a  pour  longitude  tu  et  celle  du 
premier  méridien;  /'  et  wi'  seront  fournis  par  les  deux 

équations 

sin2/'  —  il'  ces 2/'  =  -  sin/  sin^/', 

im'  —  sin 2/7/'  z=  2/w  sin-m' , 

qu'il  est  facile  de  réduire  en  Tables.  INous  donnons  les 
valeurs  de  /'  et  m'  qui  correspondent  à  des  latitudes  et  à 
des  longitudes  multiples  de  i5  degrés. 

104.  Projection  polyconique  rectangulaire  des  Amé- 
/icai/is  (Tableaux  XXVIII).  —  Le  premier  méridien  et 
l'équateur  sont  développés  eti  vraie  grandeur  suivant 
deux  droites  perpendiculaires  entre  elles.  Chaque  parai- 
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lèle  est  représenlé  par  un  cercle  dont  le  centie  se  trouve 
sur  la  première  de  ces  deux  droites,  et  dont  le  rayon  est 
égal  à  la  génératrice  du  cône  circonscrit  à  la  Terre  sui- 
vant le  parallèle.  Les  méridiens  de  la  Carte  sont  des  tra- 
jectoires orthogonales  des  cercles  ainsi  obtenus.  Ces 
conditions  donnent,  pour  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  quelconque  de  la  carte, 


m'  sin^/  4  "t"  w^sin'/ 

Dans  les  projections  apliylactîques  qui  ont  été  exa- 
minées jusqu'à  présent,  les  méridiens  et  les  parallèles  de 
la  carte  se  coupent  à  angle  droit;  il  n'en  sera  plus  de 
même  dans  les  suivantes,  si  ce  n'est  dans  les  projections 
centrales  sous  l'aspect  polaire,  que  nous  étudierons  en 
dernier  lieu. 

105.  Projection  d' Apianus  (Tableaux  XXIX).  — 
Les  parallèles  de  celle  projection  sont  les  mêmes  que 
ceux  des  cartes  plates.  Le  premier  méridien  est  repré- 
senté par  une  droite,  et  celui  qui  limite  l'hémisphère, 
par  la  circonférence  décrite  sur  cette  droite  comme  dia- 
mètre. Les  autres  demi-méridiens  ont  pour  projections 
des  arcs  de  cercle  divisant  l'équateur  recliligne  de  la 
carte  en  parties  proportionnelles  aux  différences  de  lon- 
gitude. 

Les  angles  et  les  distances  sont  conservés  le  long  de 
l'équateur. 

Les  deux  Tableaux  se  rapportent  au  premier  et  au 
dernier  méridien, 

106.  Projection  polycouique  ordinaire  des  Améri- 
cains (Tableaux  XXX).  —  Le  premier  méridien  se  dé- 
veloppe en  vraie  grandeur  suivant  une  droite.  Les  parai- 
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lèlesdela  carte  sont  des  circonférences  ayant  leuis  centres 
sur  celte  droite,  et  pour  rayons  les  génératrices  des 
cônes  circonscrits  au  globe  suivant  les  parallèles  eux- 
mêmes.  Sur  ces  circonférences  on  porte  des  longueurs 
égales  aux  arcs  des  parallèles  terrestres,  d'où  résulte  le 
tracé  par  points  des  projections  des  divers  méridiens. 

On  a  partout  A=i.  Dans  la  représentation  d'un 
hémisphère,  le  maximum  de  6  est  7°56'j  il  a  lieu  pour 
/  =  4i°4i  5 '"  =  9*^°*  Le minimumde  è  est  o.g844v^^  ^ 
lieu  pour  /  =  47°^  "'  =  9^"- 

107.  Projection  de  Loritz  (Tableaux  XXXI).  —  Les 
méridiens  sont  ceux  de  la  projection  d'Apianus,  et  les 
parallèles,  ceux  de  la  projection  orthographique. 

Les  altérations  ont  les  mêmes  valeurs  pour  tous  les 
points  de  l'équaleur. 

108.  Projection  de  i\7co/o5?  (Tableaux  XXXII).  — 
Les  méridiens  sont  ceux  de  la  projection  d'Apianus. 
Les  parallèles  sont  aussi  des  circonférences;  ces  der- 
nières passent  par  les  points  qui  divisent  le  premier 
méridien  et  les  deux  demi-méridiens  extrêmes  en  parties 
proportionnelles  aux  dilîérences  de  latitude. 

Soient  Q  la  distance  au  centre  de  la  carte  du  centre  de 
l'une  des  circonférences  qui  forment  le  canevas,  et  R  le 
rayon  de  cette  circonférence ,  le  rayon  du  méridien 
extrême  étant  pris  pour  uuilé  :  nous  donnons  les  va- 
leurs de  Q  et  de  R  pour  les  parallèles  de  5  en  5  degrés  de 
latitude  et  pour  les  méridiens  de  5  en  5  degrés  de  longi- 
tude, les  valeurs  de  Q  pour  les  points  d'intersection  de 
ces  méridiens  et  de  ces  parallèles,  enfin  celles  de  /?,  de  A" 
et  des  éléments  :2Ci>,  a,  b.  S,  (a),  co,  mais  de  i5  en  1 5  de- 
grés seulement. 

100.  Projection  de  /'Astronomie  populaire  d'Arago 
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(Tableaux  XXXIIl  ).  —  Les  méridiens  de  la  caile  sonl 
ceux  de  la  projection  de  Mollweide,   et  les  parallèles, 
ceux  des  caries  plaies  carrées. 

Les  rapports  de  surfaces  sont  indépendants  des  lon- 
gitudes. 

110.  Seconde  projection  fin  P.  Fournier  (Ta- 
bleaux XXXI\  ).  —  Les  méridiens  de  la  carte  sont  ceux 
qui  ont  été  adoptés  depuis  par  Mollweide.  Les  parallèles 
senties  mêmes  que  dans  la  projection  orthographique. 

Les  rapports  de  surfaces  ne  dépendent  que  de  la  lati- 
tude. 

Les  altérations  ont  les  mêmes  valeurs  pour  tous  les 
points  de  l'équaleur. 

111.  Première  projection  du  P.  Fournier  (Ta- 
bleaux XXX^  ).  —  Le  canevas  est  formé  par  les  méri- 
diens elliptiques  de  la  projection  précédente  et  les  paral- 
lèles de  celle  de  JNicolosi. 

112.  Projection  de  Schmidt  (Tableaux  XXXVI).  — 
Les  méridiens  de  la  carte  sont  les  ellipses  des  projections 
du  P.  Fournier.  Pour  tracer  les  parallèles,  on  divise  les 
nérimètres  de  ces  ellipses  en  parties  proportionnelles 
aux  diiîérences  de  latitude,  et  l'on  joint,  par  un  trait 
continu,  les  points  de  division  correspondants. 

Au  centre  de  la  carte,  il  n'y  a  pas  d'altération. 

113.  Projection  polyconique  équidistante.  —  Le  pa- 
rallèle moyen  et  les  méridiens  de  la  carte  se  tracent 
comme  dans  la  projection  polyconic[ue  ordinaire.  Sur 
chacun  de  ces  méridiens,  on  prend  ensuite,  à  partir  du 
parallèle  moyen,  des  longueurs  égales  aux  arcs  de  mé- 
ridien du  globe,  ce  qui  permet  de  construire  les  paral- 
lèles par  points. 
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Si  le  pôle  figure  sur  la  carte,  il  y  sera  repiéseuté,  non 
par  un  point,  mais  par  un  arc  de  courbe. 

114.  Projection  de  Guillaume  Pastel  sur  un  méri- 
dien (Tableaux  XXXVII).  —  C'est  la  projection  centrale 
dans  laquelle  les  distances  sphériques  des  petits  cercles 
perpendiculaires  à  la  verticale  se  trouvent  conservées 
sur  la  carte.  On  y  a,  en  chaque  point, 


115.  Projection  gnomonique  méridienne  (  Ta- 
bleaux XXXVIII).  —  La  projection  gnomonique  est  la 
perspective  prise  du  centre  de  la  sphère,  de  sorte  que 
tout  grand  cercle  y  est  représenté  par  une  droite. 

1 16.  Perspective  périmécoïque  sur  un  méridien  (Ta- 
bleaux XXXIX).  —  iNous  avons  trouvé  que  pour  réduire 
à  son  minimum  la  plus  grande  altération  de  longueur 
dans  la  perspective  d'un  hémisphère,  il  faut  placer  le 
point  de  vue  en  dehors  de  rhémisphère  non  représenté, 
et  à  une  distance  du  centre  égale  au  côté  du  décagone 
régulier  étoile  inscrit  dans  un  grand  cercle. 

117.  Projection  de  La  Hire  sur  un  méridien  (Ta- 
bleaux XL).  —  C'est  une  perspective  dans  laquelle  le 
point  de  vue  se  trouve  en  dehors  de  la  sphère,  et  à  une 
distance  de  la  surface  égale  au  sinus  de  45  degrés. 

118.  Perspective  périhalique  méridienne  (  Ta- 
bleaux XLI). —  JNous  avons  trouvé  que,  pour  réduire  n 
son  minimum  la  plus  grande  altération  de  surface  dans 
la  perspective  d'un  hémisphère,  il  faut  placer  le  point 
de  vue  en  dehors  de  l'hémisplière  non  représenté,  et  à 
une  distance  de  la  surface  égale  à  i ,  i48,  1  unité  étant  le 
rayon  terrestre. 
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119.  Projecl/on  orthographique  méridienne  (  Ta- 
bleaux XLII).  —  C'est  la  projection  ortliogoiiale  ordi- 
naire de  la  Géométrie  descriptive. 

On  a,  en  chaque  point, 

a  =  i,     S  =  b,      3  =  p. 

Projections  centrales. 

120.  Projections  de  Lambert,  de  Guillaume  Postel 
et  de  M.  ^iiy  (Tableaux  XLIII).  —  Nous  avons  dit 
que,  pour  étudier  la  déformation  produite  par  les  pro- 
jections centrales,  il  suffit  de  les  considérer  sous  l'aspect 
polaire.  L'une  d'elles  conserve  les  angles  :  c'est  la  pro- 
jection stéréographique;  une  autre  conserve  les  surfaces: 
c'est  la  projection  de  Lambert.  Les  Tableaux  relatifs  à 
ces  deux  dernières  figurent  déjà  parmi  ceux  des  projec- 
tions autogonales  ou  parmi  ceux  des  projections  au- 
ihaliques;  néanmoins  nous  les  reproduisons  ici  afin  de 
les  rapprocher  de  ceux  des  autres  projections  centrales. 

En  laissant  d'abord  de  côté  les  perspectives,  nous  avons 
à  nous  occuper  de  la  projection  authalique  de  Lambert, 
de  la  projection  de  Guillaume  Postel  et  de  la  projection 
de  M.  Airy.  Celle-ci  est  la  seule  dont  nous  n'ayons  pas 
encore  donné  la  définition  :  La  circonférence  qui  repré- 
sente le  parallèle  de  colati  tude  o  y  a  pour  ravon 

tan}» h  2cot-loeseo- î 
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les  logarithmes  étant  ceux  du  système  népérien. 

121.  Perspectives  (Tableaux  XLIVi.  —  Pour  qu'une 
perspective  se  prête  à  la  représentation  d'un  hémisphère 
tout  entier,  sans  qu'il  v  ait  recouvrement,  il  faut  que  h; 
point  de  vue  se  tiouve  au  delà  du  centre  par  rapport  au 
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pôle  de  cet  liéinisplière.  En  le  plaçant  au  pôle  opposé, 
on  obtient  la  projection  stéréograpliique,  qui  conserve  les 
angles.  Si  on  l'écarté  de  cette  position,  soit  en  le  rap- 
prochant du  centre,  soit  en  l'éloignant  dans  le  sens  op- 
posé, les  altérations  d'angles  deviennent  de  plus  en  plus 
fortes,  tandis  que  les  altérations  de  surfaces  augmentent 
dans  le  premier  cas,  et  diminuent  dans  le  second.  A  l'ex- 
ception delà  projection  gnomonique,qui  a  un  but  spécial, 
nous  devions  donc  nous  borner  à  considérer  les  perspec- 
tives dans  lesquelles  le  point  de  vue  se  trouve  sur  le  pro- 
longement du  rayon  mené  au  pôle  de  Ihéniisplière  non 
représenté.  Chacune  sera  caractérisée  par  la  distance 
correspondante,  D,  du  centre  au  point  de  vue,  distance 
cjue  nous  évaluerons  en  prenant  le  rayon  pour  unité. 
Les  perspectives  que  nous  avons  étudiées  sont  les  sui- 
vantes : 

Projection  giiomonique  :  D  =  o. 

Projection  stéréograpliique ^  D  =  i . 

Projection  du  capitaine  Claïke ; 

D  =  14- ^  =  1,3666.... 
3o 

Projection  de  Sir  Henri  James;  D  =  i  H —  =  i  ,  5. 

Perspective  qui  correspond  àD  =  -  =  i ,  37079.  •  •  * 

Pj'emière  projection  de  Paient;  D  =  i  ,595. 
Perspective  qui  correspond  à  J)  =  i  ,6. 
Perspective  périmècoïque  ; 

D  =  ^(v/5-m)  =  i,6i8o.... 

Projection  de  Lowry  ;  D  =  i  ,69. 

Projection  de  La  Hirc  .•  D  :=-  i  -h  sin  45°  =  i  ,  707  i .  .  .  . 
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Denxicmc  projection  de  Pai'frtit  ; 

D  =  v''3  =i:  I  ,73?!..  ., 

Perspective  qui  correspond  «  D  ^=  2. 
Perspective  qui  correspond  à  D  =  2,  t. 
Troisième  projection  de  Parent^  D  =  q  ,  io5. 
Perspective  qui  correspond  à 

D  =  2  -i v/2  =  2,  i4i4-  ••• 
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Perspective  périhaliqne  ;  D  =  2 , 1 48, 
Perspective  qui  correspond  à 

D  ^=  I  4-  y/ 3  =  2 , 7 82 1 . . . . 

Projection  orthographique  ;  D  =  00  . 

Dans  le  dernier  des  Tableaux  XLIV,  d^  représente  la 
valeur  de  0  pour  laquelle  S  atteint  son  maximum,  et  S.j^  la 
valeur  de  ce  maximum, 

La  perspective  périmécoïque  diiîere  peu  de  celle  qui 
correspond  à  D  =  i  ,6. 

On  obtiendrait,  sans  erreur  sensible,  la  perspective 
périhalique  en  plaçant  le  point  de  vue  à  une  dislance  d»; 
la  surface  de  la  sphère  égale  au  rayon  augmenté  de  la 
dixième  partie  du  côté  du  carré  inscrit  dans  un  grand 
cercle. 

122.  Les  Tableaux  XL^    donnent,  pour  la  projection 

centrale  autbalique  de  Lambert,  pour  la  projection  de 
Guillaume  Postel,  pour  la  projection  stéréographique, 
pour  la  perspective  périmécoïque  et  pour  la  perspective 
périhalique,  les  valeurs  des  éléments  200,  «,  b,  S,  etc. . .  . 
qui  correspondent  à  des  colaiitudes  multiples  de  5  degrés. 

123.  Les  groupes  de  Tableaux  I  à  XL V  permettent  d'é- 
tudier les  déformations  produites  par  les  divers  modes  de 
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projection,  de  comparer  ces  modes  de  projection  entre 
eux,  eniin  de  choisir,  suivant  le  but  qu'on  se  propose, 
celui  qu'il  convient  d'adopter  pour  la  représentation  d'un 
hémisphère.  Nous  reviendrons  sur  ce  dernier  point  à  la 
lin  du  Chapitre  suivant. 


CHAPITRE     IV. 

Résultats  numériques  relatifs  aux  cartes  de  portions   du   globe 
moindres  qu'un  hémisphère.  —  Choix  d'un  mode  de  projection. 

Résultats  jiuniêriques. 

124.  Les  groupesdeTahleaux  I  à  XLV  sont  àlarigueur 
suffisants  pour  l'élude  de  la  déformation  produite  par  les 
divers  modes  de  projection  dans  la  représentation  d'un 
hémisphère,  car  en  général  ils  font  connaître  les  élé- 
ments de  cette  déformation  pour  i45  points  particuliers. 
S'il  s'agit  d'éiudier  un  mode  de  projection  en  vue  de  la 
lepréseiitation  d'une  région  de  moindre  étendue,  on  pui- 
sera, dans  les  mêmes  Tableaux,  les  éléments  de  la  défor- 
mation pour  ceux  d'entre  les  145  points  qui  se  trouveront 
situés  à  Tintérieur  de  cette  région,  et  de  cette  manière 
on  se  procurera  encore  des  notions  précises  sur  la 
déformation  produite-,  mais  ici  ces  notions  seront  insuf- 
fisantes, parce  qu'elles  se  rapporteront  à  des  points  rela- 
tivement trop  éloignés  les  uns  des  autres  et  trop  éloi- 
gnés aussi  des  limites  de  la  région.  Si  nombreuses 
(ju'elles  soient,  les  valeurs  que  nous  avons  données  pré- 
cédemment et  celles  que  nous  leur  ajouterons  bientôt  ne 
le  sont  donc  pas  encore  assez,  et  il  y  aurait  utilité  à  en 
calculer  beaucoup  d'autres.  Le  travail  ne  sera  complet 
du'autant  que  les  résultats  obtenus  permettront  de  tiacer 
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sur  des  cartes  à  grande  échelle,  et  pour  chaque  mode  de 
projection,  des  courbes  d'égales  altérations  suffisamment 
rapprochées.  A  la  fin  du  Chapitre,  nous  reviendrons  sur 
la  construction  de  ces  cartes  et  l'usage  que  l'on  peut  en 
faire  dans  le  choix  d'un  système  de  projection. 

Nous  avons  dit  que  la  pUipart  des  projections  étaient 
susceptibles  d'être  réparties  eu  groupes  dans  lesquels 
elles  se  distinguent  les  unes  des  autres  par  les  valeurs 
attribuées  à  un  paramètre  5  chaque  groupe  comprend 
ainsi  une  infinité  de  projections,  et  il  serait  impossible 
d'effectuer  pour  toutes  le  travail  que  nous  avons  indiqué 
tout  à  l'heure;  mais  il  suffira  de  considéi'er  un  certain 
nombre  d'entre  elles.  On  a  vu  par  exemple,  dans  le 
groupe  des  perspectives,  qu'il  y  avait  lieu  de  se  bornera 
celles  pour  lesquelles  la  distance  du  point  de  vue  au 
centre  de  la  sphère  se  trouve  comprise  entre  deux  limites 
assez  voisines,  et  que  les  altérations  ne  variaient  pas 
très  rapidement  avec  cette  distance. 

Dans  chaque  groupe,  il  y  a  surtout  intérêt  à  déter- 
miner les  projections  qui  sontpérigonales,  périmécoïques 
où  périhaliques  pour  les  cartes  de  certaines  portions  du 
globe,  c'est-à-dire  celles  qui  produisent  sur  ces  cartes, 
pour  les  altérations  d'angles,  de  longueurs  ou  de  sur- 
faces, des  maxirna  moins  élevés  (|ue  les  autres  projec- 
tions du  même  groupe.  C'est  ce  que  nous  avons  fait 
dans  le  Chapitre  précédent  pour  la  carte  d'un  hémisphère 
et  ce  que  nous  ferons  dans  celui-ci  pour  les  cartes  de 
zones  dune  moindre  étendue.  Les  solutions  seront 
réunies  en  Tableaux  ainsi  que  les  altérations  inaxinia 
correspondantes.  D'autres  Tableaux  feront  connaître  les 
valeurs  des  éléments  de  la  déformation,  calculées  de  5 
en  5  degrés,  pour  un  certain  nombre  des  projections  ob- 
tenues. Nous  joindrons  à  ces  renseignements  quelques 
résultats  nvimériques  relatifs  à  d'autres  projections. 
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l^S.  Projections  coniques  aulogonales  (Ta- 
bleaux XIjVI). — Dans  les  projections  amogonales  à  mé- 
ridiens rectilignes  ou  à  niéritlipTis  circulaires,  nous  avons 
désigné  par  n  le  rapport  constant  d(î  l'angle  de  deux 
méridiens  de  la  Carte  à   l'angle  correspondant  du  globe 

(n**  75).  Les  valeurs  ^>  0,8  et  0,807  ''"•Itribuées  à  «dé- 
terminent respectivement  trois  projections  coniques  au- 
togonales  qui  sont  périlialiques,  et  par  conséquent  aussi 
périmécoïques,  pour  les  trois  zones  comprises,  la  pre- 
mière entre  l'équateur  et  le  parallèle  de  ^5  degrés  de 
latitude,  la  seconde  entre  les  parallèles  de  4<>  etdeôj  de- 
grés, la  troisième  entre  les  paiallèles  de  35  et  de  70  de- 
grés. Sur  la  carte  de  celte  dernière  zone,  l'angle  des 
demi-méridiens  extrêmes  est  de  288  degrés  et  le  parallèle 
le  long  duquel  les  altérations  se  trouvent  nulles  a  pourla- 
titude  53'' 48'  10"  '•,  nous  avons  donné  dans  le  Chapitre  III 
les  nombres  analogues  relatifs  aux  deux  autres  zones. 

126.  Projections  antogonnies  à  méridiens  circulaires 
(Tableaux  XLVII).  —  On  a  vu  (n"  76)  que  dans  la  re- 
présentation d'un  liémisphère  limité  par  un  méridien, 
le  rapport  de  longueurs  et  le  rapport  de  surfaces  aug- 
mentent avec  la  longitude.  La  manière  dont  ils  varient 
avec  la  latitude  sur  le  méridien  reciiligne  de  la  carie 
dépend  de  n  :  pour  les  vab.'urs  de  n  non  supérieures  à  un, 
a  augmente  de  ré(|uateur  au  pôle;  pour  les  quatre  va- 
leurs qui  suivent  dans  celles  que  nous  avons  considérées. 
a  augmente  d'abord,  puis  diminue  jusqu'.à  zéro;  enfin, 
pour  les  six  dernières,  «  diminue  constamment  de  l'équa- 
teur au  pôle.  Si,  dans  la  représentation  de  lliémisplière, 
on  fait  abstraction  des  deux  calottes  spliériques  que 
limitent  les  parallèles  de  ^5  degrés  de  latitude,  la  plus 
iaible  valeur  de  a  correspondra,  dans  les  huit  dernières 
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projections,    h   I  =  y^    degrés,   m  =  o;    c'est   pourquoi 
nous  l'avons  prise  comme  unité,  et  nous  avons  reproduit, 
avec  cette  modification,  les  huit  dernières    lignes    des 
Tableaux  VI. 

127.  Projections  cylindriques  authaliques  (Ta- 
bleaux XLVIII).  —  Nous  considérons  celles  de  ces  pro- 
jections qui  sont  périgonales  pour  les  zones  limitées  par 
deux  parallèles  dont  les  latitudes  /',  /"  sont  des  mul- 
tiples de  lo  degrés  inférieurs  à  4o  degrés.  Nos  Tableaux, 
qui  sont  à  double  entrée,  donnent  les  valeurs  corres- 
pondantes de  n  (n°  81),  de  -,  de  In  latitude  /q  du  paral- 
lèle le  long  duquel  il  n'y  a  pas  d'altération,  ainsi  que 
les  maxima  de  aw,  de  «,  de  («)  et  enfin  les  ininivia  de  h^ 
pour  toute  l'étendue  de  la  carte.  Ainsi  qu'on  pourra  le 
voir  par  les  Tableaux  du  numéro  suivant,  quelques- 
unes  de  ces  projections  sont  moins  avantageuses  que  les 
projections  coniques  authaliques;  il  en  serait  ainsi,  à 
plus  forte  raison,  pour  des  zones  contenant  des  points  si- 
tués à  plus  de4o  degrés  de  l'équateur. 

128.  Projections  coniques  authaliques  (Tableaux 
XLIX).  —  Nous  appelons  o',  o"  les  colatitudes  des 
parallèles  extrêmes  de  la  zone  pour  laquelle  chaque 
projection  est  périgonale;  Ôq  est  celle  du  parallèle  le 
long  duquel  ne  se  produit  aucune    altération.    Le  para- 

mètre  n  est  égal  a  cos"  —  ;   il  varje  ici  de  i  a  -;  les  va- 

2  2 

leurs  de  -  qui    correspondent   à   des   zones  à  une  seule 

base  sont  les  mêmes  que  celles  de  (a)  dans  la  première 
ligne  ou  dans  la  première  colonne  de  l'avant-dernier  Ta- 
bleau. Le  dernier  Tableau  se  ra])porte  à  quelques  zones 
non  comprises  dans  les  Tableaux  précédents. 

Ann.  de  MaLliémat.,  ■>"  série,  t.  XIX.  (Siippl.)  2 


(S. .8  ) 

129.  Projactio/is  tronconiques  autlialiques.  —  Les 
plus  grandes  allcialions  d'auglos  et  de  longueurs  sont  les 
mêmes  dans  la  projection  tronconique  authalique  qui 
est  périgonale  pour  la  zone  comprise  entre  les  deux  pa- 
rallèles de  colaiiiudes  o',  ô" ,  et  dans  la  projection  co- 
Mi([ue  autlialique  qui  est  périgonale  pour  la  zone  à  une 
base  limitée  par  le  parallèle  de  colalilude  o" —  ô' .  Nous 
renverrons  donc  ici,  pour  les  valeurs  max'wia  de  a  et 
de  2  0)  aux  Tableaux  qui  ont  été  donnés  à  propos  des  pro- 
jections coniques  autlialiques. 

Dans  la  projection  tronconique  authalique  qui  est  pé- 
rigonale pour  la  zone  comprise  entre  les  parallèles  de 
colatitude  J',  o'\  le  rapport  a  est  égal  à  l'unité  sur  deux 
'parallèles  intermédiaires  dont  nous  désignerons  les  cola- 
tiiudes  par  o^  et  Oj  ;  ce  môme  rapport  atteint  sa  plus 
grande  valeur  rt.^sur  un  parallèle  dont  la  colatitude  Oj^est 
intermédiaire  entre  J,  et  5oi  et  cette  plus  grande  valeur 
est  précisément  égale  à  celle  que  prend  a  sur  les  deux 
parallèles  extrêmes.  Lorsque  û'  aui,^mente  de  ^'  à  ^o^  « 
diminue  de  a.^  h.  l'unité;  ^  augmentantde  o'o  à  ^.j,,  a  aug- 
mente de  I  à  rt.r,  à  augmentant  de  ^.^^  à  cJi,  a  diminue  de 
a,,  à  Tunité;  enfin,  ^  augmentant  de  ^j  à  ô",  a  augmente 
de  I  à  a,^.  La  plus  grande  altération  d'angle  2C0  varie 
d'ailleurs  dans  lemêmeseus  quert,etson  maximum  aoùj^se 
produit  en  même  temps  que  celui  de  a.  Les  colatitudes 
sont  d'ailleurs  comptées  à  partir  de  celui  des  deux  pôles 
pour  lequel  §'+  ^"  est  plus  petit  que  7r. 

Le  niaxiniuin  a.j.  est  nécessairement  moins  élevé  ici 
que  dans  la  projection  conique  authalique  qui  seraitpé- 
ligonale  pour  la  même  zone,  car,  dans  les  projections 
trouconiques,  on  dispose  de  deux  paramètres,  savoir,  le 
rapport  constant  n  de  l'angle  de  deux  méridiens  de  la 
carte  à  celui  des  méridiens  correspondants  du  globe,  et 
le  rayon  p  de  la  circonférence  par  \\\\  arc  de  laquelle  le 
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pôleselrouvcreniplacc  sur  la  carte.  Les  doux  projections 
se  confondent  dans  le  cas  seulement  où  la  zone  que  Ton 
considère  est  à  une  base,  c'est-à-dire  pour  o  =  o.  Quand 
J'  et  ^"  sont  supplémentaires,  c'est-à-dire  cpiand  les 
deux  parallèles  extrêmes  sont  égaux,  la  projection  iron- 
conique  se  transforme  en  une  projection  cylindrique  au- 
thalique,  savoir  celle  qui  est  péiigonale  pour  la  zone 
comprise  entre  Téquateur  et  l'un  des  deux  parallèles. 
Voici  (juelqucs  exemples. 

Premier  exemple. 

(î'  =i5",  rî„=25''    3' 20",      // =0,1736, 

o"'  =  i45°,        'î,  =:73°57'3o",     p  =2,2054, 
«^  =  1,538,     rl^=:65"44'2o",  ow,,=  47°33'. 

Deuxième   exemple. 

rï  =  i5",  3,  —  i9"5o'5o",     .7  =0,6088, 

fî"=9o°,  3,=rj3"55'3o",      p=o,3^^o4, 

«j^=  1,123,        0.^  =  39" 53'  10",    2w.ji=:   I  3°  l4'. 

Troisième  exemple. 

ij'  z=  i5°,  ô„  --  18"   6'3o",      //  =  0,8192, 

0"  =  55",  <?,  =  46° 32'  3o",     p  =  o ,  !  5 1 8, 

r^/jji=  I  ,032,       ^,.  =29"2o'3o",  2Wpi=     3"34'. 

Quatrième  exemple. 

ry=55",  o„  =    64°5o'o",      //  =  o, 

fî"  =  1 25°,         s,  ■-—  1 1 5"  I  o'  o" ,      p  =  00  , 

rtj4=;I,lo5,         0',.=     90"    o'o",   2&J_;.  r^   II  "25'. 

Comme  les  deux  parallèles  extrêmes  sont  également  dis- 
tants de  i'équatcur.  on  a  ici  une  projection  cylindrique. 
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Cinquième  exemple. 

(Î':=:l5",  Ju^rig"    ^' 5o" ,       «  =  0,7071, 

<î"— 75°,       o^=6cl"  i'2o",   pi=  0,8774, 

a^,z=z  1,075,      o.,=  35<'i5'5o",  2w,,=  8°  i4'. 

Si.rièmc   exemple. 

o'  =  35°,  d^  =  42°37'5o",     72  =  0,3420, 

(î"=io5°,         rî,  =92''57'5o",     p  =  1,5414, 

/7,j.  =:  I  ,  I  o5  ,         Cl.i=:65°  19' 20",  2Wp,=  r  l"25'. 

Quand  on  fait  abslraction  des  terres  situées  au  delà 
du  70^  degré  de  latitude  nord,  la  première  des  zones 
([ue  nous  venons  de  prendre  comme  exemples  renferme 
tous  les  continents,  la  deuxième  l'Asie,  la  troisième 
l'Europe,  la  quatrième  l'Afrique,  la  cinquième  l'Amé- 
rique du  Nord  et  la  sixième  l'Amérique  du  Sud,  les  cola- 
litudes  étant  comptées,  pour  cette  dernière,  à  partir  du 
pôle  austral.  Mais  il  est  clair  que,  si  l'on  voulait  appli- 
(pier  les  projections  d'Albers  à  la  représentation  de 
i'Afriq\ie  ou  à  celle  de  l'une  des  deux  Amériques,  ce 
n'est  pas  à  l'un  des  pôles  géographiques  qu'il  faudrait 
placer  le  pôle  de  la  projection  5  en  choisissant  conve- 
nablement ce  dernier  point  on  atténuerait  notablement 
les  valeurs  des  plus  grandes  altérations;  seulement  on 
ne  pourrait  les  rendre  que  de  très-peuinférieures  à  celles 
que  produisent  les  projections  coniques  aulhaliques, 
ainsi  qu'on  s'en  convaincra  en  examinant  la  forme  de 
chacune  des  trois  portions  de  la  surface  terrestre  dont 
nous  venons  de  parler. 

130.   Projection  dite  de  Bo?ine  (Tableau  L). 

431,   Projection  polycoinque  ordinaire  des  Améri- 
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cains.  —  Lorsqu'on  l'applique  à  la  carie  de  France,  en 
prenant  le  méridien  de  Paris  comme  méridien  moyen, 
on  trouve  que  les  plus  fortes  altérations  se  produisent 
vers  l'île  d'Ouessant  (longitude  7°,  5,  latitude  48°, 5).  En 
ce  point  l'angle  le  plus  altéré  l'est  de  i3  minutes 5  la 
plus  grande  altération  de  longueur  y  estégaleào,oo38  ou 

-^>  et  l'ahération   de  surface  y  est  représentée  par  le 

même  nombre. 

132.  Perspectives  périinécoïqiies  pour  diverses  zones 
à  une  seule  base  (Tableau  Ll)  —  Nous  donnons  d'a- 
bord les  distances  D  du  point  de  vue  au  centre  de  la 
sphère  pour  les  calottes  dont  les  rayons  spliériques,  A, 
sont  des  multiples  de  5  degrés,  jusqu'à  5o  degrés,  puis 
les  éléments  de  la  déformation  pour  les  perspectives  qui 
correspondent  aux  rayons  de  10,  20,  aS,  3o,  ^o  et 
5o  degrés. 

133.  Perspectives  périhaliques  pour  les  mêmes  zones 
(Tableaux  LU).  —  Dans  le  premier  Tableau,  o.j.  repré- 
sente la  distance  polaire  du  parallèle  sur  lequel  se  pro- 
duit le  maximum  Sji  de  S. 

Choix  d\in  mode  de  projection. 

134.  Certaines  cartes  construites  en  vue  d'un  but 
spécial  exigent  un  mode  de  projection  déterminé  :  ainsi, 
les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  cartes 
marines  ne  se  trouvent  remplies  que  dans  le  système  de 
Mercator-,  pour  que  les  cartes  de  la  Lune  représentent 
cet  astre  tel  que  nous  le  voyons,  il  faut  les  tracer  à  l'aide 
rie  la  projection  orthograpbi(jue  ;  on  aura  recours  à  la 
[)rojectiongnomonique  si  l'on  veut  transformer  en  lignes 
droites  toutes  les  circonférences  de  grands  cercles.  Dans 
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<;es  divers  cas,  on  n'a  pas  à  se  préoccuper  de  choisir  un 
mode  de  projection  plutôt  qu'un  autre  en  vue  de  dimi- 
ininuer  la  dcformalion. 

La  plupart  du  temps,  au  contraire,  une  carte  géogra- 
phique n'a  d'autre  ohjet  que  de  représenter  assez  fidèle- 
ment une  portion  de  la  surface  terrestre-,  en  adoptant 
un  système  de  projection  convenable ,  on  peut  alors 
atténuer  les  altérations  dans  certaines  régions  de  la  carte, 
ou  bien  les  atténuer  et  même  les  détruire  sur  certaines 
lignes,  ou  bien  encore  faire  en  sorte  qu'elles  n'atteignent 
nulle  part  des  valeurs  irop  considérables.  Le  choix  dé- 
pendra de  celles  de  ces  conditions  auxquelles  on  attri- 
buera le  plus  d'importance;  il  variera  nécessairement  avec 
la  forme  et  l'étendue  de  la  contrée  dont  il  s'agit  de 
dresser  la  carte. 

13o.  Supposons  qu'on  n'ait  aucune  raison  d'atténuer 
la  déformation  en  certains  points  plutôt  que  dans  les 
autres,  mais  que  l'on  se  propose  d'abaisser  la  limite 
supérieure  à  laquelle  elle  peut  atteindre;  supposons 
de  plus  que  la  portion  du  globe  à  représenter  soit  un 
hémisphère  entier.  Les  conditions  ainsi  énoncées  ex- 
cluent tout  d'abord  les  projections  dans  lesquelles  la  cir- 
conférence de  grand  cercle  qui  limite  l'hémisphère  ne 
serait  pas  figurée  sur  la  carte  par  la  totalité  d'un  contour 
fermé;  elles  excluent  entre  autres  les  projections  cylin- 
tlriques  et  coniques,  où  certains  points  très-éloignés  les 
uns  des  autres  sur  la  carte  correspondent  à  des  points 
de  la  surface  terrestre  infiniment  voisins.  Cependant, 
bien  que  ramenée  à  des  termes  déjà  plus  précis,  la  ques- 
tion en  comprend  encore  plusieurs  autres  :  ou  bien  on 
voudra  conserver  les  angles  et  réduire  autant  que  pos- 
sible la  plus  grande  altération  de  surface;  ou  bien  on 
voudra  conserver  les  surfaces  et  réduire  autant  que  pos- 
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nible  la  plus  grande  alléralioii  d'augle*,  ou  bien  enfin  ou 
voudra  réduire  autant  "que  possible  la  plus  grande  alté- 
ration de  longueur. 

136.  Des  projections  autogouales  connues,  la  projec- 
tion stéréographique  est  la  seule  dans  laquelle  le  rapport 
de  longueurs,  et  par  conséquent  le  rapport  de  surfaces, 
conservent  partout  des  valeurs  finies  5  elle  répond  donc 
seule  à  la  question  dans  le  premier  des  trois  cas  qui 
viennent  d'être  spécifiés. 

137.  Dans  le  second  cas,  il  s'agit  de  projections  autlia- 
liques.  Imaginons  que  les  dimensions  du  globe  se  trou- 
vent réduites  de  manière  que  les  aires  mesurées  sur  la 
carte  soient,  non  plus  seulement  proportionnelles,  mais 
égales  à  celles  des  régions  correspondantes,  et  prenons 
alors  le  rayon  terrestre  pour  unité;  l'aire  totale  de  la 
carte  sera  mesurée  par  27r,  et  son  périmètre,  d'après  la 
propriété  que  possède  le  cercle  de  contenir  la  plus  grande 
surface  avec  un  contour  de  longueur  donnée,  sera  au 
moins  égal  à  la  circonférence  du  cercle  dont  Taire  est 
27:,  c'est-à-dire  à  aTTy/a.  D'après  nos  conditions,  la  to- 
talité de  la  courbe  qui  forme  ce  périmètre  remplace  sur 
la  carte  une  circonférence  de  grand  cercle  ayant  pour 
longueur  27T;  les  rapports  de  longueurs  suivant  les  direc- 
tions des  ébhnents  de  cette  courbe  sont  donc  tous  égaux 
à  y/2,  ou  bien  les  uns  sont  plus  petits  et,  par  compensa- 
lion,  les  autres  plus  grands  que  y  2;  dans  tous  les  cas,  il 
V  a  des  points  pour  lesquels  le  demi-grand  axe  de  Tcllipse 
indicatrice  est  au  moins  égal  à  y'a,  ce  qui  exige  cjue  le 

demi-petit  axe  soit  au  plus  égal  à  -r=?  et  que  le  rappoil 
du  premier  au  second   soit  au  moins  égal    à    2;   pour 
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a  ■-=:  <^  et  h  =  -~i  ]:\  formule 

V'2 

a  —  b 

sinw  = 

a  -h  ù 

donnerait  d'ailleurs 

sinwr^^,     «z=î9°28'iry',     2w  =  38<=56'33"; 

ainsi  le  maximum  de  (rt),  c'est-à-dire  le  lapport  de  la 
longueur  la  plus  amplifiée  à  la  longueur  la  plus  l'éduilo 
ne  peut  être  inférieur  à  2,  et  la  plus  grande  altération 
d'angle  ne  peut  être  inférieure  à  38°56'33".  Ces  deux  va- 
leurs sont  précisément  les  plus  grandes  que  fournisse  la 
projection  centrale  de  Lambert,  tandis  que  les  autres 
projections  authaliques  non  exclues  juscju'ici  en  four- 
nissent de  plus  grandes  encore.  Aciuellement,  la  projec- 
tion centrale  de  Lambert  est  donc  la  seule  qui  réponde  à 
la  question,  et  même,  quelles  que  soient  les  projections 
authaliques  que  l'on  vienne  plus  tard  à  imaginer  pour  la 
représentation  d'un  hémisphère,  aucune  n'abaissera  plus 
que  celle-là  les  lirailes  supérieures  des  altérations,  tant 
([ue  l'on  s'astreindra  à  figurer  par  la  totalité  dune  courbe 
fermée  la  circonférence  de  grand  cercle  qui  limite  l'hé- 
misplière. 

138.  Cotte  dernière  condition  subsiste  encore  dans  le 
troisième  cas  que  nous  avons  à  considérer,  mais  il  n'est 
plus  nécessaire  que  le  niode  de  projection  soit  ni  auto- 
gonal  ni  authalique. 

Quel  que  soit  ce  mode  de  projection,  il  est  impossible 
([ue  le  rapport  de  la  longueur  la  plus  amplifiée  ou  la 
moins  réduite  à  la  longueur  la  plus  réduite  ou  la  moins 

aniplifiée  soit  plus  petit  que  -• 

En  elî'et,  supposons  que  l'on  ait  diminué  les  dimen- 
sions du  globe  terrestre  jusqu'à  ce  que  son  rayon  soit 
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devenu  égal  à  la  plus  courte  distance  de  la  projection  du 
pôle  de  riiémisplière  au  contour  de  la  carte,  et  prenons 
cette  distance  comme  unité.  La  portion  de  droite  sur 
laquelle  on  la  mesure  est  la  projection  d'une  portion  de 
courbe  au  moins  égale  en  longueur  au  quart  d'une  cir- 
conférence de  grand  cercle,  c'est-à-dire  à  -^  le  plus  petit 

lapport  de  longueurs  est  donc  au  plus  égal  à  -•  D'un 

autre  côté,  le  contour  de  la  carte  enveloppe  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  centre  la  projection  du  pôle  de  l'hémi- 
sphère et  pour  rayon  l'unité,  à  moins  qu'il  ne  se  con- 
fonde avec  elle-,  sa  longueur  est  donc  au  moins  égale  à 
celle  de  la  circonférence  de  grand  cercle  dont  il  est  la 
projection;  par  conséquent,  le  plus  grand  rapport  de 
longueurs  est  au  moins  égal  à   i.  De  là  il  résulte  que  la 

plus  grande  valeur  de  [a)  est  au  moins  égale  à  -■,  ainsi 

que  nous  l'avions  annoncé.  La  projection  de  Guillaume 

Poslel  donne  précisément  -  pour  la  plus  grande  valeur 

de  a  dans  la  représentation  d'un  hémisphère,  et  partout 
h  y  est  égal  à  i,  tandis  que  les  autres  projections  nous 
ont  donné  pour  la  plus  grande  valeur  de  (a)  des  nombres 

plus  grands  que --La  projection   de  Guillaume  Poslel 

répond  donc  ici  à  la  question,  et  même  il  serait  impos- 
sible d'en  imaginer  une  autre  qui  fournisse  une  valeur 
moindre  pour  la  plus  grande  altération  de  longueur. 

139.  Il  peut  se  faire  que  l'on  désire  obtenir  une  alté- 
ration d'angle  niaxima  plus  petite  que  celle  de  la  pro- 
jection de  Guillaume  Postel  en  même  temps  qu'une 
altération  de  surface  maxinia  plus  petite  que  celle  de  la 
projection  slércographique,  ou  bien  encore  une  altéra- 


lion  de  surlare  nia.rima  plus  petite  que  ci'lle  de  la  pio- 
jection  de  Ciuillnume  Postel  en  mèinc  temps  qu'une 
iltéraiiiMi  d  au^le  iniixin/i!  |)lus  petite  que  celle  de  la 
projection  centrale  de  Lambert.  Les  projeetious  qui 
lemplissenl  lune  ou  l'autre  de  ces  deux  conditions  sont 
la  projection  de  M.  Airv,  celle  de  îsicolosi  et  toutes  les 
perspectives  pour  lesquelles  le  point  de  vue  se  trouve  en 
dehors  de  la  splière  à  une  distance  de  la  surface  moindre 
que  le  rayon.  En  consultant  les  Tableaux  qui  leur  sont 
relaliis.  on  pourra  trouver,  dans  la  manière  dont  la  dé- 
lormation  se  répartit  entre  les  diverses  régions  de  Tlié- 
ini sphère,  des  motifs  d'adopter  une  de  ces  projections 
l'iutôtcjue  les  autres;  mais,  si  Ion  continue  à  considérer 
surtmit  les  valeurs  extrêmes  des  altérations,  on  devra 
rejeter  la  projection  de  INicolosi  ainsi  qu'une  partie  des 
perspectives  comme  donnant  à  la  fois,  pour  les  trois 
sortes  d  altérations.  dc>  niaxinm  plus  élevés  que  d'autres 
projections.  Celles  qui  resteront  sont  la  projection  de 
M.  Airv.  les  perspectives  pour  lesquelles  la  distance  D 
i!u  poin;  de  vue  au  centre  est  plus  petite  que  1,296,  et 
eelhs    pour   lesc|uelles  la    même    distance   est  comprise 

entre  i .  3oo  et  -  ou  eiiîre  : ,  645  et  ?..  Ces  conclusions  se 

lunnont  |ustilii'es  par  le  Tableau  suivant  et  par  cette 
considération  que,  dans  les  perspectives  jiour  lesquelles 
1)  est  compris  entre  i  el  1,148,  la  plus  giandc  valeur  de 
l'altiialiou  d  ani;le  auj;mente,  et  la  jilns  c,rande  valeu! 
de  1  altération  de  surface  diminue,  à  mesure  que  D  aug- 
mente. 
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NOMS    DES    PROJECTIONS. 


Projection  stcruograpliiqiu 
Perspective  (D:=  i  ,2gG)  . , 

Projection  de  M.  Airy 

Perspective  (D  ^=  i  j.Kii). . 


Perspective 


(- 


Projection  de  G.  Postel 

Perspective  (D  =  i  ,G'|()) , 

Projection  de  ISicolosi , 

Perspective  (D  =  2 ) 

Projection  centrale  de  Laniherl. 


VALEURS    MAXIMiV    nE 


().     o 

./l./,8 
i',./|8 
l■].^M^ 

25. 3y 

u5.3c) 
■.■H.in 

;ss.57 
3,s.:.7 


,li<..3 


,G37 
,571 

.787 

'. ,  000 

!,000 


s. 

f\  ,000 

,.,,o/,2 

■.,,..i3 

■->.  ,  '.!  1  I 

i,7oG 

1  ,'i-;i 

I  ,570 

1..S71 

1,1 25 

1 ,000 

1-40.  Ainsi  (jii'on  devait  le  prévoir  par  des  raisons  de 
symétrie,  les  projections  remplissant  les  conditions  (pie 
nous  nous  étions  imposées  relativem(ïnt  à  la  déformation 
sont  des  projeetions  centrales-,  (îlles  remplacent  les  mé- 
ridiens par  des  droites  cl  les  parallèles  par  des  circon- 
férences, lorsque  le  pôle  de  l'hémisphère  à  représenter 
se  confond  avec  le  pôle  géographique; 5  dans  le  cas  con- 
traire, les  deux  mônics  séries  de  lignes  se  trouvent  fi- 
gurées par  des  circonférences  sur  la  projection  stéréo- 
graphique,  et  sur  les  autres,  par  des  ellipses,  des  courbes 
du  quatrième  degré  ou  des  courbes  transcendantes.  Nous 
avons  indiqué  autrefois  (^)  un  procédé  pour  le  tracé  par 
points  des  méridiens  et  des  parallèles  d'une  projection 
centrale,  le  canevas  de  la  projection  stéréographique  ser- 
vant de  canevas  auxiliaire;  il  serait  plus  commode  et  plus 
exact  de  faire  usage  de  Tables  donnant  les  coordonnées 
rectangulaires  de  chaque  point  de  la  carte  d'après  la 
longitude  et  la  latitude  du  point  correspondant  du  globe; 


(')  Cosmos,  année  18G.Î. 
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le  calcul  de  ces  Tables  ne  piésenle  aucune  difficulu-, 
mais  il  est  encore  à  faire,  du  moins  en  grande  partie. 
En  chaque  point  d'une  projection  centrale,  on  peut  ob- 
tenir imniédiaiemenl  les  directions  des  axes  de  l'ellipse 
indicatrice,  puisque  Tiin  d'eux  se  trouve  sur  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  la  carte  au  point  considéré  5  quant 
à  leurs  longueurs,  elles  ne  dépendent  que  de  la  longueur 
de  cette  droite  et  sont  fournies  par  nos  Tableaux.  Il  est 
donc  facile,  en  partant  des  indications  de  la  carte  et  en 
appliquant  les  propriétés  du  Chapitre  I,  de  rétablir,  soi! 
grapliiquement,  soit  par  le  calcul,  les  directions  telles 
qu'elles  émanent  du  point  correspondant  du  globe,  ainsi 
(jue  les  longueurs  des  arcs  très-petits  qui  ont  ce  point 
pour  origine.  On  pourra  aussi  tracer  et  déterminer  en 
vraie  grandeur  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un 
autre,  pourvu  qu'à  la  carte  dont  on  fait  usage  on  en 
joigne  une  autre  construite  d'après  la  projection  gnomo- 
nique.  Sur  celle  dernière,  on  tirera,  entre  les  deux  points, 
une  ligne  droite,  que  l'on  décomposera  en  éléments  assez 
})etits;  puis  l'on  mesurera  chaque  élément  sur  l'une  on 
l'autre  projection  en  tenant  compte  des  altérations  éprou- 
vées, La  projection  gnomonique  exige  quatre  cartes  pour 
la  l'eproduction  de  la  totalité  de  la  surface  terrestre. 

141.  Comme  il  y  a  peu  d'intérêt  à  représenter  les  ré- 
gions polaires  exaclement,  il  est  permis  de  faire  abstrac- 
tion des  poinls  qu'elles  renferment  jusqu'à  i5  degrés 
du  pôle  par  exemple;  au  lieu  d'un  hémisphère  limité 
par  un  méridien,  on  aura  à  considérer  une  portion  du 
globe  comprise  enire  ce  méridien  et  deux  moitiés  des 
parallèles  de  n5  degrés  de  latitude.  Au  premier  abord, 
il  semble  qu'en  reprenant,  dans  ces  conditions,  la  com- 
paraison qui  vient  d'être  eiîccluée,  on  sera  conduit  à 
choisir  des    modes    de   projcclion   plus   avantageux  ;  un 
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examen  altentifde  nos  Tableaux  moniie  qu'il  n'en  est  rien. 
En  eiret,  la  projection  stéréographique  méridienne  mo- 
difiée donne  seule  alors  une  alléralion  d'angle  maxima 
moindre  que  celle  de  la  projection  centrale  de  Lambert, 
eu  mêuie  temps  qu'un  rapport  ninxiinuni  de  surfaces 
moindie  cpie  celui  de  la  projcclioîi  stéréographique; mais 
ces  deux  maxima  et  celui  de  (a),  qui  ont  respectivement 
pour  valeurs  iG^ig',  2,624  et  2,028,  sont  tous  trois 
plus  élevés  que  ceux  de  la  projection  de  M.  Aiiy. 

142.  Nous  avons  exclu  tout  d'abord  les  projections 
coniques  parce  que,  sur  ces  projectious,  les  deux  rayons 
qui  limitent  le  secteur  de  la  carte  proviennent  en  réalité 
du  dédoublement  d'un  même  quart  de  circonférence  de 
grand  cercle,  comme  si  Ton  avait  ouvert  riiémisphère 
suivant  te  quart  de  circonférence;  tuais  l'inconvénieui 
occasionné  par  la  séparation  ainsi  produite  se  trouvera 
bien  amoindri  si  elle  se  trouve  eflectuée  suivant  un  qua- 
drant ne  rencontrant  aucune  terre,  ou  du  moins  ne  ren- 
contrant que  celles  des  zones  glaciales.  Cette  condition 
est  remplie  par  les  deux  quarts  de  méridien  qui  abou- 
tissent au  pôle  antarctique  en  parlant  des  deux  points 
diamétralement  opposés  de  ré({uateur  dont  les  longitudes 
comptées  à  partir  du  méridien  de  Paris,  l'une  à  l'est, 
l'autre  à  l'ouest,  sont  respectivement  de  jo  et  de  1 10  de- 
grés; ces  points  sont  d'ailleurs  ceux  que  l'on  place  au 
centre  sur  les  mappemondes  ordinaires.  L'un  des  deux 
quarts  de  méridien  dont  nous  venons  de  parler  se  dirige 
dans  l'océan  Indien,  et  l'autre  dans  l'océan  Pacifique  ; 
on  effectuera  la  séparation  suivant  le  premier  pour  l'hé- 
misphère tpii  renferme  l'ancien  continent,  l'Australie  et 
les  îlesde  la  Sonde;  on  la  fera  suivant  le  second  pour  l'hé- 
misphère occupé  par  le  reste  de  l'Océanie  et  les  deux 
Amériques.  On   pourra   alors   adopter  un  mode  de  pro- 
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jcciioii    beaucoup   plus  avantageux  que   les  précédenis, 
savoir    la    projection    conique     aullialique     répondant 

*  à   /i  =  — ^    (Tableau  XIIj,   laquelle    est   périgonale,    et 

par   conséquent   périmécoïque,  pour  un  héiiiisplière.  La 
plus  grande  valeur  de  a  ne  sera  plus  que    v  2  ou   i ,  189; 

la  plus  petite  valeur  de  b  deviendra    ^r^    ou  o,84i;  1'" 

\  2 

rapport  de  la  longueur  la  plus  amplifiée  à  la  longueur 
la  plus  réduite  sera  donc  ^  2  ou    1  ,4i4;    enfin    la    plus 

grande  valeur  de  sinoj  se  réduira  à   tang'  ^5  ce  qui   coi- 

respond  à  oj:=r9°53',    ^w  :=:  ig°4^'. 

Dans  ce  mode  de  projection,  la  carte  de  chaque  hé- 
niisplière  n'occupe  plus  un  cercle  entier,  mais  seulement 
un  secteur  de  aSo  degrés  environ;  lesdeux  quartsd'équa- 
teur  n'y  sont  pas  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre  et 
font  entre  eux  un  angle  d'un  peu  plus  do  127  degrés; 
mais  à  cela  il  y  a  peu  d'inconvénient,  puisque  le  centre 
de  la  carte,  où  s'eflbctue  la  brisure,  et  pour  lequel  la  loi 
de  la  déformation  est  ici  en  défaut,  correspond  à  un  point 
assez  éloigné  des  continents. 

Pour  étudier  la  disposition  mutuelle  des  quelques 
petites  îles  qui  ont  été  disjointes,  il  suffirait  de  faire 
tourner,  autour  du  centre,  une  portion  de  la  carte,  sans 
modifier  en  rien  sa  forme,  jusqu'à  ce  que  la  réunion 
se  trouve  elïectuée.  Afin  que  l'on  n'ait  pas  à  faire  cette 
rotation,  le  constructeur  de  la  carte  pourra  utiliser  le 
secteur  de  loj  degrés  qui  estresté  vide  en  y  représentant 
de  nouveau,  mais  cette  fois  réunies,  les  parties  qui  ont 
été  séparées,  ou  bien  encore  en  prolongeant,  de  cbacjue 
côté,  la  carte  déjà  construite  pour  y  ajouter  celle  d'un 
demi-fuseau  de  60  à  jo  degrés,  lequel  figurerait  ainsi 
deux  fois  sur  la  carte  totale. 
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La  projection  dont  nous  nous  occupons  ne  produit 
aucune  déforinalion  à  65", 5  de  distance  du  point 
central;  de  sorte  qu'il  y  a,  dans  riiémisphère  oriental, 
un  cercle  traversant  l'Africjue,  l'Europe,  l'Asie  et 
l'Australie,  tout  le  long  duquel  les  altéra  lions  sont 
nulles 5  le  cercle  de  l'hémisplière  occidental,  qui  possède 
la  même  propiiété,  traverse  les  deux  Amériques.  Ainsi, 
non-seulementles  altérations  nesontjainaisconsidérables, 
mais  le  nombre  des  points  importants  où  elles  atteii^neiit 
leurs  plus  grandes  valeurs  est  très-restreint.  On  pp.ut 
d'ailleurs  les  déterminer,  comme  dans  les  projections 
centrales,  à  l'aide  de  constructions  géométriques  et  en 
corriger  les  angles  ainsi  que  les  longueurs.  Elles  sont 
les  mêmes  à  des  distances  égales  du  centre.  En  joignant 
au  centre  un  point  quelconque  de  la  carte,  par  une  ligne 
droite,  on  obtient  l'une  des  deux  directions  qui,  partant 
de  ce  point,  se  coupent  à  angle  droit  sur  la  carte  comme 
sur  le  globe;  les  déviations  comptées  à  partir  de  l'une  ou 
l'autre  n'atteignent  jamais  lo  degrés.  C'est  aussi  sur  ces 
deux  directions  que  se  mesurent  la  longueur  la  plus  am- 
plifiée et  la  longueur  la  plus  réduite,  lesquelles,  dans  les 
cas  les  plus  défavorables,  ne  diffèrent  de  la  longueur 
vraie  que  de  sa  cinquième  partie,  ainsi  que  cela  résulte 
des  nombres  que  nous  avons  donnés  tout  à  l'heure. 

Au  lieu  d'adopter,  pour  «,  la  valeur  -t=  ouo,yo^,on 

V/2 

3 
peut  prendre,  en  nombre  rond,  //  =:  0,^5  =:   -7»    ce   qui 

rend  la  construction  plus  commode.  On  augmentera 
ainsi  un  peu  les  altérations  sur  les  bords  de  la  carte, 
mais  on  les  diminuera  vers  le  centre,  c'est-à-dire  dans 
la  région  où,  d'après  le  Tableau  XII,  elle»  varient  le  plus 
lentemeiit.  Le  petit  cercle  lieu  des  poinis  d'altérations 
nulles  n'aura  plus  que  ()o  degrés  de  rayon  sphéiique  et 
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divisera  les  continents  en  parties  plus  égales.  L'angle  du 
secteur  resté  vide  sera  réduit  à  90  degrés,  et  les  deux 
moitiés  de  l'équateur  de  la  carie  feront  entre  elles  un 
angle  un  peu  plus  obtus.  On  aura  d'ailleurs,  pour  les 
plus  grandes  valeurs  de  a,  [a)  et  co  :  au  centre  de  la 
carte, 

o  4 

«  =  — ^  =^  I ,  i55,     [a]=:^  ■=  \  ,333, 
v/3  3 

sinw  =    —,      w  =  8''i3',      2w  =  i6"26'; 
7 
sur  les  bords, 

/3  3 

a  =  l  /  -  =   I  ,225,       (a)  3r:  -  =1   ,5oo, 

sinw=-,     w=ii°32',     2w^23°4'- 
5 

143.   La  projection  conique  autogonale  qui  correspond 

2       ,  .      .  .  1    ,. 

a  «  =  -  et  la  pi^ojeclion  ironconique  aulhanquequi  cor- 
respond ;"i  71  =  o,6oy,  p  :=  0,3404  seraient  celles  qu'il 
conviendrait  d'adopter  si  l'on  voulait  représenter  un lié- 
misplière  liniité^^ar  l'équateur,  en  ne  tenant  pas  compte 
des  déformations  produites  au  delà  du  parallèle  de  y 5  de- 
grés de  latitude.  La  première  donnerait  1,2^5  pour  le 
plus  grand  rapport  de  longueurs,  et  i  ,624  pour  le  plus 
grand  rapport  de  surfaces  5  la  seconde  donnerait  i3"i4' 
pour  la  plus  grande  altération  d'angle  et  i,i23pourle 
maximum  de  (a).  Les  limites  des  altérations  se  trouve- 
raient ainsi  moindres  que  dans  la  représentation  d'un 
hémisphère  sur  un  méridien.  INIais  cette  combinaison 
présenterait  le  grave  inconvénient  de  séparer  sur  les 
mappemondes  les  deux  parties  de  l'Afrique,  ainsi  que 
les  deux  parties  de  l'Amérique,  situées  au  nord  et  au  sud 
de  l'équateur. 
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144.  Au  lieu  d'un  hémisphère  entier,  considérons 
maintenant  une  zone  à  une  base  limitée  par  un  petit 
cercle.  Il  est  clair  que  les  projections  les  plus  avanta- 
geuses se  trouveront  parmi  les  projections  centrales.  La 
projection  stéréographique  sera  encore  celle  des  projec- 
tions autogonales  qui  réduira  le  plus  possible  les  plus 
grandes  altérations  de  longueur  et  de  surface  5  la  projec- 
tion centrale  de  Lambert  sera  celle  des  projections  au- 
thaliques  qui  réduira  le  plus  possible  les  plus  grandes 
altérations  d'angle  et  de  longueur,  à  moins  que  l'on  ne 
se  décide  à  ouvrir  la  zone  et  à  la  représenter  par  la  pro- 
jection conique  authalique  qui  est  périgonale  pour  cette 
zone-,  enfin  la  projection  de  Guillaume  Postel  réduira  à 
son  minimum  lapins  grande  altération  de  longueur.  A 
ces  projections  on  pourra  joindre  celle  de  M,  iViry  ainsi 
que  des  perspectives,  qui  ne  seront  pas  les  mêmes  que 
celles  auxquelles  nous  avons  été  conduits  lorsqu'il  s'agis- 
sait d'un  hémisphère  entier,  mais  pour  lesquelles  les 
limites  des  distances  du  point  de  vue  au  centre  de  la 
sphère  se  détermineront  d'une  manière  analogue.  Nous 
avons  pris  comme  exemples  les  trois  zones  à  une  base 
dont  les  rayons  sphériques  sont  de  aS,  4o  et  5o  degrés; 
on  verra  tout  à  l'heure  pourquoi  ce  sont  celles-là  que 
nous  avons  choisies.  Dans  le  tableau  qui  leur  est  relatif, 
figurent  les  projections  qui  viennent  d'être  citées,  sauf 
celle  de  M.  Airy  et  les  perspectives-,  nous  y  avons  fait 
aussi  entrer  les  perspectives  qui  sont  périmécoïques  et 
celles  qui  sont  périhaliques  pour  les  trois  zones  -,  on 
remarquera  que,  dans  les  premières,  les  altérations 
maxima  diffèrent  à  peine  de  celles  de  la  projection  de 
Guillaume  Postel,  et,  dans  les  trois  autres,  de  celles  delà 
projection  centrale  de  Lambert. 


Ann.  de  Mathémat.,  -i'  série,  t.  XIX.  (Suppl.) 
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L'Europe,  moins  une  partie  du  Spitzbergel  de  la  Nou- 
velle-Zemble, est  comprise  à  l'intérieur  d'une  calotte 
sj)hérique  ayant  soii  pôle  aux  environs  de  Plock  en  Po- 
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lognc,  et  dont  le  rayon  est  de  25  degrés-,  les  nombres  des 
trois  premières  colonnes  lui  sont  donc  applicables.  La 
même  partie  du  monde  est  aussi  comprise  dans  la  zone 
limitée  par  les  parallèles  de  35  degrés  et  de  ^5  degrés 
de  latitude,  ce  qui  permet  d'en  construire  la  carte  à 
l'aide  de  la  projection  conique  aulogonale  qui  est  pé- 
rihalique  pour  celte  zone,  ou  encore  à  l'aide  de  la  pro- 
jection tronconique  aullialique  qui  est  périgonale  pour 
ladite  zone;  mais  ces  deux  projections  conduisent  à 
des  altérations  max'nna  respectivement  plus  fortes  que 
celles  de  la  projection  stéréographiquc  et  que  celles 
de  la  projection  conique  authalique  qui  figure  dans  le 
Tableau. 

Le  rayon  sphérique  de  la  calotte  la  moins  étendue  qui 
contienne  l'Asie  est  de  5o  degrés-,  les  nombres  des  trois 
dernières  colonnes  font  donc  connaître  les  plus  grandes 
altérations  produites  sur  la  carte  de  cette  partie  du 
monde  par  les  six  projections. 

Pour  l'Afrique  et  pour  l'Amérique  septentrionale, 
c'est  aux  quatrième  ,  cinquième  et  sixième  colonnes 
qu'il  faut  se  reporter,  car  les  deux  calottes  sphériques 
correspondantes  ont  l'une  et  l'autre  4o  degrés  de 
rayon. 

Pour  l'Amérique  du  Sud,  le  rayon  de  la  calotte  est  de 
33  degrés,  ce  qui  conduit  à  des  altérations  intermédiaires 
entre  celles  des  trois  premières  colonnes  et  celles  des 
trois  suivantes;  avec  la  projection  stéréographiquc,  par 
exemple,  le  plus  grand  rapport  de  longueurs  est  i,o88, 
et  le  plus  grand  rapport  de  surfaces  i ,  i83. 

Appliquées  à  la  carte  d'Afrique  et  à  celle  de  l'Amé- 
rique du  Sud,  les  projections  coniques  authaliques  péri- 
gonales  ne  présenteraient  pas,  comme  sur  celles  d'Europe 
et  d'Asie,  l'inconvénient  de  disjoindre  des  points  qui  se 
louchent  sur  la  surface   terrestre,  et   produiraient  des 
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altérations  moindres  que  celles  de  la  projection  centrale 
de  Lambert.  Pour  l'Afrique,  on  placerait  près  de  la  côte 
du  Gabon  le  pôle  de  la  calotte  spbérique,  dont  on  porte- 
rait le  rayon  à  ^i  ou  43  degrés,  et  Ton  etïeciuerait  la 
séparation  suivant  l'arc  d'équateur  qui  se  dirige  dans 
l'océan  Atlantique.  Pour  l'Amérique  méridionale,  on 
doniifrait  Z'j  degrés  de  rayon  à  la  calotte  spbérique,  et 
l'on  séparerait  suivant  un  arc  de  grand  cercle  dirigé  dans 
l'océan  Pacifique.  On  pourrait  même  diminuer  encore 
les  altéralions,  mais  cette  fois  de  quantités  assez  faibles, 
en  substituant  les  projections  tronconiques  aux  projec- 
tions coniques. 

La  projection  de  Bonne  serait  beaucoup  moins  avan- 
tageuse que  celles  du  Tableau  précédent  pour  les  cartes 
des  mêmes  régions.  On  peut  s'en  convaincre  par  un  coup 
d'oeil  jeté  sur  les  nombres  ci-dessous,  que  nous  avons 
cependant  déterminés  en  adoptant  les  méridiens  et  les 
parallèles  moyens  les  plus  favorables. 


Projection  de  Bonne. 


Europe 

Asie 

Afz'ique 

Amérique  du  Psord 
Amérique  du  Sud. . 
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... 

(«). 
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0        / 

6,o3 

I,Il8 

1 ,000 

■i6, 10 

1 ,585 

1,000 

10,28 

i,?4'. 

1 ,000 

22,3'( 

1,487 

1,000 

8,i6 

1,1 55 

1 ,000 

145.  Les  projections  que  nous  avons  considérées  dans 
le  numéro  précédent  ne  sont  pas  celles  qui  abaissent  le 
plus  possible  les  limites  des  altérations  sur  les  cartes 
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d'Europe,  d'Asie,  d'Afrique,  etc.,  parce  que  ces  réglons 
sont  loin  d'occuper  entièrement  les  plus  petites  zones  à 
une  base  qui  les  contiennent.  Si  l'on  veut  trouver,  pour 
cliacunede  ces  cartes  ou  pour  celle  d'un  pays  quelconque, 
les  systèmes  qui  remplissent  les  conditions  énoncées,  il 
faudra  avoir  recours  au  procédé  que  nous  allons  expliquer 
maintenant. 

Il  n'est  pas  de  mode  de  projection  pour  lequel  on  ne 
puisse  dessiner  sur  le  globe  le  contour  d'une  région  à 
la  représentation  de  laquelle  il  s'adapterait  mieux  que 
tous  les  autres^  aucun  de  ceux  qui  ont  été  proposés  jus- 
qu'à présent  ne  doit  donc  être  exclu  a  priori;  seulement 
beaucoup  pourront  l'être  à  la  suite  d'un  examen  rapide 
dans  lequel  on  aura  eu  égard,  en  consultant  nos  Ta- 
bleaux, à  la  forme  et  à  l'étendue  de  la  contrée  dont  il 
s'agit  de  construire  la  carte.  Dans  cet  examen  préalable 
et  dans  la  comparaison  que  l'on  devra  ellectuer  ensuite 
entre  les  systèmes  non  rejetés,  on  ne  devra  pas  perdre  de 
vue  la  remarque  suivante. 

Chaque  système  de  projection  est  susceptible  d'en  en- 
gendrer une  infinité  d'autres,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en 
rendre  compte  par  un  exemple.  Considérons  la  projection 
de  Lagrange,  qui  conserve  les  angles,  et  qui  jouit  de  la 
propriété  qu'à  partir  d'un  certain  point  de  l'équa- 
teur  les  altérations  y  varient  moins  rapidement,  sur 
cette  ligne  et  sur  le  méridien,  que  dans  les  autres  pro- 
jections aulogonales  à  méridiens  circulaires.  Il  est  facile 
d'imaginer  un  autre  système  remplissant  des  conditions 
analogues  et  possédant  la  mènie  propriété  par  rapport  à 
un  autre  point  de  la  sphère  et  à  deux  grands  cercles  quel- 
conques se  coupant  à  angle  droit;  le  pôle  de  l'un  de  ces 
deux  grands  cercles  remplacera  ici  le  pôle  géographique, 
et  les  formules  (jui  donnaient,  dans  le  premier  cas,  les 
coordonnées  des  divers  points  de  la  carte  s'appliqueront 
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aussi  au  second,  pourvu  qu'on  y  remplace  la  longitude 
et  la  latitude  par  deux  nouvelles  variables  qui  en  seront 
des  fonctions  connues.  En  déplaçant  les  deux  grands 
cercles,  on  obtiendra  une  infinité  de  modes  de  projec- 
tion fournissant  des  valeurs  différentes,  pour  les  li- 
mites des  altérations,  dans  la  représentation  d'une  seule 
et  même  contrée.  Comme  autre  exemple,  on  peut  citer 
la  projection  stéréographique,  qui,  suivant  qu'on  l'ef- 
fectue sur  l'horizon  d'un  lieu  ou  sur  celui  d'un  autre 
lieu,  donne  à  la  carte  d'un  même  pays  des  aspects  diffé- 
rents. 

Nous  avons  déjà  parlé  de  cartes  sur  lesquelles  seraient 
tracées,  pour  les  divers  systèmes  de  projection,  des 
courbes  suffisamment  rapprochées  d'égales  altérations  ou 
de  inaxima  égaux  d'altérations.  Pour  les  projections  au- 
togonales,  chaque  courbe  serait  le  lieu  des  points  où 
le  rapport  de  surfaces  prend  une  valeur  donnée;  pour 
les  projections  authaliques,  ce  serait  le  lieu  des  points 
où  la  plus  grande  altération  d'angle  atteint  une  limite 
donnée-,  pour  chaque  projection  aphylactique,  il  serait 
utile  qu'il  y  eût  quatre  séries  de  courbes,  dont  deux  se 
rapporteraient  aux  éléments  qui  viennent  d'être  men- 
tionnés, et  les  deux  autres  aux  axes  de  l'ellipse  indica- 
trice. Les  cartes  pourraient  être  construites  d'après  la 
projection  centrale  de  Lambert  ;  quant  aux  courbes,  on 
les  tracerait,  en  partant  de  leurs  équations,  qu'il  est  facile 
déformer,  ou  mieux  en  renversant  la  question  et  calculant, 
pour  beaucoup  plus  de  points  que  nous  n'avons  pu  le 
faire,  les  éléments  de  la  déformation. 

L'emploi  de  ces  cartes  conduirait,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, à  la  solution  du  problème  qui  nous  occupe,  et 
l'on  comprend  qu'il  suffit  d'en  avoir  une  seule  pour  tous 
les  systèmes  de  projection  qui  se  déduisent  les  uns  des 
autres  par  le  jnode  de  génération  qui  a  été  expliqué  tout 
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à  l'heure.  Imaginons  en  effet  une  carte  auxiliaire  de  la 
contrée  tracée  aussi  d'après  la  projection  centrale  de 
Lambert,  et  plaçons-la,  par  exemple,  sur  la  feuille  où 
sont  dessinées  les  courbes  d'égales  altérations  de  la  pro- 
jection de  Lagrange',  en  la  faisant  glisser  et  tourner  sur 
cette  feuille,  on  arrivera  à  lui  donner  une  position  dans 
laquelle  le  maximum  d'altération  indiqué  sera  moindre 
que  dans  toute  autre.  On  relèvera  alors,  sur  la  carte  mo- 
bile, la  longitude  et  la  latitude  du  point  d'intersection 
des  deux  droites  de  la  carte  fixe  qui  représentent  l'équa- 
teur  et  le  méridien  moyen  de  cette  dernière  ;  on  mesurera 
aussi  l'azimut  de  l'une  de  ces  droites  par  rapport  au 
méridien  de  la  carte  mobile,  et  on  le  corrigera  de  la 
déviation  occasionnée  par  la  projection  de  Lambert.  On 
obtiendra  ainsi  les  éléments  propres  à  caractériser 
celui  des  systèmes  dérivés  de  la  projection  de  Lagrange 
qui  atténue  le  plus  le  maximum  d'altération  dans  la 
représentation  de  la  contrée  donnée.  On  opérera  de 
même  pour  les  autres  projections  aulogonales,  et  l'on 
arrivera  ainsi  à  connaître  celle  qui  correspond  à  la  plus 
petite  valeur  du  maximuni  de  l'altération  de  surface, 
et  par  conséquent  aussi  du  maximum  de  l'altération  de 
longueur. 

Un  procédé  analogue  appliqué  aux  projections  autha- 
liques  donnera  celle  qui  correspond  aux  plus  petites 
valeurs  des  maxima  des  altérations  d'angles  et  de  lon- 
gueurs. On  l'appliquera  aussi  aux  projections  aphylac- 
liques,  afin  de  reconnaître  celles  qui  produisent  en  même 
temps  un  maximum  d'altération  d'angle  et  un  maximum 
d'altération  de  surface  respectivement  moindre  que  les 
plus  faibles  qui  aient  été  obtenus  par  les  projections  au- 
ihaliques  et  par  les  projections  aulogonales.  On  détermi- 
nera en  particulier  la  projection  apliylaclique  qui  réduit 
le  plus  possible  la  plus  grande  altération  de  longueur: 
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ici,  les  recherches  s'effeciueront  à  l'aide  des  courhes  re- 
latives aux  axes  des  ellipses  indicatrices,  et  il  pourra  y 
avoir  quelque  tâtonnement  provenant  de  ce  que  l'élénnent 
à  considérer  est  le  rapport  de  la  plus  forte  valeur  du 
grand  axe,  pour  toute  1  éieiiduedela  carte,  à  la  plus  faible 
valeur  du  petit  axe,  lorsque  la  moitié  de  cette  dernière 
est  différente  de  l'unité. 
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